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Ìåòîäè÷íi âêàçiâêè äî âèêîíàííÿ òèïîâèõ iíäèâiäóàëüíèõ çàâ-
äàíü ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó äëÿ ñòóäåíòiâ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè
òà öèôðîâèõ òåõíîëîãié/Óêëàäà÷i: Î.Î. Ñèíÿâñüêà, Ã.I. Ñëèâêà-Òèëèùàê,
À.Ì. Òåãçà. Óæãîðîä: ÄÂÍÇ "ÓæÍÓ 2023. � 59ñ.

Ó ìåòîäè÷íèõ âêàçiâêàõ íàâåäåíî ðåêîìåíäàöi¨ äëÿ âèêîíàííÿ iíäèâiäó-
àëüíèõ ðîáiò ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ç òåì: ¾×èëîâi ðÿäè¿, ¾Ôóíêöiîíàëüíi
ðÿäè¿, ¾Ñòåïåíåâi ðÿäè¿, à òàêîæ çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ.

Ìåòîäè÷íi âêàçiâêè ðîçðîáëåíî äëÿ ñòóäåíòiâ ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà
öèôðîâèõ òåõíîëîãié âñiõ ñïåöiàëüíîñòåé.

Ðåêîìåíäîâàíî äî äðóêó çàñiäàííÿì êàôåäðè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé i ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëiçó, ïðîòîêîë �11 âiä 16 ÷åðâíÿ 2023 ðîêó.

Ðåêîìåíäîâàíî äî äðóêó íàóêîâî-ìåòîäè÷íîþ êîìiñi¹þ ôàêóëüòåòó ìàòå-
ìàòèêè òà öèôðîâèõ òåõíîëîãié ÄÂÍÇ "ÓæÍÓ ïðîòîêîë �10 âiä 20 ÷åðâíÿ
2023 ðîêó.

Ðåöåíçåíòè:
êàíä. ôiç.ìàò. íàóê, äîö. Êó÷iíêà Ê.É.
êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê, äîö. Âàðãà ß.Â.

c⃝Î.Î. Ñèíÿâñüêà, Ã.I. Ñëèâêà-Òèëèùàê, À.Ì. Òåãçà, 2023.
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×èñëîâi ðÿäè. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ. Çáiæíiñòü òà ñóìà ðÿäó.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

1. Ïîíÿòòÿ ñóìè i çáiæíîñòi ðÿäiâ. Çàëèøîê ðÿäó. Íåîáõiäíà

óìîâà çáiæíîñòi. Êðèòåðié Êîøi çáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó.

Îçíà÷åííÿ. ×èñëîâèì ðÿäîì íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü
a1, a2, . . . , an, . . . ÷èñåë, ç'¹äíàíèõ çíàêîì äîäàâàííÿ:

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑
n=1

an. (1)

×èñëà a1, a2, . . . , an, . . . íàçèâàþòüñÿ ÷ëåíàìè ðÿäó, à ÷ëåí an � çàãàëü-
íèì ÷ëåíîì ðÿäó àáî n � é ÷ëåí ðÿäó. Ðÿä ââàæà¹òüñÿ çàäàíèì, ÿêùî
âiäîìèé éîãî çàãàëüíèé ÷ëåí an = f(n), n ∈ N, òîáòî çàäàíà ôóíêöiÿ
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó.

Ðîçãëÿíåìî ñóìè
S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

. . .

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Îçíà÷åííÿ. Ñóìà n ïåðøèõ ÷ëåíiâ ðÿäó Sn íàçèâà¹òüñÿ n-÷àñòêîâîþ
ñóìîþ ðÿäó (1).

Îçíà÷åííÿ. Ðÿä íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì, ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ
ïîñëiäîâíîñòi éîãî ÷àñòêîâèõ ñóì, òîáòî

lim
n→∞

Sn = S.

×èñëî S íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ ðÿäó. Çàïèñóþòü öå òàê:

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑
n=1

an = S < ∞.

ßêùî ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷àñòêîâèõ ñóì íå iñíó¹ àáî äîðiâíþ¹ ±∞, òî
ðÿä íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì.
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Îçíà÷åííÿ. ßêùî âiäêèíóòè n ïåðøèõ ÷ëåíiâ ðÿäó, òî îäåðæèìî ðÿä,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîì ðÿäó (1) ïiñëÿ n-ãî ÷ëåíà i ïîçíà÷àþòü rn,
òîáòî

rn = an+1 + an+2 + · · ·+ an+m + · · · .

ßêùî ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ, òî çáiãà¹òüñÿ i éîãî çàëèøîê i, íàâïàêè, ÿêùî
çáiãà¹òüñÿ çàëèøîê, òî çáiãà¹òüñÿ é ðÿä (1).

Òåîðåìà (íåîáõiäíà îçíàêà çáiæíîñòi ðÿäó). ßêùî ðÿä (1) çáiæíèé,
òî éîãî çàãàëüíèé ÷ëåí an → 0 ïðè n → ∞, òîáòî

lim
n→∞

an = 0.

Íàñëiäîê. ßêùî ãðàíèöÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó (1) ïðè n → ∞ íå äî-
ðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî lim

n→∞
an ̸= 0, òî ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ.

Êðèòåðié Êîøi çáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó. Äëÿ òîãî ùîá ÷èñëîâèé
ðÿä (1) áóâ çáiæíèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n, m > N(ε) ⇒ |Sn − Sm| < ε,

àáî

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n > N(ε), ∀p = 1, 2, . . . ⇒ |Sn+p − Sn| < ε.

2. Îçíàêè ïîðiâíÿííÿ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ.

Îçíàêà ïîðiâíÿííÿ. Íåõàé çàäàíi äâà ðÿäè
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn ïðè÷îìó ÷ëå-

íè îäíîãî ðÿäó íå ïåðåâèùóþòü ÷ëåíiâ iíøîãî:

an ≤ bn ∀n ∈ N.

Òîäi:

à) ÿêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
n=1

bn , òî çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an;

á) ÿêùî ðîçáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an, òî ðîçáiãà¹òüñÿ i ðÿä
∞∑
n=1

bn.

Çàóâàæåííÿ. �Åòàëîííi� ðÿäè, ÿêi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîðiâíÿí-
íÿ:

1) ãåîìåòðè÷íèé ðÿä
∞∑
n=1

a · qn−1 çáiæíèé ïðè |q| < 1 i ðîçáiæíèé, ÿêùî

|q| ≥ 1;

2) ãàðìîíi÷íèé ðÿä
∞∑
n=1

1
n � ðîçáiæíèé.
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3) óçàãàëüíåíèé ãàðìîíi÷íèé ðÿä
∞∑
n=1

1
np � çáiæíèé äëÿ p > 1, ðîçáiæíèé

ÿêùî p ≤ 1.

Ãðàíè÷íà îçíàêà ïîðiâíÿííÿ. Íåõàé çàäàíi äâà ðÿäè
∞∑
n=1

an, an > 0

i
∞∑
n=1

bn, bn > 0 ßêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ âiäíîøåííÿ ¨õ çàãàëüíèõ

÷ëåíiâ lim
n→∞

an
bn

= k ̸= 0, òî ðÿäè îäíî÷àñíî çáiãàþòüñÿ, àáî ðîçáiãàþòüñÿ.

Òåîðåìà. Íåõàé çàäàíi äâà ðÿäè
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íå-

ðiâíiñòü:
an+1

an
≤ bn+1

bn
Òîäi:

à) ÿêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
n=1

bn , òî çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an;

á) ÿêùî ðîçáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
n=1

an, òî ðîçáiãà¹òüñÿ i ðÿä
∞∑
n=1

bn.

3. Îçíàêè çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ ç äîäàòíiìè ÷ëåíàìè.

Îçíàêà Ä'Aëàìáåðà. Íåõàé äëÿ ðÿäó
∞∑
n=1

an, an ≥ 0 iñíó¹ ãðàíèöÿ

âiäíîøåííÿ n+ 1-ãî ÷ëåíà äî n-ãî ÷ëåíà:

lim
n→∞

an+1

an
= l.

Òîäi:

à) ÿêùî l < 1, òî ðÿä çáiãà¹òüñÿ;

á) ÿêùî l > 1, òî ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ;

â) ÿêùî l = 1, òî îçíàêà íå äà¹ âiäïîâiäi: ðÿä ìîæå çáiãàòèñÿ, àáî ðîç-
áiãàòèñÿ. Äëÿ äîñëiäæåííÿ òðåáà âèêîðèñòàòè iíøi îçíàêè.

Çàóâàæåííÿ. Îçíàêà Ä'Àëàìáåðà çðó÷íà ïðàêòèöi òîäi, êîëè çàãàëüíèé
÷ëåí ðÿäó ìiñòèòü ïîêàçíèêîâó ôóíêöiþ àáî âèðàçè ç ôàêòîðiàëàìè

Ðàäèêàëüíà îçíàêà Êîøi. Íåõàé äëÿ ðÿäó
∞∑
n=1

an, an > 0 iñíó¹

ãðàíèöÿ
lim
n→∞

n
√
an = l.

Òîäi:

à) ÿêùî l < 1, òî ðÿä çáiãà¹òüñÿ;
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á) ÿêùî l > 1, òî ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ;

â) ÿêùî l = 1, òî îçíàêà íå äà¹ âiäïîâiäi: ðÿä ìîæå çáiãàòèñÿ, àáî ðîç-
áiãàòèñÿ. Äëÿ äîñëiäæåííÿ òðåáà âèêîðèñòàòè iíøi îçíàêè.

Iíòåãðàëüíà îçíàêà Êîøi. Íåõàé ÷ëåíè ðÿäó
∞∑
n=1

an, an > 0 äîäà-

òíi i íå çðîñòàþòü, òîáòî a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an ≥ an+1 ≥ . . . i íåõàé
f(x) òàêà íåïåðåðâíà i íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, ùî f(1) = a1, f(2) = a2,

. . . f(n) = an, . . . Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
n=1

an íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá çáiãàâñÿ íåâëàñíèé iíòåãðàë
∞∫
1

f(x)dx.

Îçíàêà Ðààáå. Íåõàé äëÿ ðÿäó
∞∑
n=1

an, an > 0 iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= r.

ßêùî r > 1, òî ðÿä ¹ çáiæíèì, ÿêùî r < 1, òî � ðîçáiæíèì.

Îçíàêà Êóììåðà. Íåõàé {cn} äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë
òàêà, ùî ðÿä

∞∑
n=1

1
cn
ðîçáiæíèé. Óòâîðèìî ïîñëiäîâíiñòü Kn = cn

an
an+1 −

cn+1. Íåõàé lim
n→∞

Kn = K. ßêùî K > 0 òî ðÿä
∞∑
n=1

an, an > 0 ¹ çáiæíèì,

ÿêùî K < 0, òî öåé ðÿä ðîçáiæíèé.

Îçíàêà Áåðòðàíà. Íåõàé ìà¹ìî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an, an > 0. Óòâî-

ðèìî ïîñëiäîâíiñòü Bn = lnn
(
n
(

an
an+1

− 1
)
− 1
)
. Íåõàé iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

Bn = B. ßêùî B > 1, òî ðÿä ¹ çáiæíèì, ÿêùî B < 1, òî � ðîçái-
æíèì.

Îçíàêà Ãàóññà. Íåõàé äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäó
∞∑
n=1

an, an > 0 âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ
an
an+1

= λ+
µ

n
+

θn
n2

,

äå λ òà µ� ñòàë, à θn îáìåæåíà âåëè÷èíà |θn| ≤ L. Ðÿä çáiæíèé, ÿêùî
λ > 1 àáî λ = 1, µ > 1, i ðÿä ðîçáiæíèé, ÿêùî λ < 1 àáî λ = 1, µ ≤ 1.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Çàâäàííÿ 1. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì çáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó, äîâåñòè
çáiæíiñòü ÷èñëîâèõ ðÿäiâ i çíàéòè ¨õ ñóìè:

1.
∞∑
n=1

1
(3n−2)(3n+1) ;

2.
∞∑
n=1

1
n(n+1)(n+2) .

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ðîçêëàäåìî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó íà ñóìó íàéïðîñòiøèõ äðî-
áiâ:

an =
1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

1

3
· (3n+ 1)− (3n− 2)

(3n− 2)(3n+ 1)
=

1

3

(
1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)
.

Çíàéäåìî ÷àñòêîâó ñóìó äàíîãî ðÿäó:

Sn = a1+a2+ · · ·+an =
1

3

(
1− 1

4
+

1

4
− 1

7
+

1

7
− 1

10
+ · · ·+ 1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)

Sn =
1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
.

Òîäi

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
=

1

3
.

Îòæå, ðÿä çáiãà¹òüñÿ i éîãî ñóìà äîðiâíþ¹ 1
3 .

2) Ïðåäñòàâèìî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó an ó âèãëÿäi

an =
1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

A

n
+

B

n+ 1
+

C

n+ 2
,

äå A, B, C � íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìi ìåòîäè âiä-
øóêàííÿ íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, îòðèìà¹ìî

A =
1

2
, B = −1, C =

1

2
;

an =
1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1

2n
− 1

n+ 1
+

1

2(n+ 2)
=

1

2

(
1

n
− 2

n+ 1
+

1

n+ 2

)
.

Òîäi

Sn =
1

2

n∑
k=1

(
1 − 2

+ 1
+

1

+ 2

)
.
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Âèðàç 1
n − 2

n+1 +
1

n+2 çàïèøåìî ó âèãëÿäi

1

n
− 2

n+ 1
+

1

n+ 2
=

1

n
− 1

n+ 1
− 1

n+ 1
+

1

n+ 2
=

=

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

(
1

n+ 2
− 1

n+ 1

)
.

Îòæå

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
1

2

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1

)
+

+

(
1

3
− 1

2
+

1

4
− 1

3
+ · · ·+ 1

n+ 2
− 1

n+ 1

)
=

1

2

(
1− 1

n+ 1
− 1

2
+

1

n+ 2

)
.

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1

2

(
1− 1

n+ 1
− 1

2
+

1

n+ 2

)
=

1

4
.

Îòæå, ðÿä çáiãà¹òüñÿ i éîãî ñóìà äîðiâíþ¹ 1
4 .

Çàâäàííÿ 2. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:

1.
∞∑
n=1

2n+1
n+2 ;

2.
∞∑
n=1

1√
n
;

3.
∞∑
n=1

cos 2n

n2 ;

4.
∞∑
n=1

nn+ 1
n

(n+ 1
n)

n .

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ïåðåâiðèìî íåîáõiäíó óìîâó çáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n+ 1

n+ 2
= 2 ̸= 0.

Îòæå, íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó íå âèêîíó¹òüñÿ, òîìó äàíèé ðÿä ¹
ðîçáiæíèì.

2) Äëÿ äàíîãî ðÿäó íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi âèêîíó¹òüñÿ:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1√
n
= 0,

ïðîòå ðÿä ¹ ðîçáiæíèì, îñêiëüêè

Sn = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
>

1√
n
+

1√
n
+

1√
n
+ · · ·+ 1√

n
= n

1√
n
=

√
n,

òîáòî Sn >
√
n, çâiäêè lim

n→∞
Sn = ∞.
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3) Äîâåäåìî çáiæíiñòü äàíîãî ðÿäó çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Êîøi. Çíà-
éäåìî ÷èñëî N(ε), ùî ïðè n > N(ε) i äîâiëüíîìó p > 0 áóäå âèêîíóâàòèñÿ
íåðiâíiñòü |Sn+p − Sn| < ε äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0.

|Sn+p − Sn| =
∣∣∣∣ cos 2n+1

(n+ 1)2
+

cos 2n+2

(n+ 2)2
+ · · ·+ cos 2n+p

(n+ p)2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ cos 2n+1

(n+ 1)2

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ cos 2n+2

(n+ 2)2

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣ cos 2n+p

(n+ p)2

∣∣∣∣ ≤ 1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ p)2
.

Âèêîðèñòàâøè, ùî
1

n2
<

1

n(n− 1)
=

1

n− 1
− 1

n
,

áóäåìî ìàòè

|Sn+p − Sn| <
1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ p− 1)(n+ p)
=

=
1

n
− 1

n+ 1
+

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p− 1
− 1

n+ p
=

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
< ε.

Ïîêëàâøè N(ε) = 1
ε , çãiäíî êðèòåðiþ Êîøi, îòðèìà¹ìî, ùî äàíèé ðÿä ¹ çái-

æíèì.
4) Îñêiëüêè

lim
n→∞

an = lim
n→∞

nn+ 1
n(

n+ 1
n

) = lim
n→∞

n
√
n(

1 + 1
n2

)n = 1,

òî íå âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó, òîìó äàíèé ðÿä ¹ ðîç-
áiæíèì.

Çàâäàííÿ 3. Çà äîïîìîãîþ îçíàê ïîðiâíÿííÿ äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:

1.
∞∑
n=1

nn

(2n+1)n
√
n+1

;

2.
∞∑
n=1

1
ln(n+1) ;

3.
∞∑
n=1

tg π
3n ;

4.
∞∑
n=1

(√
n2 + 1−

√
n2 − 1

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Îöiíèìî çàãàëüíèé ÷ëåí äàíîãî ðÿäó

nn

(2n+ 1)n
√
n+ 1

<
nn

(2n+ 1)n
=

(
n

2n+ 1

)n

=
1(

2 + 1
n

)n <
1

2n
.
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Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n. Îòæå, ÷ëåíè çàäàíîãî ðÿäó ìåíøi

âiä ÷ëåíiâ çáiæíîãî ðÿäó
∞∑
n=1

1
2n , ùî ¹ ãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì çi çíàìåííè-

êîì q = 1
2 < 1. Íà îñíîâi îçíàêè ïîðiâíÿííÿ ðÿäiâ äàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ.

2. Îñêiëüêè 1
ln(n+1) >

1
n+1 , n = 1, 2, . . . i ðÿä

∞∑
n=1

1
n+1 ðîçáiæíèé ÿê ãàðìîíi-

÷íèé, òî
∞∑
n=1

1
ln(n+1) òàêîæ ðîçáiæíèé.

3. Çàñòîñó¹ìî ãðàíè÷íó îçíàêó ïîðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè

lim
n→∞

tg π
3n
1
n

=
π

3
̸= 0

i ãàðìîíi÷íèé ðÿä ðîçáiæíèé, òî ðÿä
∞∑
n=1

tg π
3n òàêîæ ðîçáiæíèé.

4. Ïåðåòâîðèìî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó, ïîìíîæèâøè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê
íà ñïðÿæåíèé âèðàç äî äàíîãî:(√

n2 + 1−
√

n2 − 1
)
=

2√
n2 + 1 +

√
n2 − 1

.

Îñêiëüêè 2√
n2+1+

√
n2−1

∼ 1
n, ïðè n → ∞, òî äîñëiäæóâàíèé ðÿä ¹ ðîçái-

æíèì ÿê i ãàðìîíi÷íèé ðÿä.

Çàâäàííÿ 4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi îçíàêè çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ, äîñëi-
äèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:

1.
∞∑
n=1

3nn!
nn ;

2.
∞∑
n=1

(
n+1
n

)n2
1
7n ;

3.
∞∑
n=1

enn!
nn ;

4.
∞∑
n=1

1
(n+1) ln3(n+1)

.

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó âèêîðèñòà¹ìî îçíà-
êó Äàëàìáåðà:

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
3n+1(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
÷ 3nn!

nn

)
= lim

n→∞

3(n+ 1)nn

(n+ 1)n+1
=

= 3 lim
n→∞

nn

(n+ 1)n
= 3 lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n

= 3 lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
3

e
> 1.

Îòæå, lim
n→∞

an+1

an
> 1, òî äàíèé ðÿä ðîçáiæíèì.
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2. Äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó âèêîðèñòà¹ìî îçíàêó Êîøi:

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
n+ 1

n

)n2

· 1

7n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

· 1
7
=

=
1

7
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

=
e

7
< 1.

Îòæå, lim
n→∞

n
√
an < 1, òî äàíèé ðÿä ¹ çáiæíèì.

3. Äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó âèêîðèñòà¹ìî îçíàêó Ðààáå:

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= lim

n→∞
n

((
1 + 1

n

)n
e

− 1

)
.

Çðîáèìî çàìiíó x = 1
n, òîäi x → 0 ïðè n → ∞ i âèêîðèñòà¹ìî äëÿ

çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ.

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

xe
= lim

x→0

e
1
x ln(1+x) − e

xe
=

= lim
x→0

e
1
x ln(1+x)

(
− ln(1+x)

x2 + 1
x(1+x)

)
e

= lim
x→0

x− (1 + x) ln(1 + x)

x2(1 + x)
=

= lim
x→0

1− ln(1 + x)− 1+x
1+x

2x+ 3x2
= lim

x→0

− 1
1+x

2 + 6x
= −1

2
< 1.

Îñêiëüêè lim
n→∞

n
(

an
an+1

− 1
)
< 1, òî äàíèé ðÿä ¹ ðîçáiæíèì.

4. Ôóíêöiÿ φ(x) = 1
(x+1) ln3(x+1)

ïðè x ≥ 1 äîäàòíà, íåïåðåðâíà i ìîíîòîí-

íî ñïàäíà. Òîìó, äîñëiäæóþ÷è ðÿä íà çáiæíiñòü, ìîæíà âèêîðèñòàòè
iíòåãðàëüíó îçíàêó çáiæíîñòi Êîøi. Ìà¹ìî

∞∫
1

dx

(x+ 1) ln3(x+ 1)
=

∞∫
1

d(ln(x+ 1))

ln3(x+ 1)
= − lim

b→∞

1

2 ln2(x+ 1)

∣∣∣∣b
1

=

= − lim
b→∞

(
1

2 ln2(b+ 1)
− 1

2 ln2 2

)
=

1

2 ln2 2
.

Îñêiëüêè íåâëàñíèé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ, òî äàíèé ðÿä òàêîæ çáiãà¹-
òüñÿ.
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Çàâäàííÿ 5. Äîâåñòè, ùî lim
n→∞

(n!)2

2n2
= 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

(n!)2

2n2
i äîñëiäèìî éîãî íà çáiæíiñòü.

Çà îçíàêîþ Äàëàìáåðà

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

((n+ 1)!)2 · 2n2

(n!)2 · 2(n+1)2
= lim

n→∞

(n+ 1)2

22n+1
= 0 < 1

ðÿä ¹ çáiæíèì, îòæå, éîãî çàãàëüíèé ÷ëåí ïðÿìó¹ äî íóëÿ (íåîáõiäíà óìîâà

çáiæíîñòi ðÿäó). Òîìó lim
n→∞

(n!)2

2n2
= 0.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàâäàííÿ 1. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì çáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó, äîâåñòè
çáiæíiñòü ÷èñëîâèõ ðÿäiâ i çíàéòè ¨õ ñóìè:

1.
∞∑
n=1

2+5n

5n ;

2.
∞∑
n=1

1
4n2−1 ;

3.
∞∑
n=1

(√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n
)
;

4.
∞∑
n=3

4n−2
(n2−1)(n−2) ;

5.
∞∑
n=1

1
n2+3n+2 ;

6.
∞∑
n=1

1
n(n+3)2n2 ;

7.
∞∑
n=2

1
n2+n−2 ;

8.
∞∑
n=1

3n+2n

6n ;

9.
∞∑
n=2

n−2
(n−1)n(n+1) ;

10.
∞∑
n=1

9
9n2+21n−8 ;

11.
∞∑
n=1

n(n+1)
2 ;

12.
∞∑
n=1

n+6
n(n+1)(n+2) ;

13.
∞∑
n=1

3
9n+3n−2 ;

14.
∞∑
n=1

4n
(n−1)2(n+1)2 .

Çàâäàííÿ 2. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè

1. (a)
∞∑
n=1

n
√
n cos nπ

2 ; (b)
∞∑
n=1

sinnα
7n ;
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2. (a)
∞∑
n=1

cosn 2πn
3 ;

(b)
∞∑
n=1

sinnα
n2 ;

3. (a)
∞∑
n=1

[
3
(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n

]
;

(b)
∞∑
n=1

cosn!
(n+1)(n+2) ;

4. (a)
∞∑
n=1

1√
n

(√
n+ 2−

√
2n− 1

)
;

(b)
∞∑
n=1

e−n−1
(n+1)2 ;

5. (a)
∞∑
n=1

n
n+1 sin

2 nπ
4 ;

(b)
∞∑
n=1

cos πn
2

n .

6. (a)
∞∑
n=1

(
sin π(3n+1)

2n+1 + sin
(
1
n + nπ

))
;

(b)
∞∑
n=1

cosnα+sinnα
n! .

7. (a)
∞∑
n=1

n2−n
n2+1 cos

2 nπ
4 ;

(b)
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

;

8. (a)
∞∑
n=1

sin
(
nπ +

√
n√

n+3
· π
2

)
;

(b)
∞∑
n=1

sinn!
n(n+1) ;

9. (a)
∞∑
n=1

n−lnn
n+1 cos 2πn

3 ;

(b)
∞∑
n=1

cosnα−cos(n+1)α
10n ;

10. (a)
∞∑
n=1

n
4
3

(
3
√
n2 + 1− 3

√
n2 − 1

)
;

(b)
∞∑
n=1

ln(e+n)√
n(n+1)

;

11. (a)
∞∑
n=1

[
(−1)n

n + 1+(−1)n

2

]
;

(b)
∞∑
n=1

an
(n+1)! , ai ≤ 10;

12. (a)
∞∑
n=1

1

n
1
4

(
3
√
n+ 3 + 3

√
4n− 1

)
;

(b)
∞∑
n=1

e−
√
n+sinn!
n! ;

13. (a)
∞∑
n=1

[
cos π(n− 1) + 1

n+1

]
;

(b)
∞∑
n=1

n
(n+1)(n+2) ;

14. (a)
∞∑
n=1

(
1 + 2

n

)n
sin nπ

2 ;

(b)
∞∑
n=1

ln
(
1 + 1

n

)
.

Çàâäàííÿ 3. Çà äîïîìîãîþ îçíàê ïîðiâíÿííÿ äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:

1. (a)
∞∑
n=1

3
√
n− 3

√
n−1

n ;

(b)
∞∑
n=1

(
esin

3
n − 1

)p
, p > 0;

2. (a)
∞∑
n=1

lnn
n 4
√
n
;

(b)
∞∑
n=2

arctg 1
(n−1) 5

√
n2+1

;

3. (a)
∞∑
n=1

(2+cos nπ
2 )

√
n

4
√
n7+5

;

(b)
∞∑
n=1

1
5
√
n+1

sin 1√
n
;
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4. (a)
∞∑
n=1

(n2+3)2

n5+ln4 n
;

(b)
∞∑
n=1

tgp 1
n
√
n
, p > 0;

5. (a)
∞∑
n=1

(
n
√
2− n+1

√
2
)
;

(b)
∞∑
n=1

cos2 nπ
3

3n+2 ;

6. (a)
∞∑
n=1

n2+3

n(2+sin nπ
2 )

;

(b)
∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)5

ln 2n+1
2n+3 ;

7. (a)
∞∑
n=1

(
3
√
n+ 2− 3

√
n
)p

, p > 0;

(b)
∞∑
n=1

1√
n+3

(
e

1√
n − 1

)
;

8. (a)
∞∑
n=2

3
π arctg

√
n2−1√

n2−n
;

(b)
∞∑
n=1

1√
n
ln3 6n3+7

6n3−3 ;

9. (a)
∞∑
n=1

(
1− cos n

√
n−1

5n2−2

)
;

(b)
∞∑
n=1

(
e

1
n2+2 − 1

)p
, p > 0;

10. (a)
∞∑
n=1

(√
n+ 2− 4

√
n2 + n+ 5

)
;

(b)
∞∑
n=2

1
n−1 arctg

1
3
√
n−1

;

11. (a)
∞∑
n=1

(
n
√
3− n+1

√
3
)p

p > 0;

(b)
∞∑
n=1

sin
3
√
n√

n5+2
;

12. (a)
∞∑
n=1

2+sin nπ
4

n2 ctg 1√
n
;

(b)
∞∑
n=1

1√
n
arctg 2

n ;

13. (a)
∞∑
n=2

1
4
√
n3
sin 2+(−1)n

6 π;

(b)
∞∑
n=1

1
3
√
n
lnp n2+5

n2+4 , p > 0;

14. (a)
∞∑
n=1

n(2+cosnπ)
2n2−1 ;

(b)
∞∑
n=1

(
e

√
n

n3−1 − 1
)
;

Çàâäàííÿ 4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi îçíàêè çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ, äîñëi-
äèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:

1. (a)
∞∑
n=1

n!(2n+1)!
(3n)! ;

(b)
∞∑
n=1

(
2n−3
2n+10

)n2

;

2. (a)
∞∑
n=1

3
√
n!

(3+
√
2)···(3+

√
n+1)

;

(b)
∞∑
n=1

(
n2−1
n2+1

)n(n2−1)

;

3. (a)
∞∑
n=1

2n
(
n−1
n

)n2

;

(b)
∞∑
n=1

arctg n
1+n2 ;

4. (a)
∞∑
n=1

3·5·7···(2n+1)
2·5·8···(3n−1) ;

(b)
∞∑
n=1

nn+2

(2n2+1)
n
2
;

5. (a)
∞∑
n=1

(n!)2

(3n+1)(2n)! ;

(b)
∞∑
n=1

n
(
arcsin 1

n

)n
;
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6. (a)
∞∑
n=1

(
3n

3n+1

)n2−1
;

(b)
∞∑
n=1

nn

(n!)2
3n

(n+2)!4n ;

7. (a)
∞∑
n=1

5
√
n
(
n−2
n+4

)n2

;

(b)
∞∑
n=1

3n

(n+2)!4n ;

8. (a)
∞∑
n=1

3·8·13···(5n−2)
4·9·14···(5n−1) ;

(b)
∞∑
n=2

1
n
√
lnn

;

9. (a)
∞∑
n=1

2nn!
nn ;

(b)
∞∑
n=1

(
cos π

n

)n2

;

10. (a)
∞∑
n=1

1·4·7····(3n−2)
2n+1n! ;

(b)
∞∑
n=1

1
2n ln 2n ;

11. (a)
∞∑
n=1

(
n

10n+5

)n 3n

n ;

(b)
∞∑
n=1

1·3···(2n−1)
3n(n+1)! ;

12. (a)
∞∑
n=1

(
n2−1
n5

)n4

1
5n ;

(b)
∞∑
n=1

(2n+3)!!
(2n+2)!! ;

13. (a)
∞∑
n=1

(1− e−n)n
2

;

(b)
∞∑
n=1

(3n+2)!
10nn2 ;

14. (a)
∞∑
n=1

n+5
n! sin 2

3n ;

(b)
∞∑
n=1

2n√
3n(2n−1)

.

Çàâäàííÿ 5. Äîâåñòè, ùî

1. lim
n→∞

(2n)!!

5n2
= 0;

2. lim
n→∞

23n

n! = 0;

3. lim
n→∞

n2+1
(2n)!! = 0;

4. lim
n→∞

nn

(2n)! = 0;

5. lim
n→∞

(n+2)!
nn = 0;

6. lim
n→∞

nn

((n+1)!)2 = 0;

7. lim
n→∞

(2n)n

(2n−1)! = 0;

8. lim
n→∞

nn

(n!)3 = 0;

9. lim
n→∞

nn

(2n+3)! = 0;

10. lim
n→∞

2n−1
(2n)!! = 0;

11. lim
n→∞

nn

(n!)2 = 0;

12. lim
n→∞

(2n+1)!!
nn = 0;

13. lim
n→∞

(5n)!

2n2
= 0;

14. lim
n→∞

(4n)!

2n2
= 0.

15



Çíàêîçìiííi ðÿäè. Àáñîëþòíà òà óìîâíà çáiæíiñòü ðÿäiâ

ç äîâiëüíèìè ÷ëåíàìè. Îïåðàöi¨ íàä ðÿäàìè.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

1. Çíàêîçìiííi ðÿäè. Îçíàêà Ëåéáíiöà.

Îçíà÷åííÿ. Çíàêîçìiííèì íàçèâà¹òüñÿ ðÿä, ùî ìiñòèòü ÿê äîäàòíi,
òàê i âiä'¹ìíi ÷ëåíè.

Äî çíàêîçìiííèõ íàëåæàòü ðÿäè, ÿêi ìàþòü âèãëÿä

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ u2n−1 − u2n + · · · =
∞∑
n=1

(−1)n+1an, (2)

äå an > 0, n ∈ N.
Îçíàêà Ëåéáíiöà. ßêùî ÷ëåíè ðÿäó (2) ìîíîòîííî ñïàäàþòü çà àá-
ñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ: a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an ≥ an+1≥... i çàãàëüíèé ÷ëåí
ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òîáòî lim

n→∞
an = 0, òî ðÿä (2) çáiãà¹òüñÿ.

Çíàêîçìiííèé ðÿä (2), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè Ëåéáíöà,
íàçèâàþòü ðÿäîì ëåéáíiöîâîãî òèïó.

Íàñëiäîê. Àáñîëþòíà ïîõèáêà âiä çàìiíè ñóìè ðÿäó ëåéáíiöîâîãî òèïó
(2), áóäü ÿêîþ éîãî ÷àñòèííîþ ñóìîþ íå ïåðåâèùó¹ ìîäóëÿ ïåðøîãî ç
âiäêèíóòèõ ÷ëåíiâ ðÿäó, òîáòî

|S − Sn| ≤ an+1, n = 1, 2, . . . ⇒ |rn| ≤ an+1.

2. Îçíàêè Àáåëÿ i Äiðiõëå çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ ç äîâiëüíèìè

÷ëåíàìè.

Ðîçãëÿíåìî ðÿä
∞∑
n=1

anbn = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn + · · · . (3)

Îçíàêà Àáåëÿ. ßêùî ðÿä
∞∑
n=1

bn çáiæíèé, à ÷èñëà an óòâîðþþòü ìî-

íîòîííó òà îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü |an| ≤ K, n = 1, 2, . . ., òî ðÿä (3)
çáiæíèé.

Îçíàêà Äiðiõëå. ßêùî ÷àñòêîâi ñóìè ðÿäó
∞∑
n=1

bn îáìåæåíiBn ≤ M, n =

1, 2, . . ., à ÷èñëà an óòâîðþþòü ìîíîòîííó ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ïðÿìó¹ äî
íóëÿ lim

n→∞
an = 0, òî ðÿä (3) çáiæíèé.
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3. Àáñîëþòíà òà óìîâíà çáiæíiñòü ðÿäiâ. Âëàñòèâîñòi àáñîëþòíî çáiæíèõ
ðÿäiâ. Òåîðåìà Ðiìàíà.

Ðîçãëÿíåìî çíàêîçìiííèé ðÿä (ðÿä ç äîâiëüíèìè ÷ëåíàìè)

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · . (4)

Çàïèøåìî ðÿä, ñêëàäåíèé ç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí éîãî ÷ëåíiâ

∞∑
n=1

|an| = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|+ · · · . (5)

Îçíà÷åííÿ. Çíàêîçìiííèé ðÿä (4) íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî çáiæíèì,
ÿêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä (5), ùî ñêëàäåíèé iç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí éîãî ÷ëå-
íiâ.

Îçíà÷åííÿ. Çíàêîçìiííèé ðÿä (4) íàçèâà¹òüñÿ óìîâíî çáiæíèì, ÿêùî
âií ¹ çáiæíèì, àëå ðÿä (5), ñêëàäåíèé iç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí éîãî ÷ëå-
íiâ, ¹ ðîçáiæíèì.

Òåîðåìà. ßêùî ðÿä (5) çáiæíèé, òî çáiæíèé i ðÿä (4).

Ïðè äîñëiäæåííi ðÿäiâ íà àáñîëþòíó çáiæíiñòü çàñòîñîâóþòü îçíàêè çái-
æíîñòi ðÿäiâ ç äîäàòíèìè ÷ëåíàìè.

Òåîðåìà Äiðiõëå. ßêùî ðÿä àáñîëþòíî çáiæíèé, òî áóäü-ÿêèé ðÿä, ùî
óòâîðåíèé çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâêè éîãî ÷ëåíiâ, òàêîæ àáñîëþòíî çái-
æíèé i ìà¹ òó ñàìó ñóìó, ùî é çàäàíèé ðÿä.

Òåîðåìà Ðiìàíà. ßêùî ðÿä óìîâíî çáiæíèé, òî ÿêå á íå áóëî íàïåðåä
çàäàíå ÷èñëî P , ìîæíà òàê ïåðåñòàâèòè ÷ëåíè öüîãî ðÿäó, ùîá óòâîðåíèé
ðÿä ìàâ ñóìîþ ÷èñëî P .

4. Íåñêií÷åííi äîáóòêè. Çáiæíiñòü. Çâ'ÿçîê ìiæ ÷èñëîâèìè ðÿ-

äàìè òà íåñêií÷åííèìè äîáóòêàìè.

Îçíà÷åííÿ. Íåñêií÷åííèì ÷èñëîâèì äîáóòêîì íàçèâàþòü ôîðìàëüíèé
âèðàç

∞∏
n=1

an = a1 · a2 · · · · · an · · · · . (6)

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü
P1 = a1,

P2 = a1 · a2,
P3 = a1 · a2 · a3,
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. . .

Pn = a1 · a2 · a3 · · · · an
íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ ÷àñòêîâèõ äîáóòêiâ íåñêií÷åííîãî äîáóòêó
(6). Ïðè÷îìó, ÿêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

n→∞
Pn, òî ¨¨ íàçèâàþòü çíà÷åííÿì

äîáóòêó (6) òà ïîçíà÷àþòü
∞∏
n=1

an = P.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòêîâèõ äîáóòêiâ Pn çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà, âiäìií-
íîãî âiä íóëÿ, òîáòî, ãðàíèöÿ lim

n→∞
Pn ¹ ñêií÷åííîþ òà íå íóëüîâîþ, òî

íåñêií÷åííèé äîáóòîê (6) íàçèâàþòü çáiæíèì òà êàæóòü, ùî äîáóòîê çái-
ãà¹òüñÿ. Iíàêøå íåñêií÷åíèé äîáóòîê íàçèâàþòü ðîçáiæíèì.

Çàóâàæåííÿ. Êîëè ñåðåä åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi an ¹ õî÷ îäèí ðàç ÷è-
ñëî íóëü àáî íåñêií÷åííà êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ ÷èñåë, òî íåñêií÷åíèé äîáó-
òîê (6) áóäå ðîçáiæíèì. Òîæ, âèëó÷àþ÷è öi òðèâiàëüíi âèïàäêè, áóäåìî
ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííi äîáóòêè òiëüêè ç äîäàòíèìè ÷ëåíàìè, òîáòî ââà-
æàòèìåìî, ùî ∀n ∈ N : an > 0.

Òåîðåìà ( íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó.)

ßêùî íåñêií÷åíèé ÷èñëîâèé äîáóòîê
∞∏
n=1

an çáiãà¹òüñÿ, òî çà óìîâè éîãî

çàãàëüíèé ÷ëåí ïðÿìó¹ äî îäèíèöi: lim
n→∞

an = 1.

Ðîçãëÿíåìî ðÿä
∞∑
n=1

bn, äå bn = ln an. Òàêèé ÷èñëîâèé ðÿä áóäåìî íàçèâàòè

ëîãàðèôìi÷íèì ðÿäîì, ñïîðiäíåíèì ç íåñêií÷åííèì äîáóòêîì (6).

Çâ'ÿçîê ìiæ çáiæíiñòþ íåñêií÷åííîãî äîáóòêó òà ñïîðiäíå-

íîãî ëîãàðèôìi÷íîãî ðÿäó.

• Íåñêií÷åííèé äîáóòîê ¹ çáiæíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè çáiãà¹òüñÿ
ñïîðiäíåíèé ç íèì ëîãàðèôìi÷íèé ðÿä. Ïðè÷îìó, ÿêùî íåñêií÷åííèé
äîáóòîê çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ P > 0, à ñïîðiäíåíèé ëîãàðèôìi÷íèé
ðÿä ìà¹ ñóìó B ∈ R, òî ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi B = lnP òà P = eB,
òîáòî

0 <

∞∏
n=1

an < ∞ ⇔
∞∑
n=1

ln an < ∞,

∞∏
n=1

an = P,
∞∑
n=1

ln an = B ⇔ B = lnP, P = eB.

• Íåñêií÷åííèé äîáóòîê ðîçáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ íóëü òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè ñïîðiäíåíèé ëîãàðèôìi÷íèé ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ −∞,

18



òîáòî ∞∏
n=1

an = 0 ⇔
∞∑
n=1

ln an = −∞.

• . Íåñêií÷åííèé äîáóòîê ðîçáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ +∞ òîäi é ëèøå òî-
äi, êîëè ñïîðiäíåíèé ëîãàðèôìi÷íèé ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ òàêîæ äî çíà-
÷åííÿ +∞, òîáòî

∞∏
n=1

an = +∞ ⇔
∞∑
n=1

ln an = +∞.

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííèé äîáóòîê âèãëÿäó

∞∏
n=1

(1 + an), an > −1, n ∈ N. (7)

Òåîðåìà (ïåðøà îçíàêà çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó).

(a) Íåõàé åëåìåíòè ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {an, n ∈ N} çáåðiãàþòü ñâié
çíàê, à ñàìå: àáî ∀n ∈ N : an ≥ 0 àáî ∀n ∈ N : an ≤ 0. Òîäi äëÿ
çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó (7) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

çáiãàâñÿ ñïîðiäíåíèé ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an.

(b) Íåñêií÷åííèé äîáóòîê (7) ðîçáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ íóëü òîäi é ëè-

øå òîäi, êîëè ñïîðiäíåíèé ðÿä
∞∑
n=1

an çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ −1.

(c) Íåñêií÷åííèé äîáóòîê (7) ðîçáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ +∞ òîäi é ëè-

øå òîäi, êîëè ñïîðiäíåíèé ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an òåæ ðîçáiãà¹òüñÿ äî

çíà÷åííÿ +∞.

Òåîðåìà (äðóãà îçíàêà çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó). Íåõàé

÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

an, ùî ñïîðiäíåíèé äî íåñêií÷åíîãî äîáóòêó (7) ¹ çái-

æíèì. Ó òàêîìó ðàçi öåé äîáóòîê çáiãà¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

çáiãà¹òüñÿ ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

a2n.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Çàâäàííÿ 1. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü ðÿäè:

1.
∞∑
n=1

(−1)n−1 1
(4n)3 ;

2.
∞∑
n=1

(−1)n−1 cos
π
n

n ;

3.
∞∑
n=1

cos nπ
8√
n
;

4.
∞∑
n=1

(−1)n n
(n+1) lnn .

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Î÷åâèäíî, ùî âñi óìîâè òåîðåìè Ëåéáíiöà âèêîíóþòüñÿ:
1)çíàêè ÷ëåíiâ äàíîãî ðÿäó ñòðîãî ÷åðãóþòüñÿ; 2)ìîäóëi éîãî ÷ëåíiâ ìî-
íîòîííî ñïàäàþòü; 3) n-èé ÷ëåí ðÿäó ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞. Îò-
æå, ðÿä çáiæíèé çãiäíî òåîðåìè Ëåéáíiöà.

2. Ìà¹ìî

∞∑
n=1

(−1)n−1cos
π
n

n
= −1− 0

2
+

cos π
3

3
−

cos π
4

4
+ · · ·+ (−1)n

cos π
n

n
+ · · · .

Âiäêèíóâøè ïåðøi äâà ÷ëåíè ðÿäó, îòðèìà¹ìî çíàêîçìiííèé ðÿä, äëÿ
ÿêîãî an =

cos π
n

n , n = 3, 4, . . . i an → 0 ïðè n → ∞. Êðiì òîãî,

an − an+1 =
cos π

n

n
−

cos π
n+1

n+ 1
=

n
(
cos π

n − cos π
n+1

)
+ cos π

n

n(n+ 1)
=

=
−2n sin π

2

(
1
n + 1

n+1

)
sin π

2n(n+1) + cos π
n

n(n+ 1)
.

Ïåðøèé äîäàíîê ó ÷èñåëüíèêó îñòàííüîãî äðîáó ïðÿìó¹ äî íóëÿ, à äðóãèé
äî îäèíèöi ïðè n → ∞. Òîìó ∃n0 : n > n0 ⇒ an − an+1 > 0. Îòæå,
âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè Ëåéáíiöà, çà ÿêîþ äàíèé ðÿä ¹ çáiæíèé.

3. Ïðåäñòàâèìî äàíèé ðÿä ó âèãëÿäi
∞∑
n=1

anbn, äå an = 1√
n
, bn = cos nπ

8 .

Î÷åâèäíî, ùî an = 1√
n

→ 0 ïðè n → ∞. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâi ñóìè

Bn =
n∑

k=1

cos kπ
8 . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ y = cos πx

8 ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç

ïåðiîäîì 16, i çãiäíî ðiâíîñòi

cos(π + x) = − cosx,

îòðèìà¹ìî

b1+b2+· · ·+b16 = cos
π

8
+cos

2π

8
+· · ·+cos

8π

8
−cos

π

8
−cos

2π

8
−· · ·−cos

8π

8
= 0.
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Îòæå, ÷àñòêîâi ñóìè Bn ïðèéìàþòü òiëüêè çíà÷åííÿ B1, B2, . . . , B16.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü Bn îáìåæåíà. Òîäi çà òåîðåìîþ Äi-
ðiõëå äàíèé ðÿä ¹ çáiæíèì.

4. Ïðåäñòàâèìî äàíèé ðÿä ó âèãëÿäi
∞∑
n=1

anbn, äå an = (−1)n

lnn , bn = n
n+1. Ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n

lnn ¹ çáiæíèì çà òåîðåìîþ Ëåéáíiöà. Ïîñëiäîâíiñòü {bn} ¹ îáìå-

æåíîþ i ìîíîòîííîþ, îñêiëüêè

0 <
n

n+ 1
< 1,

bn+1 − bn =
n+ 1

n+ 2
− n

n+ 1
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
> 0 ⇒ bn+1 > bn, ∀n ∈ N.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Àáåëÿ ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n n
(n+1) lnn ¹ çáiæíèì.

Çàâäàííÿ 2. Âèçíà÷èòè õàðàêòåð çáiæíîñòi ðÿäiâ (àáñîëþòíà çáiæíiñòü,
óìîâíà çáiæíiñòü ÷è ðîçáiæíiñòü):

1.
∞∑
n=1

(−1)n sinnα
n3 , α ∈ R;

2.
∞∑
n=1

cosnπ
1+

√
n
;

3.
∞∑
n=1

(−1)n
(
2n−1
3n−2

)n
;

4.
∞∑
n=3

(−1)n√
n−(−1)n n

√
n
;

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Ðîçãëÿíåìî ðÿä ñêëàäåíèé ç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí ÷ëåíiâ çà-

äàíîãî ðÿäó
∞∑
n=1

| sinnα|
n3 . Îñêiëüêè | sinnα|

n3 ≤ 1
n3 i ðÿä

∞∑
n=1

1
n3 çáiæíèé, òî çà

îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ ðÿä ñêëàäåíèé ç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí ¹ òàêîæ çái-
æíèì, à òîìó çàäàíèé ïî÷àòêîâèé ðÿä ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

2. Îñêiëüêè cosnπ = (−1)n, òî äàíèé ðÿä ¹ çíàêîçìiííèì. Ðîçãëÿíåìî ðÿä

ñêëàäåíèé ç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí ÷ëåíiâ äàíîãî ðÿäó, à ñàìå
∞∑
n=1

1
1+

√
n
. Äà-

íèé ðÿä ¹ ðîçáiæíèì ðàçîì ç ðÿäîì
∞∑
n=1

1√
n
. Àëå ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n

1+
√
n
¹ çáiæíèì

çà îçíàêîþ Ëåéáíiöà, à îòæå ïî÷àòêîâèé ðÿä ¹ óìîâíî çáiæíèì.

3. Ðîçãëÿíåìî ðÿä ñêëàäåíèé ç àáñîëþòíèõ âåëè÷èí ÷ëåíiâ çàäàíîãî ðÿ-

äó
∞∑
n=1

(
2n−1
3n−2

)n
. Äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi òàêîãî ðÿäó âèêîðèñòà¹ìî

îçíàêó Êîøi:

lim
n→∞

n

√(
2n− 1

3n− 2

)n

= lim
n→∞

2n− 1

3n− 2
=

2

3
< 1.
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Îòæå, äàíèé ðÿä ¹ çáiæíèì, à òîìó ïî÷àòêîâèé ðÿä ¹ àáñîëþòíî çái-
æíèì.

4. Äîâåäåìî, ùî äàíèé ðÿä ¹ ðîçáiæíèì. Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî, íåõàé

âií ¹ çáiæíèì. Ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n+1
√
n

¹ ðÿäîì Ëåéáíiöîâîãî òèïó, âiäïîâiäíî âií

¹ çáiæíèì. Äîäàìî ðÿä, ÿêèé ïîòðiáíî äîñëiäèòè äî äàíîãî:

∞∑
n=3

(−1)n√
n− (−1)n n

√
n
+

∞∑
n=3

(−1)n + 1√
n

=
∞∑
n=3

(−1)n
√
n−

√
n+ n

√
n(−1)n√

n(
√
n− n

√
n(−1)n)

=

=
∞∑
n=3

n
√
n

n−
√
n n
√
n(−1)n

.

Ìè îòðèìàëè ðÿä ç äîäàòíiìè ÷ëåíàìè, ÿêèé ëåãêî ïîðiâíÿòè ç ãàðìî-

íi÷íèì ðÿäîì
∞∑
n=1

1
n:

lim
n→∞

(
n
√
n

n−
√
n n
√
n(−1)n

÷ 1

n

)
= 1.

Îòæå, ìè îòðèìàëè, ùî ñóìà äâîõ çáiæíèõ ðÿäiâ ¹ ðÿäîì ðîçáiæíèì,
ùî ¹ íåìîæëèâî. Îòæå, ìè îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ, ùî i äîâîäèòü ðîç-
áiæíiñòü äîñëiäæóâàíîãî ðÿäó.

Çàâäàííÿ 3. Âèçíà÷èòè, ñêiëüêè òðåáà âçÿòè ÷ëåíiâ ðÿäó
∞∑
n=1

(−1)n

n2 , ùîá

îá÷èñëèòè éîãî ñóìó ç òî÷íiñòþ äî α = 10−4.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè an = 1
n2 > 1

(n+1)2 = an+1 òà lim
n→∞

an = lim
n→∞

1
n2 = 0,

òî óìîâè òåîðåìè Ëåéáíiöà âèêîíóþòüñÿ. Îòæå, çàäàíèé ðÿä ¹ çáiæíèì
i |Rn| = |S − Sn| ≤ an+1 = 1

(n+1)2 < 10−4, n + 1 ≥ 102 ⇒ n ≥ 99. Îòæå,

äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè çàäàíîãî ðÿäó ç òî÷íiñòþ α = 10−4 äîñèòü âçÿòè 99
ïåðøèõ éîãî ÷ëåíiâ.

Çàâäàííÿ 4. Âiäîìî, ùî ñóìà ðÿäó 1− 1
2 +

1
3 −

1
4 + · · · äîðiâíþ¹ ln 2. Çíàéòè

ñóìó ðÿäó

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+ · · · .

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðåäñòàâèìî ðÿä ó âèãëÿäi

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+ · · · =

(
1− 1

2

)
− 1

4
+

(
1

3
− 1

6

)
− 1

8
+

+

(
1

5
− 1

10

)
− 1

12
+ · · · = 1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− 1

12
+ · · · =

22



=
1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

)
=

1

2
ln 2.

Çàâäàííÿ 5. Çíàéòè ðiçíèöþ ðÿäiâ
∞∑
n=1

3
3n−5 i

∞∑
n=1

n
n2+2 . Ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó,

ùî äàíi ðÿäè ðîçáiæíi, à ¨õ ðiçíèöÿ ¹ ðÿäîì çáiæíèì.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè

lim
n→∞

(
3

3n− 5
÷ 1

n

)
= 1, lim

n→∞

(
n

n2 + 2
÷ 1

n

)
= 1,

òî äàíi ðÿäè ¹ ðîçáiæíèìè ðàçîì ç ãàðìîíi÷íèì ðÿäîì. Ñêëàäåìî ðiçíèöþ
äàíèõ ðÿäiâ:

∞∑
n=1

3

3n− 5
−

∞∑
n=1

n

n2 + 2
=

∞∑
n=1

(
3

3n− 5
− n

n2 + 2

)
=

6 + 5n

(3n− 5)(n2 + 2)
.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

(
6 + 5n

(3n− 5)(n2 + 2)
÷ 1

n2

)
=

5

3
,

òî äàíèé ðÿä, çãiäíî îçíàê ïîðiâíÿííÿ, ¹ çáiæíèì ðàçîì ç ðÿäîì
∞∑
n=1

1
n2 .

Çàâäàííÿ 6. Äîâåñòè, ùî
∞∑
n=0

1
n! ·

∞∑
n=0

(−1)n

n! = 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðÿä
∞∑
n=0

1
n! çáiæíèé, òîìó

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
·

∞∑
n=1

(−1)n−1

(n− 1)!
=

∞∑
n=1

cn = 1 +
∞∑
n=2

cn,

äå

cn =
n∑

k=1

akbn−k+1 = (−1)n
n∑

k=1

(−1)k

(k − 1)!(n− k)!
,

ak =
1

(k − 1)!
, bk =

(−1)k−1

(k − 1)!
.

Îñêiëüêè
n∑

k=0

(−1)k

k!(n− k)!
=

1

n!
(1− 1)n = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

òî

cn+1 = (−1)n
n∑

k=0

(−1)k

k!(n− k)!
= 0, n = 1, 2, . . . .

Îòæå,
∞∑
n=0

1
n! ·

∞∑
n=0

(−1)n

n! = 1.
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Çàâäàííÿ 7. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê äâîõ ðîçáiæíèõ ðÿäiâ 1−
∞∑
n=1

(
3
2

)n
i

∞∑
n=1

(
3
2

)n−1 (
2n + 1

2n+1

)
¹ àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä.

Ðîçâ'ÿçîê. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îáèäâà ðÿäè ¹ ðîçáiæíèìè (îçíàêà Êîøi). Çà
ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ðÿäiâ, ìà¹ìî:

cn = a1bn + b1an +
n−1∑
k=2

akbn−k+1,

äå a1 = 1, an = −
(
3
2

)n−1
, b1 = 1, bn =

(
3
2

)n−2 (
2n−1 + 1

2n

)
, n = 2, 3, . . ..

Âiäïîâiäíî,

cn =

(
3

2

)n−2(
2n−1 +

1

2n

)
−
(
3

2

)n−1

−4 ·3n−2
n−1∑
k=2

1

2k
− 3n−2

22n−1

n−1∑
k=2

2k =

(
3

4

)n−1

.

Òîäi
∞∑
n=1

cn =
∞∑
n=1

(
3
4

)n−1
= 1

1− 3
4

= 4. À öå îçíà÷à¹, ùî äàíèé ðÿä ¹ çáiæíèì.

Çàâäàííÿ 8. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü áåçìåæíi äîáóòêè:

1.
∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
; 2.

∞∏
n=1

n√
n2+1

.

Ðîçâ'ÿçîê. 1.
∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

∞∏
n=2

n2−1
n2 =

∞∏
n=2

(n−1)(n+2)
n·n . Çíàéäåìî ÷àñòêîâi

äîáóòêè:

P2 =
1 · 3
2 · 2

,

P3 =
1 · 3
2 · 2

· 2 · 4
3 · 3

=
1 · 4
2 · 3

,

P4 =
1 · 4
2 · 3

· 3 · 5
4 · 4

=
1 · 5
2 · 4

,

. . .

Pn =
1 · (n+ 1)

2 · n
=

1

2
· n+ 1

n
.

Òîäi P = lim
n→∞

Pn = lim
n→∞

1
2 ·

n+1
n = 1

2 . Îòæå, áåçìåæíèé äîáóòîê çáiæíèé

i éîãî çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ 1
2 .

2. Ïåðåïèøåìî äàíèé áåçìåæíèé äîáóòîê ó âèãëÿäi:

∞∏
n=1

n√
n2 + 1

=
∞∏
n=1

√
n2

n2 + 1
=

√√√√ ∞∏
n=1

n2

n2 + 1
.
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Äîñëiäèìî íà çáiæíiñòü áåçìåæíèé äîáóòîê
∞∏
n=1

n2

n2+1, ÿêùî âií ¹ çái-

æíèì òî çáiæíèì áóäå i
∞∏
n=1

n√
n2+1

.

∞∏
n=1

n2

n2 + 1
=

∞∏
n=1

(
1− 1

n2 + 1

)
∼

∞∑
n=1

1

n2 + 1
.

Ðÿä
∞∑
n=1

1
n2+1 ¹ çáiæíèì, à îòæå i áåçìåæíèé äîáóòîê

∞∏
n=1

n√
n2+1

¹ çái-

æíèì.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàâäàííÿ 1. Âèçíà÷èòè õàðàêòåð çáiæíîñòi ðÿäiâ (àáñîëþòíà çáiæíiñòü,
óìîâíà çáiæíiñòü ÷è ðîçáiæíiñòü):

1. (a)
∞∑
n=1

(−1)n ln n2+7
n2 ;

(b)
∞∑
n=1

sin nπ
4√

n2+5
;

(c)
∞∑
n=1

(1−)n−1 (2n)!!
nn ;

2. (a)
∞∑
n=1

(−1)n+1
3
√
n+2− 3

√
n

n ;

(b)
∞∑
n=1

cos nπ
2√

n+3
;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n√
n+(−1)n

;

3. (a)
∞∑
n=1

(−1)n+1n3

2n ;

(b)
∞∑
n=2

(−1)nn2

(n2+2) lnn ;

(c)
∞∑
n=2

(−1)n
n
√
lnn

;

4. (a)
∞∑
n=1

(−1)n−12n

(n+1)3n ;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n lnn;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n−1 1·4····(3n−2)
7·9····(2n+5) ;

5. (a)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 sin
√
n

n+1 ;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n 3n+2
n(n+4) ;

(c)
∞∑
n=1

(−1)nnn

n! ;

6. (a)
∞∑
n=1

(−1)n
(

n
√
5− n+1

√
5
)
;

(b)
∞∑
n=1

sin(2n−1)π2
3
√
n2+4

;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n+13n2

n2+n ;

7. (a)
∞∑
n=1

(−1)n 2n2

n4−n2+1 ;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n−1
(
1− cos 1√

n

)
;
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(c)
∞∑
n=1

(
−2

3

)n (n+1
n

)n2

;

8. (a)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 tg
√
n

n+4 ;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n
sin π

4
√
n√

4n+1
;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n 2·7·12···(5n−3)
5·9·13···(4n+1) ;

9. (a)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n2−5−

√
n2−7

n ;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n tg 1
4n ;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n

3
√
n+(−1)n n

√
lnn

;

10. (a)
∞∑
n=1

(−1)n−1

(n+1)22n ;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+1
n(n+4) ;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n

3
√
n+(−1)n n

√
lnn

;

11. (a)
∞∑
n=1

(−1)n−1( n
√
3− n+1

√
3);

(b)
∞∑
n=1

(−1)n(n−3)
n2−1 ;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n(n+3)
ln(n+4) ;

12. (a)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2·32 ;

(b)
∞∑
n=1

cosπn
4+

√
n
;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n 2n+5
3n+1 ;

13. (a)
∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 + 1

n2

)
;

(b)
∞∑
n=1

sin(2n+1)π2√
n+3

;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n

n
√

ln(2n+1)
;

14. (a)
∞∑
n=1

(−1)n

n

(
1− cos 2

n

)
;

(b)
∞∑
n=1

sin nπ
2√

n+1
;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n
4
√
n+(−1)n lnn

.

Çàâäàííÿ 2. Îá÷èñëèòè ñóìè ðÿäiâ ç òî÷íiñòþ α:

1.
∞∑
n=1

(−1)n 2n+1
n3(n+1) , α = 10−2;

2.
∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!! , α = 10−3;

3.
∞∑
n=1

(−1)nn2

3n , α = 10−2;

4.
∞∑
n=1

cosnπ
3n(n+1) , α = 10−3;

5.
∞∑
n=1

(−1)n

3n! , α = 10−2;

6.
∞∑
n=1

(−1)n(2n+1)
(2n)!n! , α = 10−3;

7.
∞∑
n=1

(−1)n

n3+1 , α = 10−3;

8.
∞∑
n=1

(−1)n

n!(2n+1) , α = 10−3.

9.
∞∑
n=1

(−1)n

n2(n+3) , α = 10−2;

10.
∞∑
n=1

(−1)n−1

n·2n , α = 10−4;
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11.
∞∑
n=1

(−1)n

4n(2n+1) , α = 10−3;

12.
∞∑
n=1

(−2)n

(n+1)n , α = 10−3;

13.
∞∑
n=1

(−1)n

(2n)!n! , α = 10−4;

14.
∞∑
n=1

(−1)n

2n·n! , α = 10−3.

Çàâäàííÿ 3.

1. Çíàéòè ñóìó ðÿäiâ:
∞∑
n=1

(
1
5n +

(−1)n

n3

)
i

∞∑
n=1

(
1

5n+1 +
(−1)n+1

n3

)
2. Çíàéòè ïî÷ëåííó ðiçíèöþ ðîçáiæíèõ ðÿäiâ

∞∑
n=1

n
n2−n−2 i

∞∑
n=1

n−2
n2−2n−3 òà äî-

ñëiäèòè ¨¨ íà çáiæíiñòü.

Çíàéòè ïåðøèõ ï'ÿòü ÷ëåíiâ äîáóòêó äâîõ ðÿäiâ:

3.
∞∑
n=1

n
2n ·

∞∑
n=1

1
n2 ;

4.
∞∑
n=1

3−n

(n+1)n ·
∞∑
n=0

3−n;

5.
∞∑
n=1

1
2−n ·

∞∑
n=1

1
n! ;

6.
∞∑
n=1

2n

(n+1)n ·
∞∑
n=0

2−n.

7. Äîâåñòè ùî êâàäðàò çáiæíîãî ðÿäó
∞∑
n=1

(−1)n+1
√
n

¹ ðîçáiæíèì ðÿäîì.

8. Äîâåñòè, ùî

( ∞∑
n=1

(
2
3

)n−1
)2

=
∞∑
n=1

n
(
2
3

)n−1
.

9. Äîâåñòè, ùî
∞∑
n=2

1
n(n−1)2n = 1

2 −
∞∑
n=1

1
n·2n .

10. Äîâåñòè, ùî
∞∑
n=0

2n

n! ·
∞∑
n=0

5n

n! =
∞∑
n=0

7n

n! .

11. Äîâåñòè, ùî
∞∑
n=2

2
(n3−n)·3n = −1

2 +
4
3

∞∑
n=1

1
n·3n .

12. Äîâåñòè, ùî
∞∑
n=1

n
7n−1 =

( ∞∑
n=1

1
7n−1

)2

.

13. Äîâåñòè, ùî
∞∑
n=3

3−n

n2−3n+2 =
1
9 −

2
9

∞∑
n=1

1
n·3n .

14. ×è çáiæíèì ¹ ðÿä

( ∞∑
n=1

(−1)n−1

3
√
n

)2

?
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Çàâäàííÿ 4. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü áåçìåæíi äîáóòêè:

1.
∞∏
n=1

(n+1)2

n(n+2) ;

2.
∞∏
n=1

(
n2−1
n2+1

)p
;

3.
∞∏
n=0

√
n+1
n+3 ;

4.
∞∏
n=1

n2
√
n;

5.
∞∏
n=1

(
1 +

(1+ 1
n )

n2

3n

)
;

6.
∞∏
n=1

(
n2+5
n2+8

)p
;

7.
∞∏
n=1

(
1 +

(
n+2
n

)n2

· 1
5n

)
;

8.
∞∏
n=2

n2+n−2
n(n+1) ;

9.
∞∏
n=1

(2n+1)(2n+7)
(2n+3)(2n+5) ;

10.
∞∏
n=1

(
1− x√

n

)
e

x√
n ;

11.
∞∏
n=1

(
1 +

(
1
3

)2n)
;

12.
∞∏
n=1

(
1− 5

3+n

)
e

5
n ;

13.
∞∏
n=1

cos π
2n+1 ;

14.
∞∏
n=3

n2−4
n2−1 .

Ôóíêöiîíàëüíi ïîñëiäîâíîñòi òà ðÿäè.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ

1. Ïîíÿòòÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Çáiæiíñòü òà ðiâíî-

ìiðíà çáiæíiñòü.

Îçíà÷åííÿ. ßêùî ó âiäïîâiäíiñòü äî êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ñòàâè-
òüñÿ äåÿêà ôóíêöiÿ fn(x), çàäàíà íà ìíîæèíi X, òî ìíîæèíà çàíóìå-
ðîâàíèõ ôóíêöié f1(x), f2x, . . . , fn(x), . . . óòâîðþ¹ ôóíêöiîíàëüíó ïîñëi-
äîâíiñòü. Ìíîæèíà X íà ÿêié çàäàíà êîæíà iç ôóíêöié fn(x) íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíîþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëüíîþ ïîñëiäîâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü fn(x) â ò. x0 íàçèâà¹òüñÿ
çáiæíîþ, ÿêùî ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü fn(x0) çáiãà¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíà òî÷îê X, â ÿêèõ ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü
çáiãà¹òüñÿ íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi.
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Îçíà÷åííÿ. ßêùî x0 ∈ X, äå X � îáëàñòü çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi,
òî ¨é ìîæíà ñïiâñòàâèòè ¹äèíå çíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi. Òà-
êèì ÷èíîì óòâîðèëàñü ôóíêöiÿ, ùî çàäàíà íà îáëàñòi çáiæíîñòi X.
Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâàþòü ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiäïîâiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi.
À ñàìå: lim

n→∞
fn(x) = f(x). Òàêèì ÷èíîì óòâîðèëàñü ôóíêöiÿ, ùî çàäà-

íà íà îáëàñòi çáiæíîñòi X. Öÿ ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ
ôóíêöi¹þ âiäïîâiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

Ùîá ïiäêðåñëèòè çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi â êîæíié îêðå-
ìié òî÷öi iç ìíîæèíè âèçíà÷åííÿ öi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü ïîòî÷êîâîþ ãðà-
íèöåþ ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà ïîçíà÷àþòü: fn(x) −→

n→∞
f(x).

Íà ìîâi ε−N îçíà÷åííÿ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà ìíîæèíi A ⊂ X (òóò X
� îáëàñòü ¨¨ çáiæíîñòi) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

fn(x) −→
n→∞

f(x) ⇔ ∀x ∈ A ∀ε > 0 ∃N(ε, x) ∈ N : ∀n > N(ε, x)

|fn(x)− f(x)| < ε.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)} íàçèâà¹òüñÿ ðiâíî-
ìiðíî çáiæíîþ äî ôóíêöi¨ f(x) íà ìíîæèíi A ⊂ X (X� îáëàñòü ¨¨ çái-
æíîñòi) � ïîçíà÷åííÿ fn(x) =⇒

n→∞
f(x), ÿêùî

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε, x) ∀x ∈ A |fn(x)− f(x)| < ε.

Òåîðåìà (êðèòåðié Êîøi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíî¨
ïîñëiäîâíîñòi). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)}
ðiâíîìiðíî çáiãàëàñÿ íà ìíîæèíi A ⊂ X (X� îáëàñòü ¨¨ çáiæíîñòi),
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà:

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε, x) ∀p = 1, 2, . . . ∀x ∈ A

|fn+p(x)− fn(x)| < ε.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)} ðiâíîìið-
íî çáiãàëàñü íà ìíîæèíi A ⊂ X (X� îáëàñòü ¨¨ çáiæíîñòi) äî ôóíêöi¨
f(x), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi:

lim
n→∞

sup
x∈A

|fn(x)− f(x)| = 0.

2. Ôóíêöiîíàëüíi ðÿäè, îáëàñòü çáiæíîñòi, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)}. Ñêëàäåìî ôîðìàëüíèé
âèðàç:

f1(x) + f2(x) + · · · fn(x) + · · · =
∞∑
n=1

fn(x). (8)
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Òàêèé âèðàç íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì ðÿäîì, à fn(x) � çàãàëüíèì
÷ëåíîì öüîãî ðÿäó.

Òîáòî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä � öå òàêèé ðÿä, êîæåí ÷ëåí ÿêîãî çàëåæèòü
íå òiëüêè âiä ñâîãî íîìåðà n, à é âiä äåÿêî¨ çìiííî¨ x.

Ñêëàäåìî âèðàçè:
F1(x) = f1(x),

F2(x) = f1(x) + f2(x),

. . .

Fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · · fn(x).
Öi âèðàçè íàçèâàþòüñÿ ÷àñòêîâèìè ñóìàìè ðÿäó (8), i âîíè ó ñâîþ ÷åðãó
óòâîðþþòü ôóíêöiîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü {Fn(x)}.
Îçíà÷åííÿ. ßêùî ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {Fn(x)} çáiãà¹òüñÿ íà
ìíîæèíi X äî ôóíêöi¨ F (x), òî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä íàçèâà¹òüñÿ çái-
æíèì íà ìíîæèíi X, à ôóíêöiÿ F (x) � ñóìîþ öüîãî ðÿäó. Ìíîæèíà X
íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó (8).

Îçíà÷åííÿ. Ðÿä (8) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà ìíîæèíi X,
ÿêùî ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü éîãî ÷àñòêîâèõ ñóì {Fn(x)} ðiâíîìið-
íî çáiãà¹òüñÿ íà ìíîæèíi X äî ôóíêöi¨ F (X). Òîáòî

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε, x) ∀x ∈ A |Fn(x)− F (x)| < ε.

Âèðàç |Fn(x)− F (x)| � ¹ ìîäóëåì çàëèøêó ðÿäó

Rn(x) = F (x)− Fn(x) =
∞∑

k=n+1

fk(x).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä (8) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì
íà ìíîæèíi X, ÿêùî

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε, x) ∀x ∈ A |Rn(x)| < ε.

3. Îçíàêè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ.

Òåîðåìà (êðèòåðié Êîøi). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä (8)
ðiâíîìiðíî çáiãàâñÿ íà ìíîæèíi X, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε, x) ∀p = 1, 2, . . . ∀x ∈ A

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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Òåîðåìà (îçíàêà Âåé¹ðøòðàññà. Íåõàé äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó (8)

iñíó¹ òàêèé çáiæíèé çíàêîäîäàòíèé ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

cn, ùî ∀n ∈ N i

∀x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: |fn(x)| ≤ cn. Òîäi ðÿä (8) çáiãà¹òüñÿ
àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi X.

Ïðè öüîìó ðÿä
∞∑
n=1

cn íàçèâàþòü ìàæîðàíòíèì ðÿäîì äëÿ ðÿäó (8).

Òåîðåìà (îçíàêà Àáåëÿ. Íåõàé ðÿä
∞∑
n=1

bn çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà

ìíîæèíi X, à ôóíêöi¨ an(x), n = 1, 2, . . . ïðè êîæíîìó x ∈ X óòâîðþ-
þòü ìîíîòîííó ïîñëiäîâíiñòü i îáìåæåíi ó ñóêóïíîñòi, òîáòî ∃K > 0

òàêå, ùî ∀n ∈ N, ∀x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ an(x) ≤ K. Òîäi ðÿä
∞∑
n=1

an(x)bn(x)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi X.

Òåîðåìà (îçíàêà Äiðiõëå. Íåõàé ÷àñòèííi ñóìè Bn(x) =
n∑

k=1

bk îáìå-

æåíi ó ñóêóïíîñòi, òîáòî ∃M > 0 òàêå, ùî ∀n ∈ N, ∀x ∈ X âèêîíó-
¹òüñÿ Bn(x) ≤ M , à ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {an(x)} ìîíîòîííî

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi X. Òîäi ðÿä
∞∑
n=1

an(x)bn(x) çáiãà-

¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi X.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Çàâäàííÿ 1. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi fn(x) =
n+1
n+x2 çíàéòè îáëàñòü çáiæíîñòi òà

ãðàíè÷íó ôóíêöiþ.

Ðîçâ'ÿçîê. Îá÷èñëèìî ãðàíèöþ:

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n+ 1

n+ x2
= lim

n→∞

1 + 1/n

1 + x2/n
= 1, ∀x ∈ R.

Îòæå, fn(x) −→
n→∞

1, ∀x ∈ R.

Çàâäàííÿ 2. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü fn(x) = xn. Ìíîæèíà ¨¨ âèçíà÷åííÿ:
R. Äîñëiäèòè ¨¨ íà çáiæíiñòü â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè âèçíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè:

|x| < 1 ⇒ lim
n→∞

xn = 0;

|x| > 1 ⇒ lim
n→∞

xn = ∞;
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|x| = 1 ⇒ lim
n→∞

xn = 1;

|x| = −1 ⇒ @ lim
n→∞

xn.

Îòæå, îáëàñòþ çáiæíîñòi ¹ ïðîìiæîê (−1; 1].

Çàâäàííÿ 3.

Çàâäàííÿ 4. Äîñëiäèòè íà ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé íà ìíîæèíi X:

1. fn(x) =
x

1+n2x2 , X = [0; 1];

2. fn(x) =
nx

1+n2x2 , X = [0; 1];

3. fn(x) = xn X = [0; 1]

4. fn(x) = x arctg nx, X = (0; +∞).

Ðîçâ'ÿçîê.
1. Íà ðèñ. çîáðàæåíî äåêiëüêà ÷ëåíiâ äàíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi íà [0, 1]. Çíàéäåìî ãðàíè÷íó ôóí-
êöiþ:

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x

1 + n2x2
= 0.

Äîâåäåìî, ùî fn(x) ⇒
n→∞

0, òîáòî

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε, x) ∀x ∈ [0; 1] |fn(x)− f(x)| < ε.

Ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü |fn(x)− f(x)| < ε äëÿ x ∈ [0; 1] ìà¹ìî

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ x

1 + n2x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 12n
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2nx

1 + n2x2

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
< ε.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç íîìåðà N(ε) =
[
1
2ε

]
+1. Çíà-

éäåíî íîìåð, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ε , à âiä x ∈ [0; 1] íå çàëåæèòü. Òîìó
äàíà ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà [0; 1].

2. Íà ðèñ. çîáðàæåíî äåêiëüêà ÷ëåíiâ äàíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi íà [0, 1]. Çíàéäåìî ãðàíè÷íó ôóí-
êöiþ:

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
nx→∞

x

1 + n2x2
= 0.

Ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü |fn(x) − f(x)| < ε äëÿ
x ∈ [0; 1] ìà¹ìî

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ nx

1 + n2x2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣ nxn2x2

∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1nx
∣∣∣∣ = 1

nx
⇒ N(ε, x) =

∣∣∣∣ 1εx
∣∣∣∣+ 1.
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Öå ïiäòâåðäæó¹ òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ f(x) = 0 ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi â
êîæíié îêðåìié òî÷öi âiäðiçêà. Îäíàê, ñïiëüíîãî íîìåðà ñåðåä N(ε, x), ÿêèé
áè íå çàëåæàâ âiä x çíàéòè íå ìîæíà. Ç çàçíà÷åíî¨ îöiíêè íå ìîæíà çðî-
áèòè âèñíîâêiâ ùîäî íåðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ i
ðîçãëÿíåìî

lim
n→∞

sup
x∈A

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
x∈[0; 1]

)

∣∣∣∣ nx

1 + n2x2

∣∣∣∣ = 1

2
.

Îòæå, äàíà ïîñëiäîâíiñòü íå ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî 0 íà [0; 1].

3. Íà ðèñ. çîáðàæåíî äåêiëüêà ÷ëåíiâ äàíî¨
ïîñëiäîâíîñòi íà [0, 1]. Ãðàíè÷íîþ ôóíêöi¹þ ¹

ôóíêöiÿ f(x) =

{
0, x ∈ [0; 1)

1, x = 1
Íàì ïîòði-

áíî ïåðåâiðèòè, ÷è ìîæëèâî äëÿ áóäü-ÿêîãî
ε > 0 çíàéòè îäèí, ñïiëüíèé äëÿ âñiõ çíà÷åíü
x ∈ [0; 1], íîìåð N , ùî çàëåæèòü ëèøå âiä

ε, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü |fn(x) − f(x)| < ε? Òîé
ôàêò, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ [0; 1] ìîæíà çíàéòè ñâié íîìåð N ,
ÿêèé çàëåæèòü i âiä ε i âiä x, âèïëèâà¹ iç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi
{fn(x)} ïðè ôiêñîâàíîìó x. ßêùî çíàéòè äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ [0; 1]
ñâié íîìåð N(ε, x), òî ñïiëüíèì áóäå íîìåð N(ε) = sup

x∈[0; 1]
N(ε, x). Äîâåäå-

ìî, ùî äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi N(ε) = ∞. Öå áóäå îçíà÷àòè íåðiâíîìiðíó
çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íà [0; 1]. Ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü
|fn(x)− f(x)| < ε äëÿ (0; 1) ìà¹ìî

|fn(x)− f(x)| = |xn| < ε ⇔ n >
ln (1/ε)

ln (1/x)
,

sup
x∈[0; 1]

ln (1/ε)

ln (1/x)
= lim

x→1

ln (1/ε)

ln (1/x)
= ∞.

Ùî i äîâîäèòü ïîòðiáíå, à îòæå, äàíà ïîñëiäîâíiñòü íå ðiâíîìiðíî çáiãà¹-
òüñÿ íà [0; 1].

4. Ìà¹ìî

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x arctg nx =
πx

2
.

Çíàéäåìî

lim
n→∞

sup
x∈A

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
x∈(0; +∞)

∣∣∣x arctg nx− πx

2

∣∣∣ .
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Ïîçíà÷èìî rn(x) = x arctg nx− πx
2 . Äèôåðåíöiþ¹ìî ôóíêöiþ rn(x) i ìà¹ìî

rn(x)
′ = arctg nx+

nx

1 + n2x2
− π

2
.

Ðiâíÿííÿ rn(x)
′ = 0 ïðè êîæíîìó n ìà¹ êîðiíü xn.

rn(x)
′ = 0 ⇒ π

2
− arctg nx =

nx

1 + n2x2
.

Îá÷èñëèìî ãðàíèöi

lim
x→+0

rn(x) = 0, lim
x→+∞

rn(x) = lim
x→+0

t

n tg t
=

1

n
, (t =

1

x
).

rn(xn) = |xn|
∣∣∣arctg nxn − π

2

∣∣∣ = nx2

1 + n2x2
<

1

n
Òàêèì ÷èíîì

sup
x∈(0; +∞)

∣∣∣x arctg nx− πx

2

∣∣∣ = 1

n
,

lim
n→∞

sup
x∈(0; +∞)

∣∣∣x arctg nx− πx

2

∣∣∣ = lim
n→∞

1

n
= 0.

Îòæå, äàíà ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà (0; +∞).

Çàâäàííÿ 5. Çíàéòè îáëàñòü çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ

1.
∞∑
n=1

1
xn ; 2.

∞∑
n=1

1
2nx·n .

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Êîæåí ÷ëåí ðÿäó âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi (−∞; 0)
∪
(0; +∞).

Íà öié ìíîæèíi ðÿä ¹ ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ iç çíàìåííèêîì q = 1
x,

òîìó ïðè |q| =
∣∣ 1
x

∣∣ < 1 àáî |x| > 1 çàäàíèé ðÿä çáiæíèé. Îòæå,
(−∞; −1)

∪
(1; +∞) � îáëàñòü çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.

2. Çàäàíèé ðÿä âèçíà÷åíèé äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî x, ïðè÷îìó íåçàëåæíî
âiä x ÷ëåíè öüîãî ðÿäó äîäàòíi. Çàñòîñó¹ìî îçíàêó Ä'Àëàìáåðà:

lim
n→∞

fn+1(x)

fn(x)
= lim

n→∞

1

2(n+1)x · (n+ 1)
· 2

nx · n
1

=
1

2x
lim
n→∞

n

n+ 1
=

1

2x
= l(x).

Îñêiëüêè ðÿä çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî l(x) < 1, òî ðîçâ'ÿçó¹ìî íåðiâíiñòü

1

2x
< 1 ⇒ 2x > 1 ⇒ x > 0.

Ïðè x = 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà l(x) = 1, òîìó ïåðåâiðèìî â öié òî÷öi

çàäàíèé ðÿä íà çáiæíiñòü:
∞∑
n=1

1
n � ðîçáiæíèé ðÿä.

Îòæå, îáëàñòü çáiæíîñòi çàäàíîãî ðÿäó (0; +∞).
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Çàâäàííÿ 6. Äîñëiäèòè íà ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ôóíêöiîíàëüíi ðÿäè

1.
∞∑
n=1

x
((n−1)x+1)(nx+1) , x ∈ (0; +∞);

2.
∞∑
n=1

cosnx
n3 ;

3.
∞∑
n=1

(−1)n√
n(n+x)

, x ∈ [0; +∞);

4.
∞∑
n=1

(−1)n

x+n , x ∈ (0; +∞);

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Çíàéäåìî ÷àñòêîâó ñóìó äàíîãî ðÿäó

Sn(x) =
n∑

k=1

x

((k − 1)x+ 1)(kx+ 1)
=

=
n∑

k=1

(
1

(k − 1)x+ 1
− 1

kx+ 1

)
= 1− 1

nx+ 1
.

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Sn(x) çíàéäåìî ãðàíè÷íó ôó6íêöiþ:

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

(
1− 1

nx+ 1

)
= 1.

Ðîçãëÿíåìî

lim
n→∞

sup
x∈(0; +∞)

|Sn(x)− S(x)| = lim
n→∞

sup
x∈(0; +∞)

∣∣∣∣ 1

nx+ 1

∣∣∣∣ = 1,

îòæå, ïîñëiäîâíiñòü Sn(x) íå ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî S(x), à îòæå
ðÿä òåæ íå ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà (0; +∞).

2. Ðÿä âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ x ∈ R i ¹ çíàêîçìiííèì ôóíêöiîíàëüíèì ðÿ-

äîì. Çàñòîñó¹ìî îçíàêó Âåé¹ðøòðàññà. Çáiæíèé ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

1
n3 ¹

ìàæîðàíòíèì äëÿ âèõiäíîãî ðÿäó. ×ëåíè ðÿäó
∞∑
n=1

| cosnx|
n3 óòâîðåíîãî iç

ìîäóëiâ ÷ëåíiâ âèõiäíîãî ðÿäó, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
∣∣cosnx

n3

∣∣ ≤ 1
n3

ïðè âñiõ x ∈ R. Òîìó çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà çàäàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ
àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî íà âñié ÷èñëîâié ïðÿìié, òîáòî ïðè x ∈ R.

3. Ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n

n çáiæíèé çà îçíàêîþ Ëåéáíiöà, à ôóíêöi¨ (1+ x
n)

−1
2 îáìåæå-

íi ÷èñëîì 1 ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ≥ 0 i óòâîðþþòü ìîíîòîííó
ïîñëiäîâíiñòü. Âiäïîâiäíî çà îçíàêîþ Àáåëÿ, äàíèé ðÿä ¹ ðiâíîìiðíî çái-
æíèì.
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4. Îñêiëüêè

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(−1)n
∣∣∣∣ ≤ 1, à ïîñëiäîâíiñòü 1

n+x ðiâíîìiðíî çà x i ìîíî-

òîííî çà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞
(

1
x+n < 1

n −→
n→∞

0
)
òî çà îçíàêîþ

Äiðiõëå, äàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàâäàííÿ 1. Äîñëiäèòè íà ðiâíîìiðíó çáiæiíñòü ôóíêöiîíàëüíi ïîñëiäîâ-
íîñòi:

1. fn(x) = x
n ln

x
n , x ∈ (0; 1);

2. fn(x) = nxe−nxe2, x ∈ [0; 1];

3. fn(x) = x2e−xn, x ∈ [0; +∞);

4. fn(x) = 2−(x2+n), x ∈ (−1; 1);

5. fn(x) = 1− sin x
n , x ∈ [0; 1];

6. fn(x) = x2e−nx, x ∈ [0; +∞);

7. fn(x) = xe−nx, x ∈ [0; 1];

8. fn(x) = e−(x−n)2, x ∈ [−2; 2];

9. fn(x) = en(x−1), x ∈ (0; 1);

10. fn(x) = arctg x
n2 , x ∈ [0; +∞);

11. fn(x) = xn − xn−1, x ∈ [0; 1];

12. fn(x) = xn

1+xn , x ∈ [0; 1
2 ];

13. fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0; 1]

14. fn(x) = x
1+n3x2 , x ∈ (0; 1).

Çàâäàííÿ 2. Çíàéòè îáëàñòü çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó:

1. (a)
∞∑
n=1

2n
2

(2 + x)n
2

;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

2n−1

(
1−x
1+x

)n
;

2. (a)
∞∑
n=1

lnxn;

(b)
∞∑
n=1

2n sinn x
n2 ;
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3. (a)
∞∑
n=1

tg x
2nx

n;

(b)
∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

(
2x

1+x2

)n
;

4. (a)
∞∑
n=1

√
ln3(n+1)

n+1 (x+ 1)n;

(b)
∞∑
n=1

xn

1−xn ;

5. (a)
∞∑
n=1

n2 sinnx
1+n5 ;

(b)
∞∑
n=1

(2− x)n sin π
2n ;

6. (a)
∞∑
n=1

n
n+1

(
x

2x+1

)n
;

(b)
∞∑
n=1

(3−2x)n

n−ln2 n
;

7. (a)
∞∑
n=1

n·32n
2n xn(1− x)n;

(b)
∞∑
n=1

1
n2+x4 ;

8. (a)
∞∑
n=1

(−1)n+1e−n sinx;

(b)
∞∑
n=1

1
2nx

xn

2n ·
(

n
n+1

)n2

;

9. (a)
∞∑
n=1

1
2nx ;

(b)
∞∑
n=1

(n+1)2xn

3n ;

10. (a)
∞∑
n=1

1
2n

(
x

1+x

)n
;

(b)
∞∑
n=1

e(1−n)x;

11. (a)
∞∑
n=1

1
5n+xn ;

(b)
∞∑
n=1

cosnx;

12. (a)
∞∑
n=1

1
xn ;

(b)
∞∑
n=1

1
n

(
2x+1
x

)n
;

13. (a)
∞∑
n=1

n2
(
2x−3
4

)n
;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

(x+n)n ;

14. (a)
∞∑
n=1

lnn nx
n ;

(b)
∞∑
n=1

xn

1+x2n .

Çàâäàííÿ 3. Äîñëiäèòè íà ðiâíîìiðíó çáiæiíñòü ôóíêöiîíàëüíi ðÿäè:

1. (a)
∞∑
n=1

x
(1+x2)n , x ∈ [0; +∞);

(b)
∞∑
n=1

e−nx

3
√
n4+x

, x ∈ (0; 1);

(c)
∞∑
n=1

cos 2πn
3√

n2+x2
, x ∈ R;

2. (a)
∞∑
n=1

x
1+n5x2 , x ∈ (0; 1);

(b)
∞∑
n=1

(
xn

n − xn+1

n+1

)
, x ∈ [−1; 1];

(c)
∞∑
n=1

(−1)n

n+sinx , x ∈ [0; 2π);

3. (a)
∞∑
n=1

e−nx, x ∈ (0; +∞);

(b)
∞∑
n=1

ln
(
a+ x2

n ln2 n

)
, x ∈ [−2; 2];
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(c)
∞∑
n=1

(−1)n

x2+n2 , x ∈ (0; +∞);

4. (a)
∞∑
n=1

1
(nx+3)(nx+x+3) , x ∈ (0; +∞);

(b)
∞∑
n=1

cos 3nx√
x2+n3

, x ∈ R;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n√
n+cos 2x

, x ∈ [0; 2π);

5. (a)
∞∑
n=1

(1− x)xn, x ∈ (−1; 1);

(b)
∞∑
n=1

arctg 2x
x2+n2 , x ∈ R;

(c)
∞∑
n=1

x sin nπ
3

x2+n2 , x ∈ [−1; 1];

6. (a)
∞∑
n=1

cosxn

n2 , x ∈ R;

(b)
∞∑
n=1

x2e−nx, x ∈ (0; +∞);

(c)
∞∑
n=1

(−1)n

n2+
√
x
, x ∈ [0; +∞);

7. (a)
∞∑
n=1

sinnx
2n , x ∈ R;

(b)
∞∑
n=1

n2
√
n!
(xn − x−n), x ∈ [12 ; 2];

(c)
∞∑
n=1

cos nx
12

x2+n2 , x ∈ R;

8. (a)
∞∑
n=1

(
2nx

1+n2x2 − 2(n+1)x
1+(n+1)2x2

)
, x ∈

[0; 1];

(b)
∞∑
n=1

sinnx
3
√
n3+x4

, x ∈ R;

(c)
∞∑
n=1

sin nπ
4

x+n , x ∈ [0; 1]);

9. (a)
∞∑
n=1

1
2n−1 · 1√

nx+1
, x ∈ (0; +∞);

(b)
∞∑
n=1

x
1+n4x2 , x ∈ (0; +∞);

(c)
∞∑
n=1

1
x+3n x ∈ (−3; 3);

10. (a)
∞∑
n=1

(
nxn − (n− 1)xn−1

)
, x ∈

[0; 1];

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

x+2n , x ∈ (−2; +∞);

(c)
∞∑
n=1

(−1)n√
n

· 1√
x2+n2

, x ∈ R;

11. (a)
∞∑
n=1

(
nx

enx−1 − (n−1)x
e(n−1)x−1

)
, x ∈ R;

(b)
∞∑
n=1

1
2n tg

x
2n , x ∈

[
π

6; π
2

)
;

(c)
∞∑
n=1

(−1)n−1x2

(1+x2)n , x ∈ R;

12. (a)
∞∑
n=1

cosnx−cos(n+1)x
n , x ∈ R;

(b)
∞∑
n=1

nx
1+n7x2 , x ∈ R;

(c)
∞∑
n=1

sin nπ
3√

n+x
, x ∈ (0; +∞);

13. (a)
∞∑
n=1

(−1)(n+1)
3
√
n+x2+x2

, x ∈ R;

(b)
∞∑
n=1

ln n2+x2

n2 , x ∈ [−2; 2];

(c)
∞∑
n=1

(−1)n√
n+cosx

, x ∈ R;

14. (a)
∞∑
n=1

x2(1− x2)n−1, x ∈ [−1; 1];

(b)
∞∑
n=1

1
n2+(x−lnn)2 x ∈ R;

(c)
∞∑
n=1

sin x2

n ln2 n
, x ∈ [−2; 2].
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Âëàñòèâîñòi ðiâíîìiðíî çáiæíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä

∞∑
n=1

fn(x), x ∈ X. (9)

1. ßêùî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä (9) ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà äåÿêîìó ïðîìiæêó
I i ÷ëåíè öüîãî ðÿäó � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà I, òî ñóìà öüîãî ðÿäó ¹
ôóíêöiÿ, íåïåðåðâíà íà öüîìó ïðîìiæêó.

2. ßêùî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä (9) ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà äåÿêîìó ïðîìiæêó

I i iñíó¹ lim
x→x0

fn(x) = cn, äå x0 ∈ I, òî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

cn ¹ çáiæíèì òî â

êîêæíié òî÷öi ïðîìiæêà x0 ∈ I ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

lim
x→x0

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

lim
x→x0

fn(x) =
∞∑
n=1

cn.

3. ßêùî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä (9) çáiæíèé íà ïðîìiæêó I, éîãî ÷ëåíè íà
öüîìó ïðîìiæêó ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi f ′

n(x) n = 1, 2, . . ., ïðè÷îìó

ðÿä
∞∑
n=1

f ′
n(x) ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà ïðîìiæêó I, òî çàäàíèé ðÿä ìîæíà

ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè, òîáòî( ∞∑
n=1

fn(x)

)′

=
∞∑
n=1

f ′
n(x), x ∈ I.

4. Íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó, ùî íàëåæèòü ïðîìiæêó I ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi
ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó , ÷ëåíè ÿêîãî � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà I, öåé ðÿä
ìîæíà ïî÷ëåííî iíòåãðóâàòè, òîáòî íà ïðîìiæêó [α; β] ⊂ I ñïðàâäæó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü:

β∫
α

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

β∫
α

fn(x)dx.
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Çàâäàííÿ 1. Äîñëiäèòè íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ S(x) =
∞∑
n=1

cosnx
n ln2(x2+n)

.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ç ôóíêöié fn(x) =
cosnx

n ln2(x2+n)
ïðè äîâiëüíîìó

n ∈ N ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà R. Äàíèé ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä ¹ ðiíîìiðíî

çáiæíèì íà R, òàê ÿê ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿäîì
∞∑
n=1

1
n ln2 n)

. Òî-

ìó, çãiäíî òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü ñóìè ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó, S(x)
� íåïåðâíà ôóíêöiÿ íà R.

Çàâäàííÿ 2. Îá÷èñëèòè lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n+1

n · xn

1+xn .

Ðîçâ'ÿçîê. Ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä çíàêîì ãðàíèöi ¹ ðiâ-
íîìiðíî çáiæíèì çà îçíàêîþ Àáåëÿ â îáëiñòi x ≥ 1. Êðiì òîãî,

lim
x→1−0

(−1)n+1

n
· xn

1 + xn
=

(−1)n+1

2n
,

òîìó ìîæëèâèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì ñóìè:

lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
· xn

1 + xn
=

1

2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
=

1

2
lnn.

Çàâäàííÿ 3. ×è ìîæëèâå ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ ðÿäiâ

1.
∞∑
n=1

1
n arctg

x
n ; 2.

∞∑
n=1

sinnx
n2 ?

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Ðÿä ¹ çáiæíèì i ÷ëåíè ðÿäó ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi

ôóíêöi¨. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ôîðìàëüíî ðÿä:
∞∑
n=3

1

n2(1+ x2

n2
)
. Îòðèìàíèé ðÿä

¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì, îñêiëüêè âií ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ÷èñëîâèì

ðÿäîì
∞∑
n=1

1
n2 . Òîìó ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ ðÿäó ìîæëèâå.

2. Äàíèé ðÿä ¹ çáiæíèì, íàâiòü ðiâíîìiðíî çáiæíèì, àëå ÿêùî ôîðìàëüíî

ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî äàíèé ðÿä, òî îòðèìà¹ìî ðîçáiæíèé ðÿä
∞∑
n=1

cosnx
n ,

íàïðèêëàä ïðè x = 0. Îòæå, ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàòè ðÿä íå ìîæíà.
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Çàâäàííÿ 4. Çíàéòè
π∫
0

S(x)dx, ÿêùî S(x) =
∞∑
n=3

cosnx
n lnn ln2 lnn

.

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíèé ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà âñié ÷èñëî-

âi ïðÿìié R, òàê ÿê ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿäîì
∞∑
n=3

1
n lnn ln2 lnn

..

×ëåíè ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà R. Îòæå, äàíèé ðÿä
ìîæíà ïî÷ëåííî iíòåãðóâàòè. Ìà¹ìî

π∫
0

S(x)dx =
∞∑
n=3

π∫
0

cosnx

n lnn ln2 lnn
dx =

∞∑
n=3

sinnx

n2 lnn ln2 lnn
|π0 = 0.

Çàâäàííÿ 5. Çíàéòè ñóìè ðÿäiâ

1.
∞∑
n=1

(−1)n+1 cosn+1 x
n(n+1) ; 2.

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+1 , |x| < 1?

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Äàíèé ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà âñié
÷èñëîâi ïðÿìié R, îñêiëüêè âií ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿäîì
∞∑
n=1

1
n2 . Àëå äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî ïî÷ëåííå äèôå-

ðåíöiþâàííÿ, áóäåìî ââàæàòè, ùî x ̸= kπ, k ∈ N. Ïîçíà÷èìî øóêàíó

ñóìó: S(x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 cosn+1 x
n(n+1) . Òîäi

S ′(x) = sin x · S1(x), S1(x) =
∞∑
n=1

(−1)n
cosn x

n
.

S ′
1(x) = sin x · S2(x), S2(x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 cosn−1 x.

Îñêiëüêè S2(x) ¹ ñóìîþ íåñêií÷åííî ñïàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç
ïåðøèì ÷ëåíîì b1 = 1 òà çíàìåííèêîì q = − cosx, òî ìà¹ìî

S2(x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 cosn−1 x =
1

1 + cos x
.

Òîìó

S1(x) =

x∫
0

sin t

1 + cos t
dt =

x∫
0

d(cos t)

1 + cos t
= − ln(1 + cosx) + ln 2.

Òîäi
S ′(x) = − sinx · ln(1 + cosx) + ln 2 · sinx.
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S(x) = −
x∫

0

sin t · ln(1 + cos t)dt+ ln 2

x∫
0

sin tdt =

=

x∫
0

ln(1 + cos t)d(1 + cos t)− ln 2 · (cosx− 1) =

= ((1 + cos t) ln(1 + cos t)− (1 + cos t)) |x0 − ln 2 · (cosx− 1) =

= (1 + cos x) ln(1 + cos x)− (1 + cos x)− 2 ln 2 + 2− ln 2 · cosx+ ln 2 =

= (1 + cosx) ln(1 + cos x)− (1 + ln 2) cos x+ 1− ln 2, x ̸= kπ, k ∈ N.

2. Ïîçíà÷èìî S(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+1 . Äàíèé ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä ¹ çáiæíèì.

Ðîçãëÿíåìî

S ′(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n = 1− x2 + x4 − x6 + · · · .

Öþ ñóìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ ç ïåðøèì ÷ëå-
íîì b1 = 1 i çíàìåííèêîì q = −x2. Çíàéøîâøè ñóìó ãåîìåòðè÷íî¨
ïðîãðåñi¨, îòðèìà¹ìî:

S ′(x) =
1

1 + x2
.

Iíòåãðóþ÷è öþ ðiâíiñòü íà âiäðiçêó (0; x) ⊂ (−1; 1), ìà¹ìî:

x∫
0

S ′(t)dt =

x∫
0

1

1 + t2
dt = arctg t|x0 = arctg x.

Îòæå,
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
= arctg x.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàâäàííÿ 1. Äîñëiäèòè íà íåïåðåðâíiñòü òàêi ôóíêöi¨:

1. S(x) =
∞∑
n=1

e−nx

1+n2 , x ≥ 0;

2. S(x) =
∞∑
n=1

ne−nx, x > 0;

3. S(x) =
∞∑
n=1

1
n4+x2 , x ∈ R;

4. S(x) =
∞∑
n=1

arctg nx
4
√
n5+x6

x ∈ R;

5. S(x) =
∞∑
n=1

sin 2n
2
x

2n2
, x ∈ R;

6. S(x) =
∞∑
n=1

cos 2πnx
3√

n2+x2
, x ∈ R;

7. S(x) =
∞∑
n=1

xn

n(n+1) , |x| ≤
1
3 ;

8. S(x) =
∞∑
n=1

arcsin 1
n2+x2 , x ∈ R;

9. S(x) =
∞∑
n=1

1
2n tg

x
2n , x ∈

[
π
6 ;

π
3

]
;

10. S(x) =
∞∑
n=1

xn

2n·n2 , |x| ≥ 2;

11. S(x) =
∞∑
n=1

x2

1+n2+x4 , x ∈ R;

12. S(x) =
∞∑
n=1

sinnx
2n , x ∈ R;

13. S(x) =
∞∑
n=1

cos 3nx
5
√
x2+n12

, x ∈ R;

14. S(x) =
∞∑
n=1

x2e−nx, x ≥ 0.

Çàâäàííÿ 2. ×è ìîæëèâå ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ ðÿäiâ?

1.
∞∑
n=1

1
n2 sin

x
n , x ∈ R;

2.
∞∑
n=1

xn

n! , x ∈ R;

3.
∞∑
n=1

1
n2 cos

x
n , x ∈ R;

4.
∞∑
n=1

(x−2)n

n! , x ∈ R;

5.
∞∑
n=1

(−1)ne−nx

1+n2 , x > 0;

6.
∞∑
n=1

sinnx
n3 , x ∈ R;

7.
∞∑
n=1

e−nx2

1+n3 , x ∈ R;

8.
∞∑
n=1

cosn2x
n4+1 , x ∈ R;

9.
∞∑
n=1

cosnx
n5/2+n

, x ∈ R;

10.
∞∑
n=1

1
n3/2 sin

x√
n
, x ∈ R;

11.
∞∑
n=1

(−1)nx
n+x , x > 0;

12.
∞∑
n=1

sin
√
nx

n2+n , x ∈ R;

13.
∞∑
n=1

e−πnx, x > 0;

14.
∞∑
n=1

arctg x
n2 , x ∈ R.
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Çàâäàííÿ 3. Äîñëiäiòü ðÿäè íà ìîæëèâiñòü ïî÷ëåííîãî iíòåãðóâàííÿ:

1.
∞∑
n=1

(
x

1
2n+1 + x

1
2n−1

)
, x ∈ [0, 1].

2.
∞∑
n=1

sinnx
2n , x ∈ R;

3.
∞∑
n=1

(2+cosx)n

n! , x ∈ R;

4.
∞∑
n=1

cosn2x
2n , x ∈ R;

Çíàéäiòü ãðàíèöi:

5. lim
x→∞

∞∑
n=1

x2

1+n2x2 ;

6. lim
x→1−0

∞∑
n=1

(xn − xn+1);

7. lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n

n xn;

8. lim
x→1

∞∑
n=1

(−1)n+1

nx ;

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ, çíàéäiòü
ñóìè ðÿäiâ:

9.
∞∑
n=1

(n+1)xn

2n+1 , |x| < 2;

10.
∞∑
n=1

n(n+1)xn−1

3n+1 , |x| < 3;

11.
∞∑
n=1

xn−1n2;

12.
∞∑
n=1

xn−1n3n−1, |x| < 1
4 ;

13.
∞∑
n=1

(2n+ 1)x2n;

14.
∞∑
n=1

(−1)n(3n− 1)x3n−1.
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Çàâäàííÿ 4. Çíàéòè ñóìè ðÿäiâ:

1. S(x) =
∞∑
n=1

x4n−1

4n−1 ;

2. S(x) =
∞∑
n=1

xn

n ;

3. S(x) =
∞∑
n=1

(−1)nx3n+1

3n+1 ;

4. S(x) =
∞∑
n=1

x4n−3

4n−3 ;

5. S(x) =
∞∑
n=1

xn+1

(n+1)·2n , |x| < 2;

6. S(x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x2n

(2n−1)n ;

7. S(x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

(n+1)n ;

8. S(x) =
∞∑
n=1

(x+1)−n
(n+1)n ;

9. S(x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x2n−1

2n−1 ;

10. S(x) =
∞∑
n=1

x3n−1

3n−1 ;

11. S(x) =
∞∑
n=1

xn

(n+1)n ;

12. S(x) =
∞∑
n=1

xn

n·3n , |x| < 3;

13. S(x) =
∞∑
n=1

e−nx

n ;

14. S(x) =
∞∑
n=1

x2n

(2n−3)(2n02) .

Ñòåïåíåâi ðÿäè.

Òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ.

1. Ðàäióñ çáiæíîñòi, iíòåðâàë çáiæíîñòi òà îáëàñòü çáiæíîñòi

ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä âèãëÿäó

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · anxn + · · · =
∞∑
n=0

anx
n. (10)

Ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä âèãëÿäó

a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)
2+a3(x−x0)

3+· · · an(x−x0)
n+· · · =

∞∑
n=0

an(x−x0)
n,

(11)
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äå a0, a1, a2, . . . , an, . . . � äiéñíi ÷èñëà, x0 � äåÿêå ñòàëå ÷èñëî, ¹ ñòåïå-
íåâèì ðÿäîì çà ñòåïåíÿìè äâî÷ëåíà x− x0.

Òåîðåìà (Àáåëÿ). ßêùî ñòåïåíåâèé ðÿä (10) çáiãà¹òüñÿ ó òî÷öi x =
x1 ̸= 0, òî âií àáñîëþòíî çáiæíèé äëÿ âñiõ çíà÷åíü x, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü íåðiâíiñòü |x| < |x1|.
Íàñëiäîê. ßêùî ðÿä (10) ðîçáiãà¹òüñÿ ó òî÷öi x = x2, òî âií ðîçáiãà¹-
òüñÿ i äëÿ âñiõ çíà÷åíü x, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü |x| > |x2|. Äëÿ
ðÿäó ìîæëèâi íàñòóïíi òðè âèïàäêè:

• ðÿä (10) çáiæíèé ëèøå â îäíié òî÷öi x = 0;

• ðÿä çáiæíèé äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ (−∞; +∞);

• iñíó¹ òàêå äîäàòíå ÷èñëî R, ùî ïðè |x| < R ðÿä àáñîëþòíî çáiæíèé,
à ïðè |x| > R � ðîçáiæíèé.

×èñëî R íàçèâàþòü ðàäióñîì çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Ðàäióñ çáiæíîñòi ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ (10) òà (11) âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ ,
R = lim

n→∞

1
n
√

|an|
.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî 0 < R < +∞, òî â öüîìó âèïàäêó ñòåïåíåâèé ðÿä ó
òî÷êàõ, ÿêi ¹ êiíöÿìè iíòåðâàëó çáiæíîñòi, ìîæå çáiãàòèñÿ àáî ðîçáiãàòèñÿ.
Ïiäñòàâëÿþ÷è ïî ÷åðçi ó çàäàíèé ðÿä (10) òî÷êè x = −R, x = R ÷è ó ðÿä
(11) òî÷êè x = −R+ x0, x = R+ x0, äîñëiäæóþòü óòâîðåíi ÷èñëîâi ðÿäè
íà çáiæíiñòü.

2. Âëàñòèâîñòi ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

• Ñòåïåíåâèé ðÿä (10) àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó
âiäðiçêó [−a; a], ÿêèé öiëêîì ìiñòèòüñÿ â iíòåðâàëi çáiæíîñòi (−R; R).

• Ñóìà S(x) ñòåïåíåâîãî ðÿäó (10) íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó
(−R; R).

• (Ïðî ïî÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ.) Ñòåïåíåâèé ðÿä óñåðåäèíi iíòåðâà-
ëó çáiæíîñòi ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè. Ðÿä, óòâîðåíèé äè-
ôåðåíöiþâàííÿì, ìà¹ òîé ñàìèé iíòåðâàë çáiæíîñòi, ïðè÷îìó, ÿêùî

S(x) =
∞∑
n=0

anx
n, òî S ′(x) =

∞∑
n=0

annx
n−1.
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• (Ïðî ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ.) Íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó, ùî íàëåæèòü
iíòåðâàëó çáiæíîñòi (−R; R), ñòåïåíåâèé ðÿä ìîæíà ïî÷ëåííî iíòå-
ãðóâàòè. Çîêðåìà, ÿêùî âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ [0; x] ⊂ (−R; R) i

S(x) =
∞∑
n=0

anx
n, òî

x∫
0

S(x)dx =

x∫
0

( ∞∑
n=0

anx
n

)
dx =

∞∑
n=0

an

x∫
0

xndx =
∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
,

ïðè÷îìó óòâîðåíèé ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ðÿä ìà¹ òîé ñàìèé iíòåðâàë
çáiæíîñòi.

• Ñòåïåíåâi ðÿäè
∞∑
n=0

anx
n òà

∞∑
n=0

bnx
n iç ðàäióñàìè çáiæíîñòi R1 òà R2

âiäïîâiäíî ìîæíà ïî÷ëåííî äîäàâàòè, âiäíiìàòè, ïåðåìíîæóâàòè. Ðà-
äióñ çáiæíîñòi óòâîðåíèõ ðÿäiâ íå ìåíøèé, íiæ ìåíøå ç ÷èñåë R1 òà
R2.

3. Ðÿäè Òåéëîðà òà Ìàêëîðåíà.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ â òî÷öi x0 i äåÿêîìó ¨¨ îêîëi ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ.

Ðÿä âèãëÿäó

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 +
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)

3 + · · ·+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + · · · =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

íàçèâàþòü ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(x).

×àñòèííèé âèïàäîê ðÿäó Òåéëîðà, êîëè x0 = 0, íàçèâàþòü ðÿäîì Ìàêëî-
ðåíà � ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ó ñòåïåíåâèé ðÿä çà ñòåïåíÿìè x

f(0) +
f ′(0)

1!
(x) +

f ′′(0)

2!
(x)2 +

f ′′′(0)

3!
(x)3 + · · · f

(n)(0)

n!
(x)n + · · · =

=
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
(x)n.

Íàâåäåìî ðîçâèíåííÿ äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié ó ðÿä Ìàêëîðåíà:
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4. Çàñòîñóâàííÿ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ äëÿ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü çíà-

÷åíü ôóíêöié.

Äëÿ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü çíà÷åíü ôóíêöié âèêîðèñòîâóþòü ðîçâèíåí-
íÿ îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié ó ñòåïåíåâi ðÿäè. Äëÿ íàáëèæåíîãî
îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó òî÷öi õ0 ó ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ ïiäñòàâëÿ-
þòü çàìiñòü õ çíà÷åííÿ õ0 i çà íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó öié òî÷öi
áåðóòü ñóìó ïåðøèõ ï äîäàíêiâ ðîçâèíåííÿ. Ïîõèáêà ïðè öüîìó áóäå ìåí-
øà çà ïåðøèé âiäêèíóòèé äîäàíîê ó âèïàäêó ðÿäó, ëåéáíiöîâîãî à iíàêøå
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè çàëèøêîâîãî ÷ëåíà ðÿäó.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òèïîâèõ çàäà÷

Çàâäàííÿ 1. Çíàéòè ðàäióñ, iíòåðâàë òà îáëàñòü çáiæíîñòi ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ:

1.
∞∑
n=1

(n−1)2(x−2)n

n+2 ;

2.
∞∑
n=1

xn

2n+1 ;

3.
∞∑
n=1

(x−3)n

n! ;

4.
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n
x2n.

Ðîçâ'ÿçîê. 1.

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n− 1)2

n+ 2
· n+ 3

n2
= 1.
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Îñêiëüêè x0 = −2, òî iíòåðâàë çáiæíîñòi: (−3; −1). Ïðè x = −3

òà x = −1 ìà¹ìî âiäïîâiäíi ðÿäè
∞∑
n=1

(n−1)2(−3)n

n+2 òà
∞∑
n=1

(n−1)2

n+2 êîæåí ç

ÿêèõ ¹ ðîçáiæíèì çà äîñòàòíüîþ îçíàêîþ ðîçáiæíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿ-
äó. Òîìó îáëàñòü çáiæíîñòi äàíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó � öå iíòåðâàë
(−3; −1).

2.

R = lim
n→∞

1
n
√

|an|
= lim

n→∞

1

n

√
1

2n+1

= 1.

îòæå,(−1; 1) � iíòåðâàë çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó. Äîñëiäèìî çáiæíiñòü

ðÿäó íà êiíöÿõ iíòåðâàëó. Ïðè x = −1 ìà¹ìî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n

2+1n ,

ÿêèé ¹ çáiæíèì çà îçíàêîþ Ëåéáíiöà. Ïðè x = 1 äiñòà¹ìî ðÿä
∞∑
n=1

1n

2n+1

ÿêèé ¹ ðîçáiæíèì çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ ç ãàðìîíi÷íèì ðÿäîì. Òàêèì
÷èíîì, îáëàñòþ çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó ¹ ïðîìiæîê [−1; 1).

3.

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî îáëàñòþ çáiæíîñòi äàíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó ¹ îäíà
òî÷êà x = 0.

4. Ðÿä ìiñòèòü òiëüêè ïàðíi ñòåïåíi x. Ïîçíà÷èâøè x2 = t ≥ 0, äiñòàíå-

ìî ñòåïåíåâèé ðÿä
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n
tn, ðàäióñ çáiæíîñòi ÿêîãî âèçíà÷à¹ìî çà

ôîðìóëîþ:

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1

n

√(
n

2n+1

)n = lim
n→∞

2n+ 1

n
= 2.

Óòâîðåíèé ïiñëÿ çàìiíè ðÿä çáiãà¹òüñÿ ïðè t ∈ (−2; 2). Âðàõîâóþ÷è
îáìåæåííÿ t ≥ 0, äiñòàíåìî t ∈ (−2; 2), òîáòî ó òî÷öi t = 0 öåé ðÿä
çáiæíèé. Äîñëiäèìî éîãî íà ïðàâîìó êiíöi iíòåðâàëó çáiæíîñòi. Ïðè

t = 2, äiñòàíåìî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n
2n =

∞∑
n=1

(
2n

2n+1

)n
. Îñêiëüêè

lim
n→∞

(
2n

2n+ 1

)n

= lim
n→∞

(
1− 1

2n+ 1

)n

=
1√
e
̸= 0,

òî íå âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi ðÿäó, òîìó ïðè t = 1 ðÿä
ðîçáiãà¹òüñÿ. Òîìó, óòâîðåíèé ïiñëÿ çàìiíè ðÿä çáiæíèé íà ïðîìiæêó
[0; 2).
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Ïîâåðíóâøèñü äî çàìiíè x2 = t, âèçíà÷èìî îáëàñòü çáiæíîñòi âèõiäíîãî
ðÿäó:

x2 ∈ [0; 2) =⇒ |x| <
√
2 =⇒ −

√
2 < x <

√
2.

Òàêèì ÷èíîì, îáëàñòþ çáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó ¹ ïðîìiæîê [−
√
2;

√
2).

Çàâäàííÿ 2. Çíàéòè ñóìè ðÿäiâ:

1.
∞∑
n=1

nxn; 2.
∞∑
n=1

(−1)n+1
(
1
n − 1

n+2

)
xn+2.

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Çàïèøåìî âiäîìó ðiâíiñòü (ñóìà ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ iç
çíàìåííèêîì x)

1

1− x
=

∞∑
n=1

xn, −1 < x < 1.

Ñòåïåíåâèé ðÿä â éîãî iíòåðâàëi çáiæíîñòi ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè
ïî÷ëåííî. Òîìó(

1

1− x

)′
=

1

(1− x)2

∞∑
n=1

nxn−1, −1 < x < 1.

Ïîìíîæèâøè ïðàâó i ëiâó ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà x, îòðèìà¹ìî

∞∑
n=1

nxn =
x

(1− x)2
, −1 < x < 1.

2. Ïåðåïèøåìî ðÿä, ÿêèé çàäàíèé çà óìîâîþ, ó âèãëÿäi:

S(x) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1xn+2

n(n+ 2)

òà çíàéäåìî éîãî îáëàñòü çáiæíîñòi.

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1

n

√
1

n(n+2)

= 1,

çâiäêè îäåðæèìî iíòåðâàë çáiæíîñòi x ∈ (−1; 1). Îñêiëüêè çàäàíèé
çà óìîâîþ ðÿä ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì ïðè x = ±1, òî îáëàñòü çáiæíî-
ñòi öüîãî ðÿäó � öå âiäðiçîê [−1; 1]. Ñòåïåíåâèé ðÿä â éîãî iíòåðâàëi
çáiæíîñòi ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè ïî÷ëåííî. Òîìó

S ′(x) =

(
2

∞∑
n=1

(−1)n+1xn+2

n(n+ 2)

)′

= 2
∞∑
n=1

(−1)n+1xn+1

n
.
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àáî

S ′(x) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1xn+1

n
= 2x

∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
= 2xS1(x),

S ′
1(x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1xn−1 =⇒ S ′
1(x) =

1

1 + x
=⇒

S1(x) =

x∫
0

1

1 + x
dt = ln(1 + x), x ∈ (−1; 1).

Òîäi
S ′(x) = 2x ln(1 + x) =⇒

S(x) = 2

x∫
0

t ln(1 + t) = 2

t2

2
ln(1 + t)|x0 −

1

2

x∫
0

(t2 − 1) + 1)

1 + t

 =

= 2

(
x2

2
ln(1 + x)− x2

4
+

x

2
− 1

2
ln(1 + x)

)
=

= (x2 − 1) ln(1 + x)− x2

2
+ x, x ∈ (−1; 1).

Îòæå,

∞∑
n=1

(−1)n+1

(
1

n
− 1

n+ 2

)
xn+2 = (x2 − 1) ln(1 + x)− x2

2
+ x, x ∈ (−1; 1).

Çàâäàííÿ 3. Ðîçâèíóòè ó ðÿä Òåéëîðà àáî Ìàêëîðåíà ôóíêöi¨ ó âêàçàíèõ
òî÷êàõ:

1. f(x) = e−x2

, x0 = 0;

2. f(x) = ln
√

1+2x
1−x , x0 = 0;

3. f(x) = ln x, x0 = 2;

4. f(x) = 2x x0 = 0;

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Ó ðîçâèíåííi â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöi¨ f(x) = ex çàìiíèìî
x íà −x2:

e−x2

= 1 + (−x2) +
(−x2)2

2!
+

(−x2)3

3!
+ · · ·+ (−x2)n

n!
+ · · · =

= 1− x2 +
x4

2!
− x6

3!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

n!
+ · · · .
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2. Çàïèøåìî f(x) = ln
√

1+2x
1−x ó âèãëÿäi:

f(x) =
1

2
ln

1 + 2x

1− x
=

1

2
ln(1 + 2x)− 1

2
ln(1− x).

Äëÿ ðîçêëàäó ôóíêöi¨ ó ðÿä Ìàêëîðåíà âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó äëÿ f(x) =
ln(1+x), â ÿêié äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó ôóíêöi¨ çàìiíèìî x íà 2x, äëÿ äðó-
ãîãî � x íà −x, à ïîòiì îòðèìàíi ðÿäè âiäíiìåìî.

f(x) =
1

2
ln(1 + 2x)− 1

2
ln(1− x) ==

1

2

(
2x− 4x2

2
+

8x3

3
− · · ·

)
− 1

2

(
x− (−x)2

2
+

(−x)3

3
− · · ·

)
=

= x− x2 +
4x3

3
− · · · − 1

2
x+

x2

4
+

x3

6
+ · · · = 1

2
x− 3

4
x2 +

3

2
x3 + · · · .

3. Çàïèøåìî f(x) = lnx ó âèãëÿäi:

f(x) = lnx = ln(2 + x− 2) = ln 2

(
1 +

x− 2

2

)
= ln 2 + ln

(
1 +

x− 2

2

)
.

Ó ðîçêëàäi ôóíêöi¨ f(x) = ln(1 + x) çàìiíèìî x íà x−2
2 i äî ðåçóëüòàòó

äîäà¹ìî ln 2. Îòðèìà¹ìî

lnx = ln 2+
x− 2

2
+

(x− 2)2

22 · 2
+

(x− 2)3

23 · 3
+

(x− 2)4

24 · 4
+ · · ·+ (x− 2)n

2n · n
+ · · · .

Âèçíà÷èìî, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x ðÿä çáiãà¹òüñÿ:

−1 <
x− 2

2
≤ 1 =⇒ −2 < x− 2 ≤ 2 =⇒ 0, x ≤ 4.

Îòæå, îáëàñòü çáiæíîñòi ðÿäó ¹ ïðîìiæîê (0; 4].

4. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = ex, ïîïåðåäíüî çàïèñàâøè
ôóíêöiþ f(x)2x âèãëÿäi: f(x) = eln 2

x

= ex ln 2.

2x = ex ln 2 = 1 + x ln 2 +
(x ln 2)2

2!
+

(x ln 2)3

3!
+ · · ·+ (x ln 2)n

n!
+ · · · =

= 1 + x ln 2 +
x2 ln2 x

2!
+

x3 ln3 x

3!
+ · · ·++

xn lnn x

n!
+ · · · .

52



Çàâäàííÿ 4. Îá÷èñëèòè iç òî÷íiñòþ äî 0,001:

1. e;

2. cos 1;

3. 3
√
30;

4.

1
4∫
0

e−x2

dx.

Ðîçâ'ÿçîê. 1. Ó ðîçâèíåííi â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöi¨ f(x) = ex âiçüìåìî
x = 1, îòðèìà¹ìî

e1 = 1 +
1

1!
+

1

2!

1

3!
+ · · · 1

n!
+ · · · .

Âiçüìåìî n äîäàíêiâ òà îöiíèìî ïîõèáêó Rn(x):

Rn(x) =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 3)!
+ · · · =

=
1

(n+ 1)!
·
(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)
<

<
1

(n+ 1)!
·
(
1 +

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ . . .

)
=

1

(n+ 1)!
·

(
1

1− 1
n+1

)
=

1

n! · n
,

òîáòî

Rn(x) ≤
1

n! · n
.

Ïîòðiáíî ïiäiáðàòè íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùîá âèêîíóâàëàñü
íåðiâíiñòü 1

n!·n < 0, 001. Íåâàæêî ç'ÿñóâàòè, ùî öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹-
òüñÿ ïðè n ≥ 6. Òîìó ìà¹ìî:

e ≈ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
≈ 2, 718.

2. Êîðèñòóþ÷èñü ðîçêëàäîì ôóíêöi¨ f(x) = cos x â ñòåïåíåâèé ðÿä, ìîæíà
çàïèñàòè:

cos 1 = cos
π

180
= 1− π2

1802 · 2!
+

π4

1804 · 4!
− · · · .

Îñêiëüêè öåé ðÿä çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè Ëåéáíiöà, à éîãî äðóãèé
÷ëåí âæå ìåíøèé çà 0, 001, òî cos 1◦ ≈ 1 iç òî÷íiñòþ äî 0, 001.

3. Çíàéäåìî íàéáëèæ÷å çà âåëè÷èíîþ äî ÷èñëà 30 ÷èñëî, ç ÿêîãî òî÷íî
äîáóâà¹òüñÿ êîðiíü êóái÷íèé, òà çàïèøåìî:

3
√
30 = 3

√
27 + 3 = 3

√
27

(
1 +

1

9

)
= 3

3

√
1 +

1

9
= 3

(
1 +

1

9

)1
3

.
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Ó ðîçâèíåííi â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöi¨ f(x) = (1 + x)α âiçüìåìî x = 1
9 ∈

(−1; 1), α = 1
3, îòðèìà¹ìî

3
√
30 = 3

(
1 +

1

3
· 1
9
+

1
3

(
1
3 − 1

)
2!

·
(
1

9

)2

+
1
3

(
1
3 − 1

) (
1
3 − 2

)
3!

·
(
1

9

)3

+ · · ·

)
=

3

(
1 +

1

27
− 1 · 2

32 · 2! · 92
+

1 · 2 · 4
33 · 3! · 93

− · · ·
)
.

Îñêiëüêè öåé ðÿä çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè Ëåéáíiöà, ïðè÷îìó

1 · 2
32 · 2! · 92

< 0, 001 <
1 · 2 · 4

33 · 3! · 93
,

òî äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè ðåçóëüòàò iç íåîáõiäíîþ òî÷íiñòþ, òðåáà
âçÿòè òðè ïåðøèõ äîäàíêè. Òàêèì ÷èíîì,

3
√
30 ≈ 3

(
1 +

1

27
− 1

729

)
=

2265

729
≈ 3, 107.

4. Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ â ðÿä Ìàêëîðåíà çàñòîñîâóþ÷è ôîð-
ìóëó äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = ex, çàìiíþþ÷è x íà −x2. Áóäåìî ìàòè:

e−x2

== 1− x2 +
x4

2!
− x6

3!
+ · · · .

Iíòåãðóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà âiäðiçêó
[
0; 1

4

]
, ùî

ëåæèòü âñåðåäèíi iíòåðâàëó çáiæíîñòi (−∞; ∞), îòðèìà¹ìî:

1
4∫

0

e−x2

dx =

1
4∫

0

(
1− x2 +

x4

2!
− x6

3!
+ · · ·

)
dx =

=

(
x− x3

3
+

x5

5 · 2!
− x7

7 · 3!
+ · · ·

)
|
1
4
0 =

=
1

4
− 1

43 · 3
+

1

45 · 5 · 2!
− 1

47 · 7 · 3!
+ · · · .

Öå çíàêîïåðåìiæíèé ðÿä, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè òåîðåìè Ëåéáíiöà.
Îñêiëüêè 1

43·3 = 0, 0052 > 0, 001, a 1
45·5·2! < 0, 001, òî ç òî÷íiñòþ äî 0,001

ìà¹ìî:
1
4∫

0

e−x2

dx ≈ 1

4
− 1

192
= 0, 245.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàâäàííÿ 1. Çíàéòè ðàäióñ, iíòåðâàë òà îáëàñòü çáiæíîñòi ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ:

1.
∞∑
n=1

nn ln(n+ 1)xn;

2.
∞∑
n=1

3n+(−2)n

n (x+ 1)n;

3.
∞∑
n=1

nnn

(n+1)nx
n;

4.
∞∑
n=1

xn
√
n!
;

5.
∞∑
n=1

nn

n! x
n;

6.
∞∑
n=1

n!
2n2

xn;

7.
∞∑
n=1

n2

(2n)!x
n;

8.
∞∑
n=1

xn

n·10n−1 ;

9.
∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n−1)(2n−1)! ;

10.
∞∑
n=1

xn

n(n+1) ;

11.
∞∑
n=1

ln(n+1)
n+1 xn;

12.
∞∑
n=1

22n−1xn;

13.
∞∑
n=1

(−1)n

n!

(
n
e

)n
xn;

14.
∞∑
n=1

(2n)!!
(2n+1)!!x

n.

Çàâäàííÿ 2. Çíàéòè ñóìè ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ:

1.
∞∑
n=1

(−1)n+1x2n−1

2n−1 ;

2.
∞∑
n=1

x4n−1

4n−1 ;

3.
∞∑
n=1

x4n−3

4n−3 ;

4.
∞∑
n=1

(−1)n+1 xn+1

n(n+1) ;

5.
∞∑
n=1

(−1)n+1x3n−2

3n−2 ;

6.
∞∑
n=1

xn

n·2n ;

7.
∞∑
n=1

x2n−2

2n−2 ;

8.
∞∑
n=1

x2n−1

2n−1 ;

9.
∞∑
n=1

(−1)n+1x2n−5

2n−5 ;

10.
∞∑
n=1

n(n+ 1)xn;

11.
∞∑
n=1

xn

n(n+1) ;

12.
∞∑
n=1

2n·xn+1

n!(n+1) ;

13.
∞∑
n=1

(−1)n−1 (4n−2)x4n−3

(2n−1)! ;

14.
∞∑
n=1

x3n−2

3n−2 .
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Çàâäàííÿ 3. Ðîçâèíóòè ó ðÿä Òåéëîðà àáî Ìàêëîðåíà ôóíêöi¨ ó âêàçàíèõ
òî÷êàõ:

1. f(x) = cos2 x x0 = 0;

2. f(x) = x10
2−x x0 = 0;

3. f(x) = 1
(1−x)2 x0 = 0;

4. f(x) = ln
√

1+x
1−x x0 = 0;

5. f(x) = x
1+x+2x2 x0 = 2;

6. f(x) = sin2 x x0 = 0;

7. f(x) = 32x x0 = 0;

8. f(x) = x2 arctg x x0 = 0;

9. f(x) = x(lnx− 1) x0 = 1;

10. f(x) = 2
3−x x0 = 0;

11. f(x) = ln(4− x) x0 = 0;

12. f(x) = 1√
ex

x0 = 0;

13. f(x) = 3
√
1 + x2 x0 = 0;

14. f(x) = x
x+4 x0 = 0.

Çàâäàííÿ 4. Îá÷èñëèòè iç òî÷íiñòþ äî 0,001:

1. (a) sin 18◦;

(b) ln 1, 2;

(c)
2∫
1

cosx
x2 dx;

2. (a) 1
5
√
e
;

(b) 3
√
150;

(c)
1/2∫
0

√
1 + x3dx;

3. (a) cos 2
9 ;

(b) 3
√
e;

(c)
2∫
0

cosx
x ;

4. (a) ln 5;

(b) 5
√
33;

(c)
1/3∫
0

dx
3
√
1−x2

;

5. (a) ln 7;

(b) cos 12◦;

(c)
1∫
0

e−x2

dx;

6. (a) 1
4
√
e
;

(b) sin 1, 5;

(c)
4∫
2

e
1
xdx;

7. (a) ln 4
8 ;

(b) cos 10◦;

(c)
2∫
0

sinx
x dx;

8. (a) 3
√
1, 015;

(b) e−11;

(c)
100∫
10

ln(1+x)
x dx;

9. (a) 3
√
500;

(b) ln 4
9 ;

(c)
1∫
0

dx√
1+x4

;

10. (a)
√
e;
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(b) sin π
4 ;

(c)
1∫
0

cosx2;

11. (a) sin 12◦;

(b)
√
15;

(c)

1
2∫
0

arcsinx
x ;

12. (a) ln 2;

(b) 3
√
70;

(c)

1
2∫
0

ex

x ;

13. (a) ln 3;

(b) cos 10◦;

(c)

1
2∫
0

dx
1+x4 ;

14. (a) sin 0, 5;

(b) 1
e ;

(c)

1
2∫
0

arctg x
x dx.
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