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1 КЛАСИЧНА ЕЛЕКТРОДИНАМIКА

1.1 Експериментальнi основи та математичне формулю-

вання фундаментальних законiв класичної електро-

динамiки

1. Електричне поле i заряди.

2. Закон збереження електричного заряду. Квантування електричного
заряду. Елементарний електричний заряд.

3. Закон Кулона. Залежнiсть його вiд вибору системи одиниць.

4. Силовi лiнiї електричного поля.

Åëåêòðîìàãíiòíà âçà¹ìîäiÿ ¹ îäíîþ ç ÷îòèðüîõ òèïiâ ôóíäàìåíòàëüíèõ
âçà¹ìîäié ó ïðèðîäi. Â ñèëó òîãî, ùî âîíà ìà¹ äîñèòü âåëèêó iíòåíñèâíi-
ñòþ i íåñêií÷åííèé ðàäióñ äi¨, åëåêòðîìàãíiòíå âçà¹ìîäiÿ ïðîÿâëÿ¹ ñåáå íà
âñiõ ðiâíÿõ îðãàíiçàöi¨ ìàòåði¨, ÿê ìàêðîñêîïi÷íîìó òàê i ìiêðîñêîïi÷íîìó
ðiâíÿõ. Âiäïîâiäíî äî öüîãî åëåêòðîäèíàìiêó ïîäiëÿþòü íà êëàñè÷íó åëå-
êòðîäèíàìiêó i êâàíòîâó åëåêòðîäèíàìiêó. Ó äàíîìó êóðñi ðîçãëÿäà¹òüñÿ
êëàñè÷íà åëåêòðîäèíàìiêà, òîáòî äàíà òåîðiÿ íå ¹ êâàíòîâîþ òåîði¹þ.

Îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, ùî âèçíà÷à¹ çäàòíiñòü òiëà (÷àñòèíêè) áðà-
òè ó÷àñòü ó åëåêòðîìàãíiòíié âçà¹ìîäi¨, ¹ åëåêòðè÷íèé çàðÿä. Âçà¹ìîäiÿ ìiæ
÷àñòèíêàìè çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ÿêå iñíó¹
íàâêîëî êîæíîãî çàðÿäæåíîãî òiëà. Òàêèì ÷èíîì, îñíîâíîþ ôiçè÷íîþ ñè-
ñòåìîþ, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ â åëåêòðîäèíàìiêè, ¹ ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç çà-
ðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê òà åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ.
Ç îäíîãî áîêó çàðÿäæåíi ÷àñòèíêè ¹ äæåðåëàìè ïîëÿ, à ç iíøîãî âiä÷óâàþòü
âïëèâ ç áîêó ïîëÿ.

Òàêèì ÷èíîì, електромагнiтне поле � öå ôóíäàìåíòàëüíå ôiçè÷íå ïî-
ëå, ÿêå âçà¹ìîäi¹ ç çàðÿäæåíèìè òiëàìè (à òàêîæ ç òiëàìè, ùî ìàþòü âëàñíi
äèïîëüíi i ìóëüòèïîëüíi åëåêòðè÷íi i ìàãíiòíi ìîìåíòè). Âîíî âèÿâëÿ¹òüñÿ
çà äi¹þ íà çàðÿäæåíi òiëà.

ßêùî åëåêòðè÷íå i ìàãíiòíå ïîëå íå çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì, òî ¨õ ìîæíà
ðîçãëÿäàòè îêðåìî. Ðîçäië åëåêòðîäèíàìiêè, ÿêèé âèâ÷à¹ åëåêòðè÷íi ïîëÿ
íåðóõîìèõ çàðÿäiâ (çâè÷àéíî, öå äåÿêå íàáëèæåííÿ), íàçèâà¹òüñÿ електро-
статикою. Ïîñòiéíi ìàãíiòíi ïîëÿ äîñëiäæóþòüñÿ â мегнетизмi.

Íàïðÿìëåíiñòü äi¨ åëåêòðè÷íèõ ñèë ïîëÿ äîçâîëÿ¹ õàðàêòåðèçóâàòè ïîëå
äåÿêèì âåêòîðîì 𝐸⃗, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ напруженiстю електричного по-

ля (ñèëîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ). Âåêòîð 𝐸⃗ ¹ ôóíêöi¹þ êîîðäèíàò òî÷êè
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ó âèáðàíié ñèñòåìi âiäëiêó, òà ÷àñó, ÿêùî çàðÿäè, ùî ñòâîðþþòü öå ïîëå ¹
ðóõîìèìè, òîáòî 𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡).

Äîñëiä ïîêàçó¹, ùî ïðè çàäàíié íàïðóæåíîñòi ïîëÿ 𝐸⃗ ñèëè, ùî äiþòü
íà ðiçíi íåðóõîìi çàðÿäè, ðîçòàøîâàíi â äàíié òî÷öi ïîëÿ, ðiçíi. Òîìó òðåáà
ââàæàòè, ùî åëåêòðè÷íà ñèëà íå ðiâíà, à ïðîïîðöiéíà íàïðóæåíîñòi ïîëÿ
(íàïðóæåíiñòü � öå ñèëîâà õàðàêòåðèñòèêà åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ)

𝐹𝑒 = 𝑞 𝐸⃗. (1.1)

Ñêàëÿðíèé ìíîæíèê ïðîïîðöiéíîñòi 𝑞 ñëóæèòü ìiðîþ âåëè÷èíè електри-
чного заряду.

Òîáòî, åëåêòðè÷íèé çàðÿä � öå ôiçè÷íà âåëè÷èíà, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ çäà-
òíiñòü òië âñòóïàòè ó åëåêòðè÷íó âçà¹ìîäiþ. Ó âèðàçi (1.1) ïåðåäáà÷à¹òüñÿ,
ùî çàðÿä точковий (òîáòî, éîãî ðîçìiðàìè çà äàíèõ óìîâ ìîæíà çíåõòóâà-
òè) i ïîëå 𝐸⃗ áåðåòüñÿ â òî÷öi, äå ðîçòàøîâàíèé çàðÿä. Ñòàí òàêîãî çàðÿäó
âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ðàäióñ-âåêòîðîì 𝑟⃗ i øâèäêiñòþ 𝑣⃗ = 𝑑𝑟⃗

𝑑𝑡 ó âèáðàíié ñèñòåìi
âiäëiêó. Ñïiââiäíîøåííÿ (1.1) âèðàæà¹ принцип близькодiї äëÿ åëåêòðè-
÷íîãî ïîëÿ: âçà¹ìîäiÿ ìiæ çàðÿäàìè âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåç åëåêòðè÷íå ïîëå,
ÿêå iñíó¹ íàâêîëî êîæíîãî åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó.

Ñèëà 𝐹𝑒, ùî äi¹ íà íåðóõîìèé çàðÿä, ìîæå áóòè ÿê ïàðàëåëüíîþ äî 𝐸⃗,
òàê i àíòèïàðàëåëüíîþ äî 𝐸⃗, òîìó çàðÿäè ìîæóòü áóòè ðiçíèõ çíàêiâ.

Одиниця вимiрювання заряду (â ÑI) � кулон (Êë) � ¹ ïîõiäíîþ i
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äâi îñíîâíi îäèíèöi � ñèëó ñòðóìó i ÷àñ. Ïî âèçíà÷åííþ
îäèí êóëîí � öå çàðÿä, ùî ïðîõîäèòü çà îäíó ñåêóíäó ÷åðåç ïîïåðå÷íèé
ïåðåðiç ïðîâiäíèêà ïðè ñèëi ñòðóìó îäèí àìïåð:

1Êë = 1𝐴 · 1 𝑐 = 1𝐴 · 𝑐.

Íîñiÿìè åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ ¹ "åëåìåíòàðíi" ÷àñòèíêè òà àòîìè. Íàÿâ-
íiñòü åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó � íåâiä'¹ìíà ïðèðîäíà âëàñòèâiñòü äåÿêèõ åëå-
ìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê. Íîñiÿìè âiä'¹ìíèõ çàðÿäiâ ¹ åëåêòðîíè, à äîäàòíèõ
çàðÿäiâ � ïðîòîíè. Çàðÿä âñiõ ïðîòîíiâ îäíàêîâèé i ðiâíèé ìiíiìàëüíîìó
çàðÿäó, ÿêèé çóñòði÷à¹òüñÿ â ïðèðîäi � òàê çâàíîìó елементарному еле-
ктричному заряду 𝑒:

𝑒 = 1, 6 · 10−19Êë.

Çàðÿäè âñiõ åëåêòðîíiâ òàêîæ îäíàêîâi i çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ðiâíi
åëåìåíòàðíîìó åëåêòðè÷íîìó çàðÿäó. Çàðÿä âñiõ "åëåìåíòàðíèõ" ÷àñòèíîê
ðiâíèé ±𝑒 (êðiì êâàðêiâ), à çàðÿäè àòîìíèõ ÿäåð ðiâíi 𝑍 𝑒, äå 𝑍 � íîìåð
åëåìåíòà â ïåðiîäè÷íié ñèñòåìi åëåìåíòiâ.

×èñåëüíå çíà÷åííÿ çàðÿäó ÷àñòèíêè íå çàëåæèòü âiä ¨¨ øâèäêîñòi, òîáòî
ïåðåõiä âiä îäíî¨ iíåðöiàëüíî¨ ñèñòåìè äî iíøî¨ íå çìiíþ¹ åëåêòðè÷íîãî çà-
ðÿäó. Òàêèì ÷èíîì åëåêòðè÷íèé çàðÿä ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü
Ëîðåíöà. Â öüîìó ïîëÿãà¹ властивiсть iнварiантностi åëåêòðè÷íîãî çàðÿ-
äó. Ôàêòè÷íî iíâàðiàíòíiñòü äîâîäèòüñÿ ôàêòîì íåéòðàëüíîñòi àòîìà. Âíà-
ñëiäîê âåëèêî¨ ðiçíèöi ìiæ ìàñîþ åëåêòðîíà i ïðîòîíà, åëåêòðîíè â àòîìàõ
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ðóõàþòüñÿ íàáàãàòî øâèäøå ïðîòîíiâ. Òàêèì ÷èíîì, ÿêáè çàðÿä çàëåæàâ
âiä øâèäêîñòi, òî íåéòðàëüíiñòü àòîìà áóëà áè ïîðóøåíà.

Åëåêòðè÷íèé çàðÿä � âåëè÷èíà àäèòèâíà, òîìó çàðÿä ìàêðîñêîïi÷íî-
ãî òiëà, âèçíà÷à¹òüñÿ ñóìàðíèì çàðÿäîì åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê, ÿêi éîãî
óòâîðþþòü. Â ðåçóëüòàòi ðiçíèõ âçà¹ìîäié çàðÿä ìàêðîñêîïi÷íîãî òiëà ìîæå
çìiíþâàòèñÿ, àëå ñïðàâåäëèâèé закон збереження електричного заря-
ду � â çàìêíåíié ñèñòåìi ïðè áóäü-ÿêèõ âçà¹ìîäiÿõ òië àëãåáðà¨÷íà ñóìà
åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ âñiõ òië çàëèøà¹òüñÿ ïîñòiéíîþ:

𝑞1 + 𝑞2 + . . .+ 𝑞𝑛 = const. (1.2)

Закон Кулона (1794 ð.): äâà íåðóõîìi òî÷êîâi çàðÿäè 𝑞1 i 𝑞2 âçà¹ìî-
äiþòü iç ñèëîþ 𝐹𝑒 ïðîïîðöiéíîþ äîáóòêó çàðÿäiâ i îáåðíåíî ïðîïîðöiéíîþ
êâàäðàòó âiäñòàíi ìiæ íèìè:

𝐹 = 𝑘
𝑞1𝑞2
𝑟2

𝑟⃗ 0 = 𝑘
𝑞1𝑞2
𝑟3

𝑟⃗ (1.3)

𝑟⃗ 0 = 𝑟⃗/𝑟 � îäèíè÷íèé âåêòîð, 𝑟⃗ = 𝑟⃗1− 𝑟⃗2 � ðiçíèöÿ ðàäióñ-âåêòîðiâ òî÷êîâèõ
çàðÿäiâ 𝑞1 i 𝑞2, òîáòî |𝑟⃗| � âiäñòàíü ìiæ öèìè çàðÿäàìè. Ïðè÷îìó îäíîéìåííi
çàðÿäè âiäøòîâõóþòüñÿ (𝑞1𝑞2 > 0), à ðiçíîéìåííi � ïðèòÿãóþòüñÿ (𝑞1𝑞2 < 0).
Â ñèñòåìi ÑI êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi 𝑘 ðiâíèé

𝑘 =
1

4𝜋𝜀0
= 9 · 109 Í · ì2

Êë2
,

äå

𝜀0 = 8, 85 · 10−12 Êë2

Í · ì2

� åëåêòðè÷íà ñòàëà. Êîåôiöi¹íò 𝑘 ïîêàçó¹ ç ÿêîþ ñèëîþ âçà¹ìîäiþòü äâà
òî÷êîâi çàðÿäè âåëè÷èíîþ 1 Êë, ðîçòàøîâàíi íà âiäñòàíi 1 ì.

Çãiäíî ïðèíöèïó áëèçüêîäi¨ âçà¹ìîäiÿ çàðÿäiâ âèãëÿäà¹ òàê: çàðÿä ñòâî-
ðþ¹ åëåêòðè÷íå ïîëå, ÿêå äi¹ íà iíøèé çàðÿä, âíåñåíèé â öå ïîëå, ç ñèëîþ

𝐹12 = 𝑘
𝑞1
𝑟312

𝑟12 · 𝑞2 àáî 𝐹21 = 𝑘
𝑞2
𝑟321

𝑟⃗21 · 𝑞1. (1.4)

Â öüîìó ïîëÿãà¹ польове трактування çàêîíó Êóëîíà.
ßêùî åëåêòðè÷íèé çàðÿä çàéìà¹ äåÿêèé ñêií÷åíèé îá'¹ì 𝑉 , òî éîãî çðó-

÷íî õàðàêòåðèçóâàòè îá'¹ìíîþ ãóñòèíîþ çàðÿäó

𝜌(𝑟⃗, 𝑡) = lim
Δ𝑉→0

∆𝑞

∆𝑉
=

𝑑𝑞

𝑑𝑉
,

ÿêà ÷èñåëüíî ðiâíà âåëè÷èíi çàðÿäó â îäèíèöi îá'¹ìó. Çàðÿä â åëåìåíòi îá'¹-
ìó 𝑑𝑉 ðiâíèé 𝑑𝑞 = 𝜌 𝑑𝑉 , à ïîâíèé çàðÿä â îá'¹ìi 𝑉 îòðèìó¹ìî çàâäÿêè
àäèòèâíîñòi çàðÿäó iíòåãðóâàííÿì ïî âñüîìó îá'¹ìó

𝑞 =

∫︁
𝑉

𝜌(𝑟⃗, 𝑡) 𝑑𝑉. (1.5)
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Ñèëà, ÿêà äi¹ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi íà çàðÿä â åëåìåíòi îá'¹ìó 𝑑𝑉 , ðiâíà
𝑑𝐹𝑒 = 𝐸⃗ 𝑑𝑞 = 𝜌 𝐸⃗ 𝑑𝑉 . Ñèëà, ÿêà äi¹ íà çàðÿä â îá'¹ìi 𝑉 , îòðèìà¹ìî iíòåãðó-
âàííÿì ïî îá'¹ìó

𝐹𝑒 =

∫︁
𝑉

𝜌 𝐸⃗ 𝑑𝑉. (1.6)

Ç âèðàçó (1.1) äëÿ ñèëè, ùî äi¹ çáîêó åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ íà çàðÿä ìîæíà
çàïèñàòè

𝐸⃗ =
𝐹𝑒

𝑞
. (1.7)

Iíøèìè ñëîâàìè, íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ 𝐸⃗ ðiâíà ñèëi, ÿêà äi¹ íà
îäèíè÷íèé äîäàòíié ïðîáíèé çàðÿä. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàïðóæåíiñòü
ïîëÿ ðiçíà â ðiçíèõ òî÷êàõ. Ïîëå, íàïðóæåíiñòü ÿêîãî ó âñiõ òî÷êàõ îäíàêîâà
ÿê ïî ìîäóëþ, òàê i çà íàïðÿìêîì, íàçèâà¹òüñÿ однорiдним.

Ñêîðèñòàâøèñü âèðàçîì (1.7) òà çàêîíîì Êóëîíà (1.3), ìîæíà îá÷èñëèòè
íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ñòâîðåíîãî òî÷êîâèì çàðÿäîì 𝑞 íà âiäñòà-
íi 𝑟 âiä íüîãî:

𝐸⃗ = 𝑘
𝑞

𝑟⃗ 2

𝑟⃗

𝑟
=

𝑞

4𝜋𝜀0 𝑟⃗ 2

𝑟⃗

𝑟
(1.8)

Äëÿ íàî÷íîãî çîáðàæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ââîäÿòü ïîíÿòòÿ ïðî ñè-
ëîâi ëiíi¨ âåêòîðà 𝐸⃗. Ëiíi¨ âåêòîðà íàïðóæåíîñòi ¹ ïðîñòîðîâèìè êðèâèìè,
ïðîâåäåíèìè òàê, ùî äîòè÷íà â êîæíié ¨¨ òî÷öi íàïðÿìëåíà âçäîâæ âåêòîðà
𝐸⃗ â öié òî÷öi. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ëiíi¨ âåêòîðà 𝐸⃗ ìà¹ âèãëÿä

𝑑𝑥

𝐸𝑥
=
𝑑𝑦

𝐸𝑦
=
𝑑𝑧

𝐸𝑧
. (1.9)

Òàê ÿê ñèëîâó ëiíiþ ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç êîæíó òî÷êó ïðîñòîðó, òî ïîëå
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåñêií÷åííèì ÷èñëîì ñèëîâèõ ëiíié, îäíàê, çîáðàæàþòü
òiëüêè äåÿêi ëiíi¨. Ïîëÿ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ (äîäàòíèõ i âiä'¹ìíèõ) çàðÿäiâ
ïðåäñòàâëåíi íà ðèñ. 1.1.

+ -

Рис. 1.1
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1.2 Принцип суперпозицiї електричних полiв. Теорема

Гаусса

1. Принцип суперпозицiї електричних полiв.

2. Електричне змiщення.

3. Потiк вектора напруженостi електричного поля.

4. Теорема Гаусса (iнтегральна та диференцiальна форми).

5. Приклади застосування теореми Гаусса для знаходження напружено-
стi електричного поля деяких фiзичних об’єктiв.

Ç åêñïåðèìåíòàëüíîãî ôàêòó âåêòîðíîãî äîäàâàííÿ ñèë, ÿêi äiþòü íà
çàðÿä 𝑞0, ùî çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi 𝑟, ç áîêó iíøèõ çàðÿäiâ 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛

𝐹 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐹𝑖,

âèïëèâà¹
𝐹

𝑞0
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖

𝑞0

принцип суперпозицiї полiв: ïîëå äâîõ îáî äåêiëüêîõ çàðÿäiâ ðiâíå âå-
êòîðíié ñóìi ïîëiâ, ñòâîðåíèõ êîæíèì çàðÿäîì îêðåìî, òîáòî

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐸⃗𝑖(𝑟⃗, 𝑡) (1.10)

äå 𝐸⃗𝑖(𝑟⃗, 𝑡) � ïîëå, ñòâîðåíå 𝑖-ì çàðÿäîì â òî÷öi 𝑟⃗ â ìîìåíò 𝑡; 𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) � ðåçóëü-
òóþ÷å ïîëå â öié æå òî÷öi i â òîé æå ìîìåíò ÷àñó. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨
ôàêòè÷íî îçíà÷à¹, ùî ïðèñóòíiñòü iíøèõ åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ íå âïëèâà¹
íà ïîëå, ñòâîðåíå äàíèì çàðÿäîì.

Основною задачею електродинамiки ¹ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà 𝐸⃗ â êî-
æíié òî÷öi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ñòâîðåíîãî ñèñòåìîþ äæåðåë ïîëÿ � åëå-
êòðè÷íèõ çàðÿäiâ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i êðiì ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨
ïîëiâ, çàñòîñîâóþòü ìåòîä, ùî áàçó¹òüñÿ íà îá÷èñëåííi ïîòîêó âåêòîðà íà-
ïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ.

Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïîòîêó âåêòîðà íàïðóæåíîñòi. Ïîçíà÷èìî åëåìåíò ïëî-
ùi äåÿêî¨ ïîâåðõíi 𝜎 ç íîðìàëëþ 𝑛⃗ ÷åðåç 𝑑𝜎⃗ (ðèñ. 1.2). Ïîòiê âåêòîðà 𝐸⃗ ÷åðåç
𝑑𝜎⃗ âèçíà÷èòüñÿ ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê öèõ âåêòîðiâ:

𝑑Φ = 𝐸⃗ 𝑑𝜎⃗ = 𝐸⃗ 𝑛⃗ 𝑑𝜎 = 𝐸 cos𝛼 𝑑𝜎 = 𝐸𝑛 𝑑𝜎, (1.11)
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Рис. 1.2

äå 𝐸𝑛 � ïðîåêöiÿ âåêòîðà 𝐸⃗ íà íàïðÿìîê íîðìàëi.
Ïîòiê âåêòîðà 𝐸⃗ ÷åðåç âñþ ïîâåðõíþ 𝜎 çíàõîäÿòü iíòåãðóâàííÿì âñiõ

åëåìåíòàðíèõ ïîòîêiâ

Φ =

∫︁
𝜎

𝐸𝑛 𝑑𝜎. (1.12)

ßêùî ïîëå îäíîðiäíå 𝐸𝑛 = 𝐸 = const i ïëîñêà ïîâåðõíÿ 𝜎 ðîçòàøîâàíà
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïîëÿ, òî

Φ = 𝐸 𝜎.

ßêùî ïîëå 𝐸⃗ ñòâîðþ¹òüñÿ äåêiëüêîìà çàðÿäàìè, òî íà ïiäñòàâi (1.10)
ìà¹ìî 𝐸𝑛 =

∑︀
𝑖

𝐸𝑖 𝑛

Φ =
∑︁
𝑖

∫︁
𝜎

𝐸𝑖 𝑛 𝑑𝜎 =
∑︁
𝑖

Φ𝑖, (1.13)

òîáòî ïîòiê ðiâíîäiéíîãî ïîëÿ ÷åðåç äåÿêó ïîâåðõíþ 𝜎 ðiâíèé àëãåáðà¨÷íié
ñóìi ïîòîêiâ ïîëiâ âiä êîæíîãî çàðÿäó.

Ïîòiê Φ âåêòîðà 𝐸⃗ ÷åðåç ïîâåðõíþ 𝜎 ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ÷èñëî
ñèëîâèõ ëiíié, ùî ïðîíèçóþòü ïîâåðõíþ 𝜎. Âèáèðàþ÷è åëåìåíò ïîâåðõíi 𝑑𝜎
ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî 𝐸⃗, ç (1.11) çíàõîäèìî

𝐸 = |𝐸⃗| = 𝑑Φ

𝑑𝜎
, (1.14)

òîáòî íàïðóæåíiñòü ïîëÿ ðiâíà ÷èñëó ñèëîâèõ ëiíié, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç
îäèíèöþ ïëîùi ïîâåðõíi, ïåðïåíäèêóëÿðíî¨ äî íàïðÿìêó ïîëÿ. Çàóâàæè-
ìî, ùî ñèëîâi ëiíi¨ ñëóæàòü ëèøå äëÿ íàî÷íîãî çîáðàæåííÿ ïîëÿ, àëå íå ¹
ðåàëüíèìè îá'¹êòàìè.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîòiê ïîëÿ ÷åðåç äîâiëüíó çàìêíåíó ïîâåðõíþ 𝜎. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ïîëå ñòâîðþ¹òüñÿ òî÷êîâèìè çàðÿäàìè. Äëÿ îäíîãî òî÷êîâîãî
çàðÿäó 𝑞𝑖 ïîòiê ÷åðåç ïîâåðõíþ 𝑑𝜎, çãiäíî (1.8) i (1.11), ðiâíèé

𝑑Φ𝑖 = 𝐸⃗𝑖 · 𝑛⃗ 𝑑𝜎 =
𝑞𝑖

4𝜋𝜀0

|𝑟⃗ 0| · |𝑛⃗| · cos𝛼 𝑑𝜎
𝑟⃗ 2

=
𝑞𝑖

4𝜋𝜀0

cos𝛼 𝑑𝜎

𝑟⃗ 2
, (1.15)
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äå 𝛼 � êóò ìiæ âåêòîðîì 𝐸⃗𝑖 (ðèñ. 1.3) i íîðìàëëþ 𝑛⃗ äî åëåìåíòà ïîâåðõíi
𝑑𝜎 (íîðìàëü âèáèðà¹ìî çàâæäè çîâíiøíþ). Îñêiëüêè

n

E
a

s

ds

n

qi

dWi r

Рис. 1.3

cos𝛼 · 𝑑𝜎
𝑟⃗ 2

= 𝑑Ω𝑖,

(𝑑Ω𝑖 � åëåìåíò òiëåñíîãî êóòà, ïiä ÿêèì âèäíî ïëîùó 𝑑𝜎 ç òî÷êè, ó ÿêié
ðîçòàøîâàíî çàðÿä 𝑞𝑖), òî

𝑑Φ𝑖 =
𝑞𝑖

4𝜋𝜀0
𝑑Ω𝑖. (1.16)

Ïîòiê ÷åðåç âñþ çàìêíåíó ïîâåðõíþ ðiâíèé

Φ𝑖 =
𝑞𝑖

4𝜋𝜀0

∮︁
𝑑Ω𝑖, (1.17)

äå
∮︀
𝑑Ω𝑖 � ïîâíèé òiëåñíèé êóò, ïiä ÿêèì âèäíî ïîâåðõíþ ç òî÷êè, ó ÿêié

ðîçòàøîâàíî çàðÿä. ßêùî çàðÿä 𝑞𝑖 çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi ïîâåðõíi, òî òiëå-
ñíèé êóò, ïiä ÿêèì âèäíî âñþ çàìêíåíó ïîâåðõíþ, ðiâíèé 4𝜋 1. ßêùî çàðÿä
𝑞𝑖 çíàõîäèòüñÿ ïîçà çàìêíóòîþ ïîâåðõíåþ, òî ¨¨ âèäíî ïiä òiëåñíèì êóòîì,
ðiâíèì íóëþ. Îòæå,

∮︁
𝑑Ω𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4𝜋, ÿêùî çàðÿä 𝑞𝑖 çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi

ïîâåðõíi 𝜎,

0, ÿêùî çàðÿä 𝑞𝑖 çíàõîäèòüñÿ ïîçà
ïîâåðõíåþ 𝜎.

(1.18)

1Мiрою тiлесного кута з вершиною в центрi сфери є вiдношення площi сферичної поверхнi 𝑆, на яку

вiн спирається, до квадрата радiуса сфери 𝑟: Ω = 𝑆
𝑟2 . Повний тiлесний кут навколо точки включає сферу

цiлком, тому Ω = 4𝜋 𝑟2

𝑟2 = 4𝜋.
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Òîìó ïîòiê ÷åðåç çàìêíåíó ïîâåðõíþ

Φ𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞𝑖
𝜀0
, ÿêùî çàðÿä 𝑞𝑖 çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi

ïîâåðõíi 𝜎,

0, ÿêùî çàðÿä 𝑞𝑖 çíàõîäèòüñÿ ïîçà
ïîâåðõíåþ 𝜎.

(1.19)

Ðîçäiëèìî òåïåð âñi çàðÿäè íà äâi ãðóïè: à) çàðÿäè 𝑞𝑖, ùî çíàõîäÿòüñÿ
óñåðåäèíi çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi, á) çàðÿäè 𝑞𝑗, ùî çíàõîäÿòüñÿ ïîçà çàìêíåíîþ
ïîâåðõíåþ. Òîäi çãiäíî (1.12) ïîâíèé ïîòiê ÷åðåç çàìêíåíó ïîâåðõíþ ðiâíèé

Φ =

∮︁
𝜎

𝐸𝑛 𝑑𝜎 =
∑︁
𝑖

Φ𝑎 +
∑︁
𝑗

Φ𝑗. (1.20)

Àëå çãiäíî (1.19) âñi Φ𝑖 =
𝑞𝑖
𝜀0
, à âñi Φ𝑗 = 0. Òîìó

Φ =

∮︁
𝜎

𝐸𝑛 𝑑𝜎 =
𝑞

𝜀0
, (1.21)

àáî ∮︁
𝜎

𝐸⃗ · 𝑛⃗ 𝑑𝜎 =
𝑞

𝜀0
, (1.22)

äå 𝑞 =
∑︀
𝑖

𝑞𝑖 � ïîâíèé çàðÿä, ùî çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi.

Äëÿ íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó çàðÿäiâ ç îá'¹ìíîþ ãóñòèíîþ 𝜌(𝑟⃗) âèðàç
(1.22) ç óðàõóâàííÿì (1.5) ìà¹ âèãëÿä∮︁

𝜎

𝐸⃗ · 𝑛⃗ 𝑑𝜎 =
1

𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑟⃗) 𝑑𝑉, (1.23)

äå 𝑉 � îá'¹ì, îáìåæåíèé ïîâåðõíåþ 𝜎.
Ôîðìóëà (1.21) âèðàæà¹ теорему Гаусса: ïîòiê íàïðóæåíîñòi åëåêòðè-

÷íîãî ïîëÿ ÷åðåç äîâiëüíó çàìêíåíó ïîâåðõíþ ïðîïîðöiéíèé àëãåáðà¨÷íié
ñóìi âiëüíèõ åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ 𝑞𝑖, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ñåðåäèíi öi¹¨ ïîâåðõ-
íi. Çíàê ïîòîêó âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì ñóìàðíîãî çàðÿäó. Ïîòiê Φ õàðàêòå-
ðèçó¹ ÷èñëî ñèëîâèõ ëiíié i íå çàëåæèòü âiä ðîçìiðiâ i ôîðìè çàìêíóòî¨
ïîâåðõíi, ùî îõîïëþ¹ òî÷êîâèé çàðÿä (ïîâåðõíþ ìîæíà çðîáèòè ñêiëüêè
çàâãîäíî ìàëîþ). Îòæå, âiä ïîçèòèâíîãî çàðÿäó +𝑞 âèõîäèòü 𝑞/𝜀0, à â íåãà-
òèâíèé çàðÿä −𝑞 âõîäèòü 𝑞/𝜀0 ñèëîâèõ ëiíié.

Òåîðåìà Ãàóññà ãîâîðèòü ïðî òå, ùî äæåðåëàìè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ¹
åëåêòðè÷íi çàðÿäè. Íåþ çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëÿ çàðÿäiâ,
ðîçïîäiëåíèõ ç ñôåðè÷íîþ, öèëiíäðè÷íîþ àáî ïëîñêîþ ñèìåòði¹þ.
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Ñïiââiäíîøåííÿ (1.22) òà (1.23) ¹ iнтегральною формою òåîðåìè Ãàóññà.
Ïðè ïðîâåäåííi ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ íàáàãàòî çðó÷íiøå êîðèñòóâàòèñÿ
òåîðåìîþ Ãàóññà ó äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi. Äëÿ ¨¨ îòðèìàííÿ çàñòîñó¹ìî
äîáðå âiäîìó ç âåêòîðíîãî àíàëiçó òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî.

Òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî ("òåîðåìà ïðî äèâåðãåíöiþ") ãîâîðèòü,
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝐴⃗(𝑟⃗), âèçíà÷åíîãî â îá'¹ìi 𝑉 , ùî îáìå-
æåíèé ïîâåðõíåþ 𝜎, ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îá'¹ìíèì
iíòåãðàëîì âiä äèâåðãåíöi¨ 𝐴⃗ i ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì âiä ïðîåêöi¨ 𝐴⃗ íà
íàïðÿìîê çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi 𝜎:∮︁
𝜎

𝐴𝑛 𝑑𝜎 =

∮︁
𝜎

𝐴⃗ · 𝑛⃗ 𝑑𝜎 =

∫︁
𝑉

div 𝐴⃗ 𝑑𝑉, äå div 𝐴⃗ = ∇ 𝐴⃗ =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
.

div 𝐴⃗ âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà Ãà-
ìiëüòîíà ∇ ("íàáëà")

∇ = 𝑖⃗
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗⃗

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗

𝜕

𝜕𝑧
(1.24)

íà âåêòîð 𝐴⃗.
Òåîðåìà ïðî äèâåðãåíöiþ äîçâîëÿ¹ âèðàç (1.23) äëÿ iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè

Ãàóññà ó âèãëÿäi ∫︁
𝑉

(︂
div 𝐸⃗ − 𝜌

𝜀0

)︂
𝑑𝑉 = 0 (1.25)

äëÿ äîâiëüíîãî îá'¹ìó 𝑉 . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ðiâíèé
íóëþ, òîáòî

div 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀0
. (1.26)

Öå i ¹ диференцiальна форма òåîðåìè Ãàóññà â åëåêòðîäèíàìiöi. Ðiâíÿííÿ
(1.26) ïîêàçó¹, ùî äæåðåëîì åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ¹ çàðÿäè.

Âèùå íàìè áóëî çàçíà÷åíî, ùî "åëåìåíòàðíi" çàðÿäè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ÿê
òî÷êîâi. Àëå äëÿ çðó÷íîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ðîçãëÿäó äåÿêèõ ïèòàíü ìîæíà
ââîäèòè ãóñòèíó çàðÿäó 𝜌, ÿêà ðiâíà íóëþ ñêðiçü, îêðiì òèõ òî÷îê, â ÿêèõ
çíàõîäÿòüñÿ òî÷êîâi çàðÿäè. Ó öèõ òî÷êàõ ãóñòèíà çàðÿäó îáåðòà¹òüñÿ íà
íåñêií÷åííiñòü. Äëÿ îäíîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó 𝑞𝑖 ìîæíà çàïèñàòè

𝜌𝑖(𝑟⃗) = 𝑞𝑖 𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖), (1.27)

äå 𝑟⃗ � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ, à 𝑟⃗𝑖 = 𝑟⃗𝑖(𝑡) � ðàäèóñ-âåêòîð çà-
ðÿäó. Ôóíêöiÿ 𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖) ¹ òàê çâàíîþ невласною функцiєю Дiрака, ùî
õàðàêòåðèçó¹ òî÷êîâå äæåðåëî ïîëÿ.

Íåâëàñíà ôóíêöiÿ 𝛿(𝑥−𝑥0) îäíi¹¨ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ 𝑥 ìîæå áóòè âèçíà-
÷åíà òàêèì ÷èíîì: 𝛿(𝑥− 𝑥0) = 0 ïðè 𝑥 ̸= 𝑥0 i 𝛿(𝑥− 𝑥0) ðiâíà íåñêií÷åííîñòi
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ïðè 𝑥 = 𝑥0, ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥)

𝑏∫︁
𝑖

𝑓(𝑥)𝛿(𝑥− 𝑥0) 𝑑𝑥 =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑥0), ÿêùî 𝑎 < 𝑥0 < 𝑏,

0, ÿêùî 𝑥0 íå íàëåæèòü (𝑎, 𝑏).
(1.28)

Çîêðåìà, ïðè 𝑓(𝑥) = 1

𝑏∫︁
𝑖

𝛿(𝑥− 𝑥0) 𝑑𝑥 = 1, ÿêùî 𝑎 < 𝑥0 < 𝑏. (1.29)

Îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ. Ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

𝛿(𝑥− 𝑥0) = 𝛿(𝑥0 − 𝑥), 𝛿[𝛼(𝑥− 𝑥0)] =
1

𝛼
𝛿(𝑥− 𝑥0). (1.30)

Çìiñò öèõ ðiâíîñòåé ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ¨õ ïðàâà i ëiâà ÷àñòèíè äàþòü îäíà-
êîâi ðåçóëüòàòè, ÿêùî ¨õ çàñòîñóâàòè â ÿêîñòi ìíîæíèêà ïiä çíàêîì iíòå-
ãðóâàííÿ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè òðèâèìiðíó 𝛿-ôóíêöèþ 𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖), ðiâíó íóëþ
ñêðiçü, îêðiì òî÷êè 𝑟⃗𝑖, i òàêó, ùî iíòåãðàë çà îá'¹ìîì ðiâíèé

∫︁
𝑉

𝑓(𝑟⃗)𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖) 𝑑𝑉 =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑟⃗𝑖), ÿêùî 𝑉 ìiñòèòü òî÷êó 𝑟⃗𝑖,

0, ÿêùî 𝑉 íå ìiñòèòü òî÷êó 𝑟⃗𝑖.
(1.31)

Çîêðåìà,

∫︁
𝑉

𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖) 𝑑𝑉 =

⎧⎨⎩ 1, ÿêùî 𝑉 ìiñòèòü òî÷êó 𝑟⃗𝑖,

0, ÿêùî 𝑉 íå ìiñòèòü òî÷êó 𝑟⃗𝑖.
(1.32)

Â ÿêîñòi òàêî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà óçÿòè, íàïðèêëàä, äîáóòîê

𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖) = 𝛿(𝑥− 𝑥0) 𝛿(𝑦 − 𝑦0) 𝛿(𝑧 − 𝑧0). (1.33)

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ãóñòèíè çàðÿäó, áà÷èìî, ùî â ñèëó (1.32) ïîâíèé çàðÿä,
ÿêèé âiäïîâiäà¹ ãóñòèíi (1.27), ðiâíèé∫︁

𝑉

𝜌𝑖(𝑟⃗) 𝑑𝑉 = 𝑞𝑖

∫︁
𝑉

𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖) 𝑑𝑉 = 𝑞𝑖,

äå iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî íåñêií÷åííîìó îá'¹ìó àáî áóäü-ÿêîìó îá'¹ìó,
ùî ìiñòèòü òî÷êó 𝑟⃗𝑖.
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Ãóñòèíà çàðÿäó ñèñòåìè òî÷êîâèõ çàðÿäiâ ìîæå áóòè çàïèñàíà çà äîïî-
ìîãîþ 𝛿-ôóíêöi¨ ó ôîðìi

𝜌(𝑟⃗) =
∑︁
𝑖

𝑞𝑖𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖), (1.34)

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ çàðÿäàõ. Òîäi∫︁
𝑉

𝜌 𝑑𝑉 =
∑︁
𝑖

𝑞𝑖

¹ ñóìîþ âñiõ çàðÿäiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îá'¹ìi 𝑉 . Äëÿ òî÷êîâîãî çàðÿäó
äèôåðåíöiàëüíà òåîðåìà Ãàóññà çãiäíî (1.26) i (1.27) íàáóâà¹ âèãëÿäó

div 𝐸⃗ =
𝑞𝑖
𝜀0
𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖). (1.35)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè íàïðóæåíiñòü ïîëÿ çàðÿäó 𝑞𝑖, ÿêó çãiäíî (1.8) ìîæíà
çàïèñàòè ó ôîðìi

𝐸⃗ =
1

4𝜋𝜀0

𝑞𝑖
|𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖|3

(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖) =
𝑞𝑖

4𝜋𝜀0

𝑅⃗

𝑅3
,

äå 𝑅⃗ = 𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖, îòðèìà¹ìî ìàòåìàòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

∇ 𝑅⃗

𝑅3
= 4𝜋 𝛿(𝑅⃗), (1.36)

ÿêå âèçíà÷à¹ 𝛿-ôóíêöèþ ÷åðåç äèâåðãåíöiþ âåêòîðà
𝑅⃗

𝑅3
.

1.3 Робота електричного поля. Скалярний потенцiал

електричного поля

1. Робота по перемiщенню заряду в електростатичному полi.

2. Поняття циркуляцiї вектора напруженостi.

3. Теорема про циркуляцiю вектора (iнтегральна i диференцiальна фор-
ми).

4. Потенцiал електростатичного поля. Зв’язок напруженостi i потен-
цiалу.
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Рис. 1.4

5. Рiвняння Пуассона i Лапласа.

Åëåìåíòàðíà ðîáîòà 𝑑𝐴, ÿêó âèêîíó¹ ñèëà 𝐹 , ùî äi¹ íà òî÷êîâèé åëå-
êòðè÷íèé çàðÿä 𝑞, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi ç íàïðóæåíiñòþ
𝐸⃗ (äèâ. ðèñ. 1.4), ðiâíà

𝑑𝐴 = 𝐹 𝑑𝑙 cos(𝐹 , 𝑑𝑙) = 𝑞 𝐸 𝑑𝑙 cos(𝐸⃗, 𝑑𝑙) = 𝑞 𝐸⃗ 𝑑𝑙,

äå 𝑑𝑙 � åëåìåíòàðíå ïåðåìiùåííÿ çàðÿäó, (𝐸⃗, 𝑑𝑙) � êóò ìiæ âåêòîðàìè 𝐸⃗ i 𝑑𝑙.
Ïîâíà ðîáîòà ïðè ñêií÷åíîìó ïåðåìiùåííi çàðÿäó 𝑞 iç òî÷êè 𝐴 â òî÷êó

𝐵 ïîëÿ ðiâíà

𝐴 = 𝑞

𝐵∫︁
𝐴

𝐸 𝑑𝑙 cos(𝐸⃗, 𝑑𝑙) = 𝑞

𝐵∫︁
𝐴

𝐸⃗ 𝑑𝑙. (1.37)

Îá÷èñëèìî ðîáîòó, ÿêó âèêîíó¹ ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó 𝑞0 (1.8) ïåðåìi-
ùóþþ÷è ïðîáíèé çàðÿä 𝑞 iç òî÷êè 𝐴 â òî÷êó 𝐵. Åëåìåíòàðíà ðîáîòà áóäå
ðiâíà

𝑑𝐴 =
𝑞 𝑞0

4𝜋𝜀0 𝑟 2
𝑟⃗ 0 𝑑𝑙 =

𝑞 𝑞0
4𝜋𝜀0 𝑟 2

𝑟 0 𝑑𝑟 =
𝑞 𝑞0

4𝜋𝜀0 𝑟 2
𝑑𝑟,

äå 𝑑𝑟 = 𝑑𝑙 cos𝛼 � ïðîåêöiÿ âåêòîðà 𝑑𝑙 íà íàïðÿìîê âåêòîðà 𝑟⃗; òîäi ðîáîòà
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ íà øëÿõó 𝐴𝐵 ðiâíà

𝐴 =
𝑞 𝑞0
4𝜋𝜀0

𝐵∫︁
𝐴

𝑑𝑟

𝑟 2
=

𝑞 𝑞0
4𝜋𝜀0

(︂
− 1

𝑟𝐵
+

1

𝑟𝐴

)︂
=

𝑞 𝑞0
4𝜋𝜀0

(︂
1

𝑟𝐴
− 1

𝑟𝐵

)︂
. (1.38)

äå 𝑟𝐴 i 𝑟𝐵 � âiäñòàíi òî÷îê 𝐴 i 𝐵 äî çàðÿäó 𝑞0.
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Ðîáîòà åëåêòðè÷íèõ ñèë âiäøòîâõóâàííÿ îäíîéìåííèõ çàðÿäiâ äîäàòíà
ïðè ¨õ âiääàëåíi îäèí âiä îäíîãî i âiä'¹ìíà ïðè çáëèæåííi çàðÿäiâ. Ðîáîòà
åëåêòðè÷íèõ ñèë ïðèòÿãàííÿ ðiçíîéìåííèõ çàðÿäiâ äîäàòíà ïðè ¨õ çáëèæåí-
íi i âiä'¹ìíà ïðè âiääàëåíi çàðÿäiâ îäèí âiä îäíîãî. ßê âèäíî ç (1.38) ðîáîòà
åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïî ïåðåìiùåííþ çàðÿäó 𝑞 íå çàëåæèòü âiä ôîðìè
øëÿõó (òðà¹êòîði¨), à âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì ïîëîæåí-
íÿì çàðÿäó 𝑞.

Òàêèì ÷èíîì, ðîáîòà, ÿêó âèêîíóþòü åëåêòðè÷íi ñèëè ïðè ïåðåìiùåííi
îäèíè÷íîãî äîäàòíüîãî çàðÿäó âçäîâæ äîâiëüíîãî çàìêíåíîãî êîíòóðó 𝐿
ðiâíà íóëþ:

𝐴 = 𝑞

∮︁
𝐿

𝐸 𝑑𝑙 cos(𝐸⃗, 𝑑𝑙) = 𝑞

∮︁
𝐿

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = 0. (1.39)

Iíòåãðàë
∮︀
𝐿

𝐸⃗ 𝑑𝑙 íàçèâà¹òüñÿ циркуляцiєю напруженостi ïî çàìêíåíîìó

êîíòóðó 𝐿.
Iç ôîðìóëè (1.39) âèïëèâà¹, ùî öèðêóëÿöiÿ íàïðóæåíîñòi åëåêòðîñòàòè-

÷íîãî ïîëÿ ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó ðiâíà íóëþ∮︁
𝐿

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = 0, (1.40)

òîáòî åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå ¹ потенцiальним (éîãî ñèëîâi ëiíi¨ íå ¹ çà-
ìêíåíèìè êðèâèìè, à ïî÷èíàþòüñÿ i çàêií÷óþòüñÿ íà çàðÿäàõ).

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ Ñòîêñà, ÿêà çâ'ÿçó¹ ëiíiéíèé iíòåãðàë âiä âå-
êòîðà 𝑎⃗ ïî äîâiëüíîìó çàìêíåíîìó êîíòóðó ç ïîâåðõíåâèì iíòåãðàëîì âiä
rot 𝑎⃗:

∮︀
𝑎⃗𝑑𝑙 =

∫︀
rot 𝑎⃗ 𝑑𝜎⃗, ìîæåìî çàïèñàòè∮︁

𝐿

𝐸⃗ 𝑑𝑙 =

∫︁
𝜎

rot 𝐸⃗ 𝑑𝜎⃗ = 0, (1.41)

äå 𝜎 � äîâiëüíà ïîâåðõíÿ, îáìåæåíà êîíòóðîì 𝐿, 𝑑𝜎⃗ � âåêòîð åëåìåíòàðíî¨
ïëîùàäêè, âçÿòèé íà öié ïîâåðõíi, rot 𝑎⃗ � âåêòîð, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê
âåêòîðíèé äîáóòîê äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà Ãàìiëüòîíà (1.24) íà âåêòîð
𝑎⃗:

rot 𝑎⃗ = ∇× 𝑎⃗ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗

𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝑖⃗

(︂
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑦

− 𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑧

)︂
+ 𝑗⃗

(︂
𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑧

− 𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑥

)︂
+ 𝑘⃗

(︂
𝜕𝑎𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑎𝑥
𝜕𝑦

)︂
. (1.42)

Óìîâó (1.41) ìîæíà çàäîâîëüíèòè äëÿ áóäü-ÿêî¨ äîâiëüíî âèáðàíî¨ ïî-
âåðõíi 𝜎, ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â êîæíié òî÷öi
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ðiâíà íóëþ. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ðîòîð âåêòîðà íà-
ïðóæåíîñòi åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ðiâíèé íóëþ â êîæíié òî÷öi ïîëÿ:

rot 𝐸⃗ = 0. (1.43)

Ðiâíiñòü íóëþ ðîòîðà íàïðóæåíîñòi ¹ âiäìiííîþ ðèñîþ åëåêòðîñòàòè÷íî-
ãî ïîëÿ, ùî âèðàæà¹ éîãî ïîòåíöiàëüíiñòü.

Iç âåêòîðíîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî ðîòîð ãðàäi¹íòà ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ çàâ-
æäè ðiâíèé íóëþ

rot grad𝜙 = [∇⃗ × (∇⃗𝜙)] = [∇⃗ × ∇⃗]⏟  ⏞  
0

𝜙 = 0.

Òîìó íàïðóæåíiñòü åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ãðàäi¹íò
äåÿêî¨ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ 𝜙:

𝐸⃗ = −grad𝜙, (1.44)

äå grad𝜙 � âåêòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

grad𝜙 = ∇𝜙 ≡ 𝑖⃗
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝑗⃗

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗

𝜕𝜙

𝜕𝑧
. (1.45)

Ôóíêöiþ 𝜙 íàçèâàþòü скалярним потенцiалом електростатичного
поля. Î÷åâèäíî, ùî âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî äîâiëüíîãî ñòàëî¨. Îòæå, ïî-
òåíöiàë ìîæíà âiäðàõîâóâàòè âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïîëÿ, äëÿ ÿêî¨ éîãî çíà-
÷åííÿ ïðèéìàþòü ðiâíèì íóëþ. Ç'ÿñó¹ìî éîãî ôiçè÷íèé çìiñò. Ç âåêòîðíîãî
àíàëiçó âiäîìî, ùî ÿêùî âåêòîð 𝑎⃗ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

𝑎⃗ = grad𝜙

òî öèðêóëÿöiÿ òàêîãî âåêòîðà ðiâíà íóëþ:∮︁
grad𝜙𝑑𝑙 = 0, (1.46)

2∫︁
1

grad𝜙𝑑𝑙 = 𝜙(𝑟⃗2)− 𝜙(𝑟⃗1). (1.47)

Âåëè÷èíó

2∫︁
1

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = −
2∫︁

1

grad𝜙𝑑𝑙 = 𝜙(𝑟⃗1)− 𝜙(𝑟⃗2) = −△𝜙, (1.48)

íàçèâàþòü електрорушiйною силою àáî ЕРС.
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Ç (1.46) òà (1.44) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ óìîâà (1.40). Âðàõóâàâøè
(1.48), ðîáîòó åëåêòðè÷íèõ ñèë (1.37) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

𝐴 = 𝑞

𝐵∫︁
𝐴

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = −𝑞
𝐵∫︁

𝐴

grad𝜙𝑑𝑙 = 𝑞 (𝜙(𝑟⃗𝐴)− 𝜙(𝑟⃗𝐵)) . (1.49)

Òîáòî ðîáîòà, ñèë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ïî ïåðåìiùåííþ òî÷êîâîãî åëå-
êòðè÷íîãî çàðÿäó 𝑞, ðiâíà äîáóòêó öüîãî çàðÿäó íà рiзницю потенцiалiв â
ïî÷àòêîâié 𝐴 i êiíöåâié 𝐵 òî÷êàõ øëÿõó. ßêùî òî÷êà 𝐵 çíàõîäèòüñÿ íà íå-
ñêií÷åííîñòi, òî 𝜙(𝑟⃗𝐵) = 0. Ðîáîòà 𝐴∞ ïåðåìiùåííÿ çàðÿäó 𝑞 iç òî÷êè 𝐴 íà
íåñêií÷åííiñòü ðiâíà:

𝐴∞ = 𝑞 𝜙(𝑟⃗𝐴);

îòæå, 𝜙 = 𝐴∞/𝑞. Ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ÷èñåëüíî ðiâíèé ðîáî-
òi åëåêòðè÷íèõ ñèë ïî ïåðåìiùåííþ îäèíè÷íîãî äîäàòíüîãî çàðÿäó iç äàíî¨
òî÷êè ïîëÿ íà íåñêií÷åííiñòü. Òåïåð ñòà¹ çðîçóìiëîþ íàÿâíiñòü çíàêà ìi-
íóñ â (1.44) � âií âêàçó¹ íà òå, ùî âåêòîð 𝐸⃗ íàïðÿìëåíèé â áiê ñïàäàííÿ
ïîòåíöiàëó.

Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè äëÿ ðîáîòè (1.49) òà (1.38) çíàõîäèìî ïîòåíöiàë ïî-
ëÿ òî÷êîâîãî çàðÿäó 𝑞0

𝜙(𝑟⃗) =
𝑞0

4𝜋𝜀0 𝑟
, (1.50)

äå 𝑟 � ðàäióñ-âåêòîð, ïðîâåäåíèé iç òî÷êè, â ÿêié çíàõîäèòüñÿ çàðÿä 𝑞0, â
òî÷êó, äëÿ ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ 𝜙.

Âçÿâøè ãðàäi¹íò âiä âèðàçó (1.50) òà ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì
(1.44), çíàéäåìî âiäîìó âæå íàì íàïðóæåíiñòü ïîëÿ òî÷êîâîãî çàðÿäó (1.8)2:

𝐸⃗ = − 𝑞0
4𝜋𝜀0

grad

(︂
1

𝑟

)︂
=

𝑞

4𝜋𝜀0 𝑟 2

𝑟⃗

𝑟
.

Íåõàé ïîëå ñòâîðþ¹òüñÿ ñèñòåìîþ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ 𝑞𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛),
ðîçòàøîâàíèõ â òî÷êàõ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðàäióñ-âåêòîðàìè 𝑟⃗ ′

𝑖. Òîäi çãiäíî
ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨ ïîòåíöiàë ïîëÿ, â òî÷öi ç ðàäióñ-âåêòîðîì 𝑟⃗, ðiâíèé

𝜙(𝑟⃗) =
1

4𝜋𝜀0

∑︁
𝑖

𝑞𝑖
|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′

𝑖|
. (1.51)

ßêùî çàðÿä, ùî ñòâîðþ¹ ïîëå, ðîçïîäiëåíèé â ïðîñòîði ç ãóñòèíîþ 𝜌 =
𝜌(𝑟⃗ ′), òî îá÷èñëåííÿ ïîòåíöiàëà ïîëÿ ìîæíà ïðîâîäèòè çà ôîðìóëîþ:

𝜙(𝑟⃗) =
1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑟⃗ ′) 𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
. (1.52)

2grad
(︀
1
𝑟

)︀
= − 1

𝑟2 grad 𝑟 = − 1
𝑟2

𝑟⃗
𝑟
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Ñóêóïíiñòü òî÷îê â åëåêòðîñòàòè÷íîìó ïîëi, ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé ïî-
òåíöiàë, óòâîðþþòü еквiпотенцiальну поверхню.

Âèðàçèâøè ó ôîðìóëi (1.26), ùî ¹ äèôåðåíöiàëüíîþ ôîðìîþ òåîðåìè
Ãàóññà, íàïðóæåíiñòü ïîëÿ ÷åðåç ïîòåíöiàë âiäïîâiäíî äî (1.44), îòðèìà¹ìî

div grad𝜙 = − 𝜌

𝜀0
. (1.53)

Ç âåêòîðíîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî

div grad𝜙 = (∇∇)𝜙 = △𝜙 =

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝜙, (1.54)

äå △ � îïåðàòîð Лапласа. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

△𝜙 = − 𝜌

𝜀0
, (1.55)

ÿêå íàçèâàþòü рiвнянням Пуассона. Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi öå ðiâíÿííÿ
ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä: (︂

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑧2

)︂
= − 𝜌

𝜀0
. (1.56)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.55) ìà¹ âèãëÿä âèðàçó (1.52)

𝜙(𝑟⃗) =
1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑟⃗ ′) 𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
=

1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′) 𝑑𝑥 ′𝑑𝑦 ′𝑑𝑧 ′√︀
(𝑥− 𝑥 ′)2 + (𝑦 − 𝑦 ′)2 + (𝑧 − 𝑧 ′)2

,

(1.57)
äå (𝑥, 𝑦, 𝑧) � êîîðäèíàòè òî÷êè â ÿêié çíàõîäÿòü çíà÷åííÿ ïîòåí-
öiàëó 𝜙, à (𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′) � çìiííi iíòåãðóâàííÿ. Âåëè÷èíà |𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′| =√︀
(𝑥− 𝑥 ′)2 + (𝑦 − 𝑦 ′)2 + (𝑧 − 𝑧 ′)2 ¹ âiäñòàííþ âiä òî÷êè 𝑟⃗ ′ äî 𝑟⃗.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (1.57) ó (1.55), ìîæíà ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äàíèé âèðàç

äëÿ ïîòåíöiàëó äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà:

△𝜙 = △ 1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′) 𝑑𝑥 ′𝑑𝑦 ′𝑑𝑧 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

=
1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′) 𝑑𝑉 ′△ 1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

= − 4𝜋

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌(𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′)𝛿(𝑥− 𝑥 ′)𝛿(𝑦 − 𝑦 ′)𝛿(𝑧 − 𝑧 ′) 𝑑𝑥 ′𝑑𝑦 ′𝑑𝑧 ′

= − 1

𝜀0
𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧). (1.58)
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Ïðè öüîìó ìè ñêîðèñòàëèñÿ âëàñòèâîñòÿìè 𝛿-ôóíêöi¨ òà ñïiââiäíîøåííÿì

△ 1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
= −4𝜋 𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′).

Îïåðàòîð △ îçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà êîîðäèíàòàìè 𝑟⃗ i ìîæå áóòè âíå-
ñåíèé ïiä çíàê iíòåãðóâàííÿ çà êîîðäèíàòàìè 𝑟⃗ ′.

Òàêèì ÷èíîì, çíàþ÷è ðîçïîäië ãóñòèíè çàðÿäó â ïðîñòîði 𝜌(𝑥 ′, 𝑦 ′, 𝑧 ′) i
iíòåãðóþ÷è ïî âñüîìó ïðîñòîðó, ìîæíà çíàéòè çíà÷åííÿ 𝜙 â áóäü-ÿêié òî÷öi
(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà äîçâîëÿ¹ çà çàäàíèì ðîçïîäiëîì çàðÿäiâ ó ïðîñòîði
(çà ôóíêöi¹þ 𝜌) çíàéòè ïîòåíöiàë â êîæíié òî÷öi ïîëÿ. Çíàþ÷è 𝜙, ìîæíà
çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (1.44) âèçíà÷èòè 𝐸⃗.

Äëÿ òî÷îê ïîëÿ, â êîòðèõ 𝜌 = 0, ðiâíÿííÿ (1.55) íàáóâà¹ âèãëÿäó

△𝜙 = 0. (1.59)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1.59) íàçèâà¹òüñÿ рiвнянням Лапласа.
Íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ôiçè÷íå çíà÷åííÿ ìà¹ ëèøå íàïðóæåíiñòü ïîëÿ

𝐸⃗. Ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë ¹ ëèøå äîïîìiæíîþ âåëè÷èíîþ, õî÷à i äîñèòü çðó-
÷íîþ. Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó â åëåêòðîñòàòèöi âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî ïî-
ñòiéíî¨ âåëè÷èíè: äîäàþ÷è äî ïîòåíöiàëó 𝜙 äîâiëüíó ïîñòiéíó 𝑎, ìè ïðèõîäè-
ìî äî ïîòåíöiàëó 𝜙′ = 𝜙+ 𝑎, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïîëþ 𝐸⃗ = −grad𝜙′ = −grad𝜙.
Òàêèì ÷èíîì, iç-çà íåïîâíî¨ âèçíà÷åíîñòi ïîòåíöiàëó íå ìà¹ çìiñòó ãîâîðèòè
ïðî ÷èñëîâå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó 𝜙 â äàíié òî÷öi ïîëÿ.
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2 СТАЦIОНАРНЕ МАГНIТНЕ ПОЛЕ

2.1 Сила i густина електричного струму. Рiвняння не-

перервностi

Äî òåïåð ìè äîñëiäæóâàëè ïîëå íåðóõîìèõ åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ. Äà-
ëi ïåðåõîäèìî äî ðîçãëÿäó áiëüø ñêëàäíîãî âèïàäêó ïîëiâ ðóõîìèõ çàðÿ-
äiâ. Ðóõ åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ â ïðîñòîði ïðèâîäèòü äî ïåðåíåñåííÿ çàðÿäó,
ÿêå íàçèâàþòü електричним струмом, àáî ïðîñòî ñòðóìîì. Åëåêòðè÷íèé
ñòðóì áóäåìî õàðàêòåðèçóâàòè вектор густини струму 𝑗⃗(𝑟⃗, 𝑡), ÿêèé âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

𝑗⃗ =
∑︁
𝑖

𝑞𝑖𝑣⃗𝑖 𝛿(𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑖), (2.1)

äå 𝑞𝑖 � âåëè÷èíà çàðÿäó, à 𝑣⃗𝑖 � âåêòîð øâèäêîñòi 𝑖-ãî çàðÿäó. Ïiäñóìîâóâàííÿ
âåäåòüñÿ ïî âñiõ çàðÿäàõ, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 â îäèíè÷íîìó
îá'¹ìi, ùî îòî÷ó¹ òî÷êó 𝑟⃗.

Ïðè íåïåðåðâíîìó ðîçïîäiëi çàðÿäó ãóñòèíó ñòðóìó ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi

𝑗⃗ = 𝜌𝑣⃗. (2.2)

Âåêòîð ãóñòèíè ñòðóìó âèçíà÷à¹ âåëè÷èíó çàðÿäó, ùî ïðîõîäèòü çà îäèíè-
öþ ÷àñó ÷åðåç îäèíèöþ ïëîùi, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî íàïðÿìêó ðóõó åëåêòðè-
÷íèõ çàðÿäiâ, ùî çíàõîäèòüñÿ â ìîìåíò ÷àñó 𝑡 â òî÷öi 𝑟⃗.

Çíà÷åííÿ ôóíêöié 𝜌 i 𝑣⃗, òîáòî ãóñòèíè çàðÿäó i øâèäêîñòi éîãî ïåðå-
ìiùåííÿ, íå ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè, âîíè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâàì
çàêîíó çáåðåæåííÿ çàðÿäó.

Ðîçãëÿíåìî çàìêíóòó ïîâåðõíþ, âñåðåäèíó ÿêî¨ ïîìiùåíî äåÿêèé çàðÿä

𝑞 =
∫︀
𝜌 𝑑𝑉 , i çíàéäåìî ïîõiäíó − 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝜌 𝑑𝑉 . Òóò iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ çà

îá'¹ìîì 𝑉 , îáìåæåíèì ïîâåðõíåþ 𝜎. Âåëè÷èíà ïîõiäíî¨ (âçÿòà iç çíàêîì
ìiíóñ) ïðåäñòàâëÿ¹ çìåíøåííÿ çàðÿäó, îáìåæåíîãî ïîâåðõíåþ 𝜎, çà îäèíèöþ
÷àñó. Îñêiëüêè åëåêòðè÷íi çàðÿäè íå çíèêàþòü i íå âèíèêàþòü çíîâó, òî
çìåíøåííÿ çàðÿäó â îá'¹ìi 𝑉 ðiâíå ïîòîêó çàðÿäó, ùî âèõîäèòü çà 1 ñåêóíäó
÷åðåç ïîâåðõíþ 𝜎, ÿêà îõîïëþ¹ öåé îá'¹ì. Îòæå, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

− 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝜌 𝑑𝑉 =

∮︁
𝜌 𝑣⃗𝑑𝜎⃗ =

∮︁
𝑗⃗ 𝑑𝜎⃗ =

∮︁
𝑗⃗𝑛 𝑑𝜎, (2.3)

äå 𝑛⃗ � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî åëåìåíòà ïîâåðõíi 𝑑𝜎.
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî òà ïåðåõîäÿ÷è â

îñòàííüîìó iíòåãðàëi äî iíòåãðóâàííÿ çà îá'¹ìîì, îòðèìó¹ìî

− 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝜌 𝑑𝑉 =

∫︁
div(𝜌 𝑣⃗)𝑑𝑉.
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Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê íåçàëåæíèõ îïåðàöié iíòåãðóâàííÿ çà îá'¹ìîì i äèôå-
ðåíöiþâàííÿ çà ÷àñîì, ìà¹ìî

−
∫︁
𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑉 =

∫︁
div(𝜌 𝑣⃗)𝑑𝑉.

Çâàæàþ÷è íà äîâiëüíiñòü îá'¹ìó iíòåãðóâàííÿ, îñòàííÿ ðiâíiñòü äà¹

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌 𝑣⃗) = 0.

àáî
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div 𝑗⃗ = 0. (2.4)

Ôîðìóëà (2.4), ùî ¹ ìàòåìàòè÷íèé âèðàçîì çàêîíó çáåðåæåííÿ çàðÿäó,
íîñÿòü íàçâó рiвняння неперервностi.

Ïðè ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñàõ, êîëè ðîçïîäië ãóñòèíè çàðÿäó íå çìiíþ¹òüñÿ
ç ÷àñîì, ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi äà¹:

div 𝑗⃗ = 0. (2.5)

Ðiâíiñòü (2.5) ïîêàçó¹, ùî ïðè ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñàõ âåêòîð ãóñòèíè ñòðó-
ìó ìà¹ ñîëåíî¨äàëüíèé õàðàêòåð. Òðà¹êòîði¨ ðóõîìèõ çàðÿäiâ ¹ çàìêíóòèìè,
à âåêòîðíi ëiíi¨ âåêòîðà 𝑗⃗ óòâîðþþòü çàìêíóòi òðóáêè ñòðóìó, ÿêi íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ.

Íàäàëi ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîíÿòòÿì ïîâíîãî ñòðóìó 𝐼 ÷åðåç ïî-
âåðõíþ 𝜎. Çà âèçíà÷åííÿì

𝐼 =

∫︁
𝜎

𝑗⃗ 𝑑𝜎⃗ =

∫︁
𝜎

𝑗⃗ · 𝑛⃗ 𝑑𝜎 =

∫︁
𝜎

𝑗⃗𝑛 𝑑𝜎, (2.6)

äå iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî ïîâåðõíi 𝜎, 𝑛⃗ � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨
íîðìàëi äî åëåìåíòà ïîâåðõíi 𝑑𝜎. Ñòðóì 𝐼 äà¹ âåëè÷èíó ïîâíîãî çàðÿäó, ùî
ïðîõîäèòü çà 1 ñåêóíäó ÷åðåç ïîâåðõíþ 𝜎.

2.2 Магнiтне поле провiдника iз струмом

Ïîëå ðóõîìèõ çàðÿäiâ ìè áóäåìî íàçèâàòè електромагнiтним полем.
Âëàñòèâîñòi åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ¹ çíà÷íî ñêëàäíiøèìè çà âëàñòèâî-
ñòi åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ. Âñòàíîâëåííÿ îñíîâíèõ çàêîíîìiðíîñòåé, ùî
âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëiâ, áóëî ÷àñòêîâî ðåçóëüòàòîì
åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèâ÷åííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ ÿâèù (Åðñòåä, Àìïåð, Îì
i Ôàðàäåé), òà ÷àñòêîâî ðåçóëüòàòîì òåîðåòè÷íîãî ïåðåäáà÷åííÿ (Ìàêñâåë),
ÿêå ëèøå ïiçíiøå áóëî ïiäòâåðäæåíî íà äîñëiäi (Ãåðö).

Ðîçãëÿíåìî ðóõ äåÿêî¨ ñóêóïíîñòi çàðÿäiâ óçäîâæ òðóáêè àáî êîíòóðà
𝑙, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ. Iíøèìè ñëîâàìè, ïðèïóñòèìî,
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ùî â äåÿêîìó êîíòóði ïðîõîäèòü åëåêòðè÷íèé ñòðóì, ãóñòèíà ÿêîãî 𝑗⃗ íå
çàëåæèòü âiä ÷àñó. Íà ïðàêòèöi åëåêòðè÷íèé ñòðóì íàéïðîñòiøå ñòâîðèòè
â ìåòàëåâèõ ïðîâiäíèêàõ. Ïðîòå, îñêiëüêè ìè íå òîðêà¹ìîñÿ ðóõó çàðÿäiâ
â ìàòåðiàëüíèõ ñåðåäîâèùàõ, òî ïiä êîíòóðîì iç ñòðóìîì ðîçóìiòèìåìî äå-
ÿêó óÿâíó ïîâåðõíþ � òðóáêó, ùî îõîïëþ¹ ñóêóïíiñòü êðèâèõ � òðà¹êòîðié
çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, ùî ðóõàþòüñÿ ó âàêóóìi.

Ðîçòàøó¹ìî ïîáëèçó êîíòóðà ç ïîñòiéíèì ñòðóìîì ïðîáíèé çàðÿä. Íàñ
íå áóäå öiêàâèòè äiÿ êîíòóðà iç ñòðóìîì íà íåðóõîìèé ïðîáíèé çàðÿä 𝑞.
Íîâi ôàêòè âèÿâëÿþòüñÿ, ÿêùî ïðîáíèé çàðÿä ðóõà¹òüñÿ ïî âiäíîøåííþ äî
êîíòóðà çi ñòðóìîì ç äåÿêîþ øâèäêiñòþ 𝑣⃗. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñàìå ðóõîìèé
ïðîáíèé çàðÿä äîçâîëÿ¹ âèÿâèòè ïîëå, íåðîçðèâíî ïîâ'ÿçàíå iç ðóõîìèìè
çàðÿäàìè â êîíòóði iç ñòðóìîì, i âiäìiííå ïî ñâî¹ìó õàðàêòåðó âiä åëå-
êòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ. Öå ïîëå îòðèìàëî íàçâó магнiтного поля. Öÿ íàçâà
ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî àíàëîãi÷íå ïîëå ñòâîðþþòü ïîñòiéíi ìàãíiòè.

Ìàãíiòíå ïîëå, ÿê i åëåêòðîñòàòè÷íå, ìà¹ âåêòîðíèé õàðàêòåð. Âîíî õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ äåÿêèì âåêòîðîì 𝐻⃗, ùî íàçèâà¹òüñÿ напруженiстю ма-

гнiтного поля àáî, êîðîòêî, магнiтним полем (𝐻⃗ =
𝐵⃗

𝜇𝜇0
, äå 𝐵⃗ � вектор

iндукцiї магнiтного поля, 𝜇0 = 4𝜋 · 10−7 Ãí/ì � магнiтна постiйна, 𝜇
� ìàãíiòíà ïðîíèêíiñòü ðå÷îâèíè; äëÿ âàêóóìó 𝜇 = 1). Ç äîñëiäó âèïëè-
âà¹, ùî äëÿ iíäóêöi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâèé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨:
𝐵⃗ =

∑︀
𝑖

𝐵⃗𝑖.

Åêñïåðèìåíòàëüíî âñòàíîâëåíî, ùî íà ïðîáíèé çàðÿä ó ìàãíiòíîìó ïîëi
äi¹ ñèëà

𝐹 = 𝜇𝜇0𝑞[𝑣⃗ 𝐻⃗] = 𝑞[𝑣⃗ 𝐵⃗]; 𝐹 = 𝜇𝜇0𝑞 𝑣 𝐻 sin(𝑣⃗, 𝐻⃗) = 𝑞 𝑣 𝐵 sin(𝑣⃗, 𝐵⃗). (2.7)

Öÿ ñèëà îòðèìàëà íàçâó сили Лоренца.
ßê âèäíî ç ôîðìóëè (2.7), ñèëà Ëîðåíöà ïåðïåíäèêóëÿðíà ÿê äî øâèä-

êîñòi ïðîáíîãî çàðÿäó 𝑣⃗, òàê i âåêòîðà 𝐻⃗, i óòâîðþ¹ ç íèìè ïðàâî âèíòîâó
ñèñòåìó.

ßê i äëÿ âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ââåäåìî îñíîâíó õàðàêòåðèñòèêó ìà-

ãíiòíîãî ïîëÿ � iíòåãðàë

∮︁
𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙 =

∮︁
𝐿

𝐻𝑑𝑙 cos(𝐻⃗, 𝑑𝑙), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ цир-

куляцiєю вектора 𝐻⃗ напруженостi магнiтного поля вздовж замкну-

того контуру 𝐿, äå 𝑑𝑙 � åëåìåíò äîâæèíè êîíòóðà ó íàïðÿìêó éîãî îáõîäó.
Äîñëiäæåííÿ ìàãíiòíèõ ïîëiâ ïîñòiéíèõ ñòðóìiâ ïîêàçàëî, ùî öèðêóëÿ-

öi¹þ âåêòîðà 𝐻⃗ ðiâíà∮︁
𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙 = 𝐼 àáî

∮︁
𝐿

𝐵⃗𝑑𝑙 = 𝜇0𝐼, 𝜇 = 1, (2.8)

äå 𝐼 =

∫︁
𝜎0

𝑗⃗ 𝑑𝜎0 � ïîâíèé ñòðóì, ùî ïðîõîäèòü çà 1 ñåêóíäó ÷åðåç ïåðåðiç 𝜎0
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êîíòóðà (òðóáêè) iç ñòðóìîì.
Ôîðìóëà (2.8) ïîêàçó¹, ùî öèðêóëÿöiÿ âåêòîðà 𝐻⃗ âiäìiííà âiä íóëÿ òiëü-

êè â òàêîìó êîíòóði, ÿêèé îõîïëþ¹ òðóáêó iç ñòðóìîì. Ó ïðîñòîìó âèïàäêó
ïðÿìîëiíiéíîãî êîíòóðà iç ñòðóìîì (àáî ïðÿìîëiíiéíî¨ äiëÿíêè êîíòóðà)
âåêòîðíi лiнiї напруженостi магнiтного поля óòâîðþþòü ñèñòåìó êîí-
öåíòðè÷íèõ êië, ùî îõîïëþþòü êîíòóð (ðèñ. 2.1). Â êîæíié òî÷öi ëiíié âå-
êòîð íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ 𝐻⃗ äîòè÷íèé äî íèõ. Îäèíèöþ ïëîùi,

j

H

Рис. 2.1

ïåðïåíäèêóëÿðíî¨ äî âåêòîðà 𝐻⃗, ìà¹ ïðîíèçóâàòè êiëüêiñòü ëiíié íàïðó-
æåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî äîðiâíþ¹ |𝐻⃗|. Êiëüêiñòü ëiíié íàïðóæåíîñòi
ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ÿêi ïðîíèçóþòü ïîâåðõíþ 𝑆, íàçèâàþòü магнiтним по-
током êðiçü öþ ïîâåðõíþ i ïîçíà÷àþòü ëiòåðîþ Φ. Éîãî îá÷èñëþþòü çà
äîïîìîãîþ ôîðìóëè (äèâ. òàêîæ (1.11))

Φ =

∫︁
𝑆

𝐻⃗ 𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆

𝐻⃗ 𝑛⃗ 𝑑𝑆 =

∫︁
𝑆

𝐻𝑛 𝑑𝑆 =

∫︁
𝑆

𝐻 cos𝛼 𝑑𝑆 =

∫︁
𝑆

𝐻 𝑑𝑆𝑛. (2.9)

Ó ðàçi îäíîðiäíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ìàãíiòíèé ïîòiê êðiçü ïëîùó ïîâåðõíi
𝑆, ïåðïåíäèêóëÿðíî¨ äî íàïðÿìó ìàãíiòíîãî ïîëÿ,

Φ = 𝐻𝑆. (2.10)

Ó ñèñòåìi SI îäèíèöþ ìàãíiòíîãî ïîòîêó íàçèâàþòü Вебер (1 Âá).
Âåëè÷èíà öèðêóëÿöi¨ âåêòîðà 𝐻⃗ ïðîïîðöiéíà ïîâíîìó ñòðóìó â êîíòóði.

Ôîðìóëà (2.8) âèðàæà¹ закон Ерстеда, ùî âñòàíîâèâ â 1820-26 ðð. çâ'ÿçîê
ìiæ åëåêòðè÷íèì ñòðóìîì i ìàãíiòíèìè ÿâèùàìè.

ßê i â åëåêòðîñòàòèöi, äîñëiä ïðèâîäèòü äî iíòåãðàëüíîãî ñïiââiäíîøåí-
íÿ ìiæ õàðàêòåðèñòèêîþ çàðÿäiâ (ñòðóìîì 𝐼) i ïîëåì 𝐻⃗. Äëÿ îòðèìàííÿ äè-
ôåðåíöiàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ çàìiíèìî ó âèðàçi äëÿ ïîâíîãî ñòðóìó
ïîâåðõíþ iíòåãðóâàííÿ 𝜎0 äîâiëüíîþ ïîâåðõíåþ 𝜎, ÿêà îáìåæåíà êîíòóðîì
iç ñòðóìîì. Ãóñòèíà ñòðóìó 𝑗⃗ âiäìiííà âiä íóëÿ òiëüêè ïðè iíòåãðóâàííi ïî
ïåðåðiçó òðóáêè iç ñòðóìîì 𝜎0. Ïîçà öèì ïåðåðiçîì ãóñòèíà ñòðóìó ðiâíà
íóëþ, òàê ùî ìîæíà íàïèñàòè:

𝐼 =

∫︁
𝜎0

𝑗⃗ 𝑑𝜎0 =

∫︁
𝜎

𝑗⃗ 𝑑𝜎⃗.
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Òîäi ìà¹ìî ∮︁
𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙 =

∫︁
𝜎

𝑗⃗ 𝑑𝜎⃗. (2.11)

Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ñòîêñà, çíàõîäèìî∮︁
𝜎

rot 𝐻⃗ 𝑑𝜎⃗ =

∫︁
𝜎

𝑗⃗ 𝑑𝜎⃗, (2.12)

çâiäêè, çâàæàþ÷è íà äîâiëüíiñòü ïîâåðõíi 𝜎, âèïëèâà¹:

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗. (2.13)

Ìè áà÷èìî, ùî ìàãíiòíå ïîëå ìà¹ âèõðîâèé õàðàêòåð (çàìêíåíiñòü ñèëî-
âèõ ëiíié). Ðiâíÿííÿ (2.13) âèçíà÷à¹ âèõîðè ìàãíiòíîãî ïîëÿ â êîæíié òî÷öi
ïðîñòîðó çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ ãóñòèíè ñòðóìó 𝑗⃗ â êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó.

Ðiâíÿííÿ (2.13) óçãîäæó¹òüñÿ iç ñòàöiîíàðíèì ðiâíÿííÿì íåïåðåðâíîñòi
(2.5) i òîìó ¹ âíóòðiøíüî íåñóïåðå÷ëèâèì. Äiéñíî, îá÷èñëèâøè äèâåðãåíöiþ
âiä îáîõ ÷àñòèí (2.13) 3, ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

div rot 𝐻⃗ = div⃗𝑗 = 0. (2.14)

Ôîðìóëà (2.13) ïîêàçó¹, ùî ðóõ åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ íåðîçðèâíî ïîâ'ÿçàíèé
ç ìàãíiòíèì ïîëåì àáî, ÿê íå çîâñiì òî÷íî ãîâîðÿòü, ðóõ çàðÿäiâ ïîðîäæó¹
ìàãíiòíå ïîëå.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ íåîáõiäíî çíàòè äðóãó éî-
ãî äèôåðåíöiàëüíó õàðàêòåðèñòèêó � div 𝐻⃗. Äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ ðîçãëÿíåìî

ïîòiê âåêòîðà 𝐻⃗ ÷åðåç äîâiëüíó çàìêíóòó ïîâåðõíþ

∮︁
𝐻⃗ 𝑑𝜎⃗. Åêñïåðèìåí-

òàëüíå âèâ÷åííÿ ðîçïîäiëó ìàãíiòíèõ ïîëiâ ïîñòiéíèõ ñòðóìiâ ïîêàçó¹, ùî
ìàãíiòíi ïîëÿ çàâæäè ìàþòü ÷èñòî ñîëåíî¨äàëüíèé õàðàêòåð 4 i∮︁

𝐻⃗ 𝑑𝜎⃗ = 0. (2.15)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñüêîãî, îòðèìó¹ìî∮︁
𝐻⃗ 𝑑𝜎⃗ =

∫︁
div 𝐻⃗ 𝑑𝑉 = 0 (2.16)

àáî çâàæàþ÷è íà äîâiëüíiñòü îá'¹ìó iíòåãðóâàííÿ

div 𝐻⃗ = 0. (2.17)

3З властивостей мiшаного добутку випливає, що div rot 𝑎⃗ = ∇[∇ 𝑎⃗] = 𝑎⃗[∇∇] = 0.
4div 𝑎⃗ представляє потiк вектора 𝑎⃗(𝑟) через нескiнченно малу поверхню, що оточує дану точку поля

𝑟, вiднесений до одиницi об’єму. Векторне поле називається соленоїдальним, якщо в кожнiй точцi поля

div 𝑎⃗ = 0. В тих точках поля, де div 𝑎⃗ ̸= 0, є джерела (div 𝑎⃗ > 0) або стоки (div 𝑎⃗ < 0) поля.
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Òàêèì ÷èíîì, äæåðåëà i ñòîêè ó ìàãíiòíîãî ïîëÿ âiäñóòíi (âiäñóòíiñòü ìà-
ãíiòíèõ çàðÿäiâ). Ëiíi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ çàâæäè çàìêíóòi àáî éäóòü íà íå-
ñêií÷åííiñòü.

Ðiâíÿííÿ (2.13) i (2.17) ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü ìàãíiòíå ïîëå ïîñòiéíèõ
ñòðóìiâ. Ìàãíiòíå ïîëå ïîñòiéíèõ ñòðóìiâ, ÿê i åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå, âîëî-
äi¹ àäèòèâíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Öå âèïëèâà¹ ç ëiíiéíîãî õàðàêòåðó ðiâíÿíü
ïîëÿ (2.13) i (2.17). Ìàãíiòíå i åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëÿ ¹ íåçàëåæíèìè îäèí
âiä îäíîãî. Áóäü-ÿêå åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå (ïðè äàíîìó ðîçïîäiëi ðóõîìèõ
çàðÿäiâ) íå âïëèâà¹ íà ìàãíiòíå ïîëå îñòàííiõ.

2.3 Векторний потенцiал магнiтного поля

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðiâíÿííÿ (2.17). Ó âåêòîðíîìó àíàëiçi äîâîäèòüñÿ, ùî
äèâåðãåíöiÿ âiä ðîòîðà âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨ (äèâ. çíîñêó 3) çàâæäè ðiâíà íó-
ëþ. Òîìó íàïðóæåíiñòü ìàãíiòíîãî ïîëÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ðîòîð äåÿêî¨
âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨ 𝐴⃗:

𝐻⃗ = rot 𝐴⃗ = [∇ 𝐴⃗]. (2.18)

Ôóíêöiþ 𝐴⃗ íàçèâàþòü векторним потенцiалом магнiтного поля.
Âåêòîðíèé ïîòåíöiàë, ÿê i ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë 𝜙, âèçíà÷à¹òüñÿ íåîäíî-

çíà÷íî. Îñêiëüêè ðîòîð ãðàäi¹íòà áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ðiâíèé íóëþ, òî äîäà-
âàííÿ äî âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó âåëè÷èíè grad𝜓 = ∇𝜓 (𝜓 � äîâiëüíà ôóí-
êöiÿ) íå çìiíþ¹ çíà÷åííÿ [∇ 𝐴⃗], òîáòî 𝐻⃗. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî 𝐴⃗ ¹ âåêòîðíèì
ïîòåíöiàëîì, ùî âiäïîâiäà¹ äàíîìó ìàãíiòíîìó ïîëþ, òî i ôóíêöiÿ

𝐴⃗′ = 𝐴⃗+∇𝜓 (2.19)

òàêîæ áóäå âåêòîðíèì ïîòåíöiàëîì äàíîãî ïîëÿ.
Âëàñòèâiñòü (2.19) äîçâîëÿ¹ âèáèðàòè ïîòåíöiàë íàéáiëüø çðó÷íèì ÷è-

íîì, íàïðèêëàä, íàêëàäàòè ïåâíi óìîâè íà äèâåðãåíöiþ 𝐴⃗. Äiéñíî, ç (2.19)
âèïëèâà¹, ùî

div 𝐴⃗′ = div 𝐴⃗+ div(grad𝜓) = div 𝐴⃗+△𝜓, (2.20)

òàê ùî ïiäáîðîì 𝜓 ìîæíà íàäàòè div 𝐴⃗′ áóäü-ÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî çíà-
÷åííÿ. Ïðè ðîçãëÿäi ñòàöiîíàðíèõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ ìè áóäåìî âèáèðàòè 𝜓
òàê, ùîá

div 𝐴⃗ = ∇ 𝐴⃗ = 0. (2.21)

Ïiäñòàâèìî ó ôîðìóëó (2.13) çàìiñòü 𝐻⃗ ðîòîð 𝐴⃗ (äèâ. (2.18)):

rot(rot 𝐴⃗) = [∇[∇ 𝐴⃗]] = 𝑗⃗.

Âiäîìî ùî [∇[∇ 𝐴⃗]] = ∇(∇ 𝐴⃗) − △𝐴⃗. Ïîêëàâøè, ÿê áóëî äîìîâëåíî (äèâ.
(2.21)), div 𝐴⃗ = 0, îòðèìà¹ìî äëÿ 𝐴⃗ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

△𝐴⃗ = −𝑗⃗. (2.22)
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Öå âåêòîðíå ðiâíÿííÿ åêâiâàëåíòíå òðüîì ñêàëÿðíèì ðiâíÿííÿì:

△𝐴𝑘 = −𝑗𝑘, (𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧), (2.23)

êîæíå ç ÿêèõ àíàëîãi÷íà ðiâíÿííþ Ïóàññîíà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó 𝜙
(äèâ. (1.55)). Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ðiâíÿííÿ (1.55) i (2.23) òîòîæíi.
Îòæå, çàìiíèâøè â ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.55) 𝜙 íà 𝐴𝑘, à 𝜌 íà 𝑗𝑘, ìè îòðèìà-
¹ìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.23). Âçÿâøè äî óâàãè ôîðìóëó (1.52), îòðèìà¹ìî

𝐴𝑘 =
1

4𝜋

∫︁
𝑉

𝑗𝑘(𝑟⃗
′) 𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
, (𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧), (2.24)

äå iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî âñié îáëàñòi â ÿêié òå÷óòü ñòðóìè, ùî ñòâîðþ-
þòü ïîëå.

Òðè âèðàçè (2.24) ìîæíà îá'¹äíàòè â îäèí âåêòîðíèé:

𝐴⃗ =
1

4𝜋

∫︁
𝑉

𝑗⃗(𝑟⃗ ′) 𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
. (2.25)

Ôîðìóëà (2.25) äîçâîëÿ¹ çà âiäîìèì ðîçïîäiëîì ñòðóìiâ ó ïðîñòîði îá-
÷èñëèòè âåêòîðíèé ïîòåíöiàë ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ÿêå ñòâîðþ¹òüñÿ öèìè ñòðó-
ìàìè.

2.4 Закон Бiо-Савара-Лапласа

Çíàéäåìî íà îñíîâi âèðàçó äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó 𝐴⃗ ôîðìóëó, ÿêà á
äîçâîëÿëà çà çàäàíèì ðîçïîäiëîì ñòðóìiâ çíàéòè íàïðóæåíiñòü ìàãíiòíîãî
ïîëÿ 𝐻⃗. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî ðîòîð ôóíêöi¨ (2.25). Íåîáõiäíî ìàòè íà óâà-
çi, ùî iíòåãðóâàííÿ â (2.25) âåäåòüñÿ ïî øòðèõîâàíèõ êîîðäèíàòàõ 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′,
à äèôåðåíöiþâàííÿ ïðè âçÿòòi ðîòîðà ïðîâîäèòüñÿ ïî íåøòðèõîâàíèõ êî-
îðäèíàòàõ 𝑥, 𝑦, 𝑧. Òîìó îïåðàöi¨ iíòåãðóâàííÿ i âçÿòòÿ ðîòîðà ìîæíà ìiíÿòè
ìiñöÿìè. Ïðèéíÿâøè öå äî óâàãè, îòðèìà¹ìî

𝐻⃗(𝑟⃗) =
[︁
∇ 𝐴⃗(𝑟⃗)

]︁
=

1

4𝜋

∫︁
𝑉

[︃
∇ 𝑗⃗(𝑟⃗ ′)

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

]︃
𝑑𝑉 ′

Ðîçãëÿäàþ÷è 𝑗⃗(𝑟⃗ ′)/|𝑟⃗−𝑟⃗ ′| ÿê äîáóòîê âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨ 𝑗⃗(𝑟⃗ ′) i ñêàëÿðíî¨
ôóíêöi¨ 1/|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′| òà ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ

rot(𝜓𝑎⃗) = [∇ (𝜓𝑎⃗)] = [(∇𝜓) 𝑎⃗] + 𝜓[∇ 𝑎⃗] = [(∇𝜓) 𝑎⃗] + 𝜓 rot⃗𝑎,

äå 𝜓 � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, îäåðæó¹ìî[︃
∇ 𝑗⃗(𝑟⃗ ′)

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

]︃
=

[︂(︂
∇ 1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

)︂
𝑗⃗(𝑟⃗ ′)

]︂
+

1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
[∇ 𝑗⃗(𝑟⃗ ′)].
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Äðóãèé äîäàíîê ðiâíèé íóëþ, òîìó ùî 𝑗⃗(𝑟⃗ ′) íå ìiñòèòü íåøòðèõîâàíèõ êî-
îðäèíàò. Ãðàäi¹íò, ùî ôiãóðó¹ â ïåðøîìó äîäàíêó, ðiâíèé

∇ 1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
= ∇ 1√︀

(𝑥− 𝑥 ′)2 + (𝑦 − 𝑦 ′)2 + (𝑧 − 𝑧 ′)2
= − 𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|3
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî ôîðìóëè

𝐻⃗(𝑟⃗) =
1

4𝜋

∫︁
𝑉

[︂
− 𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|3
𝑗⃗(𝑟⃗ ′)

]︂
𝑑𝑉 ′ =

1

4𝜋

∫︁
𝑉

[︁
𝑗(𝑟⃗ ′) (𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′)

]︁
|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|3

𝑑𝑉 ′ (2.26)

(ìè âèíåñëè ñêàëÿðíèé ìíîæíèê çà çíàê âåêòîðíîãî äîáóòêó i, êðiì òîãî,
ïîìiíÿëè ìiñöÿìè ñïiâìíîæíèêè, âíàñëiäîê ÷îãî çíèê çíàê ìiíóñ).

Îòðèìàíà ôîðìóëà ðîçâ'ÿçó¹ ïîñòàâëåíå íàìè çàâäàííÿ � äîçâîëÿ¹ ïî
çàäàíèõ ñòðóìàõ îá÷èñëèòè 𝐻. Ôîðìóëà (2.26) ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî ñòðóìè
ïðîõîäèòü òiëüêè ïî òîíêèõ ïðîâîäàõ. Íà ðèñ. 2.2а çîáðàæåíà äiëÿíêà òà-

I

dV = dl’ s

s

dl
dl

O

rr’

r-r’

а б

A

Рис. 2.2

êîãî äðîòó. Ç ìàëþíêà âèäíî, ùî âèðàç 𝑗⃗𝑑𝑉 ′ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

𝑗⃗𝑑𝑉 ′ = 𝑗⃗𝜎 𝑑𝑙 = 𝑗𝜎 𝑑𝑙 = 𝐼 𝑑𝑙, (2.27)

äå 𝜎 � ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç ïðîâiäíèêà, 𝐼 � ñèëà ñòðóìó, 𝑑𝑙 � âåêòîð, ùî
ñïiâïàäà¹ ç åëåìåíòîì ïðîâiäíèêà 𝑑𝑙 i íàïðÿìëåíèé â òó ñòîðîíó, â ÿêó òå÷å
ñòðóì. Çàìiíèâøè â (2.26) 𝑗⃗𝑑𝑉 ′ ÷åðåç 𝐼 𝑑𝑙, îòðèìà¹ìî

𝐻⃗(𝑟⃗) =
1

4𝜋

∫︁ 𝐼
[︁
𝑑𝑙 (𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′)

]︁
|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|3

(2.28)

(iíòåãðóâàííÿ âåäåòüñÿ ïî äîâæèíi âñiõ ïðîâiäíèêiâ).
Ôîðìóëà (2.28) ¹ àíàëiòè÷íèì âèðàçîì закону Бiо-Савара-Лапласа.

Ðèñ. 2.2б ïîÿñíþ¹, ùî 𝑟⃗− 𝑟⃗ ′ � öå âåêòîð, ïðîâåäåíèé ç òî÷êè, â ÿêié ðîçòà-
øîâàíèé åëåìåíò ñòðóìó 𝑑𝑙 â òî÷êó, äëÿ ÿêî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ 𝐻⃗.
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ßêùî ïî÷àòîê âiäëiêó � òî÷êó 𝑂 ñóìiñòèòè ç åëåìåíòîì ñòðóìó 𝐼 𝑑𝑙, òî
íàïðóæåíiñòü 𝑑𝐻⃗ ñòâîðþâàíà íèì ðiâíà

𝑑𝐻⃗(𝑟⃗) =
1

4𝜋

𝐼
[︁
𝑑𝑙 𝑟⃗
]︁

𝑟3
, (2.29)

äå 𝑟⃗ � ðàäióñ-âåêòîð, ïðîâåäåíèé âiä åëåìåíòà ñòðóìó 𝐼 𝑑𝑙 äî òî÷êè ñïîñòå-
ðåæåííÿ 𝐴. Âèäíî, ùî âåêòîð 𝑑𝐻⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè â ÿêié
ëåæàòü âåêòîðè 𝑑𝑙 òà 𝑟⃗ (âåêòîðè 𝑑𝐻⃗, 𝑑𝑙 òà 𝑟⃗ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòî-
ðiâ). Ìîäóëü âåêòîðà 𝑑𝐻⃗, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

𝑑𝐻 =
1

4𝜋

𝐼 𝑑𝑙 𝑟 sin𝜙

𝑟3
=

1

4𝜋

𝐼 𝑑𝑙 sin𝜙

𝑟2
, (2.30)

äå 𝜙 � êóò ìiæ âåêòîðàìè 𝑑𝑙 i 𝑟⃗ (äèâ. ðèñ. 2.3).

O

Idl

r
A

dH

j

Рис. 2.3

Ó âèïàäêó êîëîâîãî ñòðóìó ðàäióñà 𝑟 i òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ â öåíòði
êîíòóðó äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ñòðóìó 𝜙 = 𝜋/2 i âñi åëåìåíòè ñòâîðþþòü íà-
ïðóæåíiñòü 𝑑𝐻⃗, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïëîùèíè êîíòóðó, ïðè÷îìó

𝑑𝐻 =
1

4𝜋

𝐼 𝑑𝑙

𝑟2
,

òîìó ïîâíà íàïðóæåíiñòü ìàãíiòíîãî ïîëÿ â öåíòði êîëîâîãî ñòðóìó äîðiâ-
íþ¹

𝐻 =
1

4𝜋

∫︁
𝐼 𝑑𝑙

𝑟2
=

1

4𝜋

𝐼

𝑟2

2𝜋𝑟∫︁
0

𝑑𝑙 =
𝐼

2 𝑟
. (2.31)

Íàïðÿì âåêòîðà 𝐻⃗ ïîâ'ÿçàíèé ç íàïðÿìîì ñòðóìó â êîíòóði çà ïðàâèëîì
 âèíòà (áóðàâ÷èêà): ÿêùî áóðàâ÷èê ç ïðàâîþ íàðiçêîþ âêðó÷óâàòè ó íà-
ïðÿìêó ñòðóìó ó ïðîâiäíèêó, òî íàïðÿì îáåðòàííÿ ðó÷êè áóðàâ÷èêà ïîêàæå
íàïðÿì ñèëîâèõ ëiíié ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

ßêùî åëåìåíò ñòðóìó 𝐼𝑑𝑙 ïîìiñòèòè â äåÿêó òî÷êó "çîâíiøíüîãî" ìà-
ãíiòíîãî ïîëÿ ç íàïðóæåíiñòþ 𝐻⃗, òî âîíî, ÿê äîâîäèòü äîñëiä, äiÿòèìå íà

30



íüîãî ç ñèëîþ 𝑑𝐹 , âåëè÷èíà ÿêî¨ çàëåæèòü âiä ñèëè ñòðóìó 𝐼, ìàãíiòíîãî
ïîëÿ 𝐻⃗ òà âiä îði¹íòàöi¨ åëåìåíòà ñòðóìó:

𝑑𝐹 = 𝜇0𝐼𝐻𝑑𝑙 sin(𝐻⃗, 𝑑𝑙) àáî 𝑑𝐹 = 𝐼𝐵𝑑𝑙 sin(𝐵⃗, 𝑑𝑙), (2.32)

àáî ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi

𝑑𝐹 = 𝜇0𝐼[𝑑𝑙 𝐻⃗] àáî 𝑑𝐹 = 𝐼[𝑑𝑙 𝐵⃗]. (2.33)

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.33) íàçèâà¹òüñÿ законом Ампера.
Ïîâíà ïîíäåðîìîòîðíà ñèëà, ùî äi¹ íà çàìêíåíèé êîíòóð 𝐿 ç ñòðóìîì

𝐼 ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi 𝐻⃗, äîðiâíþ¹

𝐹 = 𝜇0𝐼

∮︁
𝐿

[𝑑𝑙 𝐻⃗]. (2.34)

Ðîçãëÿíåìî äâà çàìêíåíi êîíòóðè 𝐿1 i 𝐿2 ç ëiíiéíèìè ñòðóìàìè 𝐼1 òà 𝐼2 i
âèäiëèìî â íèõ åëåìåíòè ñòðóìó 𝐼1𝑑𝑙1, 𝐼2𝑑𝑙2. Åëåìåíò 𝐼1𝑑𝑙1 ïåðøîãî êîíòóðó
ñòâîðþ¹ â òî÷öi, äå çíàõîäèòüñÿ åëåìåíò 𝐼2𝑑𝑙2 äðóãîãî êîíòóðó, ìàãíiòíå
ïîëå ç íàïðóæåíiñòþ, ÿêà çà ôîðìóëîþ (2.29) äîðiâíþ¹

𝑑𝐻⃗12(𝑟⃗) =
1

4𝜋

𝐼1

[︁
𝑑𝑙1 𝑟⃗12

]︁
𝑟312

, (2.35)

äå 𝑟12 � ðàäióñ-âåêòîð, ïðîâåäåíèé âiä åëåìåíòà 𝐼1𝑑𝑙1 äî åëåìåíòà 𝐼2𝑑𝑙2
(ðèñ. 2.4). Òîäi íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (2.33) ñèëó, ç ÿêîþ åëåìåíò 𝐼1𝑑𝑙1

Рис. 2.4

äi¹ íà åëåìåíò 𝐼2𝑑𝑙2, çàïèøåìî ÿê

𝑑𝐹12 = 𝜇0𝐼2[𝑑𝑙2 𝑑𝐻⃗12] =
𝜇0
4𝜋

𝐼1𝐼2
𝑟312

[︁
𝑑𝑙2

[︁
𝑑𝑙1 𝑟⃗12

]︁]︁
. (2.36)
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî åëåìåíò 𝐼2𝑑𝑙2 äi¹ íà åëåìåíò 𝐼1𝑑𝑙1 iç ñèëîþ

𝑑𝐹21 =
𝜇0
4𝜋

𝐼1𝐼2
𝑟321

[︁
𝑑𝑙1

[︁
𝑑𝑙2 𝑟⃗21

]︁]︁
, (2.37)

äå 𝑟⃗21 = −𝑟⃗12.
Íà âåñü êîíòóð 𝐿2 äiÿòèìå ñèëà

𝐹12 = 𝜇0
𝐼1𝐼2
4𝜋

∮︁
𝐿2

[︁
𝑑𝑙2

[︁
𝑑𝑙1 𝑟⃗12

]︁]︁
𝑟312

, (2.38)

à íà êîíòóð 𝐿1 � ñèëà

𝐹21 = 𝜇0
𝐼1𝐼2
4𝜋

∮︁
𝐿1

[︁
𝑑𝑙1

[︁
𝑑𝑙2 𝑟⃗21

]︁]︁
𝑟321

. (2.39)

Iç ðèñ. 2.4 âèïëèâà¹, ùî 𝑑𝐹12 ̸= −𝑑𝐹21, îòæå, ó ðàçi âçà¹ìîäi¨ äâîõ åëå-
ìåíòiâ ñòðóìiâ òðåòié çàêîí Íüþòîíà íå âèêîíó¹òüñÿ. Ïðîòå ìîæíà äîâåñòè,
ùî 𝐹12 = −𝐹21, òîáòî ó ðàçi âçà¹ìîäi¨ êîíòóðiâ òðåòié çàêîí ìåõàíiêè âèêî-
íó¹òüñÿ.
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3 ЗМIННЕ ЕЛЕКТРОМАГНIТНЕ ПОЛЕ У ВАКУУМI

3.1 Закон електромагнiтної iндукцiї

Äî öüîãî ÷àñó ìè ðîçãëÿäàëè ëèøå åëåêòðîñòàòè÷íi òà ìàãíiòîñòàòè÷íi
ïîëÿ, ÿêi ñòâîðþâàëèñü åëåêòðè÷íèìè çàðÿäàìè, ãóñòèíà ÿêèõ ç ÷àñîì íå
çìiíþ¹òüñÿ (íåðóõîìi çàðÿäè i ïîñòiéíi ñòðóìè). ßêùî ðîçïîäië öèõ çàðÿäiâ
iç ÷àñîì çìiíþ¹òüñÿ (𝜌 = 𝜌(𝑟⃗, 𝑡), 𝑗⃗ = 𝑗⃗(𝑟⃗, 𝑡)), òî ñòâîðþâàíi íèìè åëåêòðè÷íå
i ìàãíiòíå ïîëÿ ñòàþòü çàëåæíèìè âiä ÷àñó, òîáòî 𝐸⃗ = 𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡), 𝐻⃗ = 𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡).
Ó öüîìó ðàçi âæå íå iñíó¹ iíåðöiàëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó, â ÿêié áè ñïîñòå-
ðiãàëîñÿ ëèøå îäíå ïîëå: â óñiõ iíåðöiàëüíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó iñíóþòü i
åëåêòðè÷íå i ìàãíiòíå ïîëÿ, ÿêi ðàçîì íàçèâàþòü електромагнiтним по-
лем. Öå îçíà÷à¹, ùî ìiæ îáîìà ïîëÿìè iñíó¹ íåðîçðèâíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê,
ÿêèé âèçíà÷àþòü çà çàêîíîì åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ Ôàðàäåÿ òà çàêîíîì
(ãiïîòåçîþ) Ìàêñâåëëà. Ôàðàäåé â ñòàíîâèâ, ùî çìiííå â ÷àñi ìàãíiòíå ïî-
ëå ïîðîäæó¹ åëåêòðè÷íå ïîëå, à Ìàêñâåëë òåîðåòè÷íî ïîêàçàâ, ùî çìiííå
åëåêòðè÷íå ïîëå ïðèâîäèòü äî ïîÿâè ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Öå òåîðåòè÷íå ïå-
ðåäáà÷åííÿ áóëî ïiäòâåðäæåíå äîñëiäàìè Ãåðöà.

Äîñëiäàìè Ôàðàäåÿ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî çìiíà â ÷àñi ìàãíiòíîãî ïîòî-
êó, ÷åðåç äîâiëüíó ïîâåðõíþ 𝑆 ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïîÿâîþ електрорушiйної
сили iндукцiї ó çàìêíóòîìó êîíòóði, ùî îáìåæó¹ öþ ïîâåðõíþ, òîáòî

ℰ𝑖 = −𝑑Φ
𝑑𝑡
. (3.1)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.1) ðîçêðèâà¹ çìiñò закону електромагнiтної iндукцiї.
Îá ðóíòó¹ìî éîãî òåîðåòè÷íî.

Íåõàé êîíòóð ïðîâiäíèêà 𝐿 ïåðåìiùó¹òüñÿ ó ìàãíiòíîìó ïîëi 𝐻⃗ çi øâèä-
êiñòþ 𝑣⃗. Òîäi íîñi¨ ñòðóìó ìàòèìóòü øâèäêiñòü ñïðÿìîâàíîãî ðóõó 𝑣⃗, îòæå,
çãiäíî (2.7), íà íèõ äiÿòèìå ñèëà Ëîðåíöà

𝐹ë = 𝜇0𝑒[𝑣⃗𝐻⃗]. (3.2)

Ñèëó Ëîðåíöà (3.2) ñëiä ââàæàòè ñòîðîííüîþ ñèëîþ (íååëåêòðîñòàòè-
÷íîãî ïîõîäæåííÿ, òîìó ùî ðîáîòà åëåêòðîñòàòè÷íèõ ñèë âçäîâæ çàìêíó-
òîãî êîíòóðó ðiâíà íóëþ). Òîìó íàïðóæåíiñòü åêâiâàëåíòíîãî åëåêòðè÷íîãî
ïîëÿ äîðiâíþ¹

𝐸⃗ =
𝐹ë
𝑒

= 𝜇0[𝑣⃗𝐻⃗], (3.3)

à åëåêòðîðóøiéíó ñèëó 5, çãiäíî ç (1.48), âèçíà÷àþòü ÿê

ℰ𝑖 =
∮︁
𝐿

𝐸⃗𝑑𝑙 = 𝜇0

∮︁
𝐿

[𝑣⃗𝐻⃗]𝑑𝑙. (3.4)

5Електрорушiйна сила чисельно рiвна роботi стороннiх сил по перемiщенню одиничного заряду вздовж

замкненого контуру.
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ßêùî 𝑑𝑠⃗ � ïåðåìiùåííÿ åëåìåíòà 𝑑𝑙 êîíòóðó 𝐿 çà ÷àñ 𝑑𝑡, òîäi 𝑣⃗ = 𝑑𝑠⃗/𝑑𝑡,
îòæå,

ℰ𝑖 = 𝜇0

∮︁
𝐿

[︂
𝑑𝑠⃗

𝑑𝑡
𝐻⃗

]︂
𝑑𝑙 = −𝜇0

∮︁
𝐿

𝐻⃗

[︂
𝑑𝑠⃗

𝑑𝑡
𝑑𝑙

]︂
= −𝜇0

1

𝑑𝑡

∮︁
𝐿

𝐻⃗
[︁
𝑑𝑠⃗ 𝑑𝑙

]︁
. (3.5)

Iíòåãðàë ∮︁
𝐿

𝐻⃗
[︁
𝑑𝑠⃗ 𝑑𝑙

]︁
= 𝛿Φ

¹ çìiíîþ ìàãíiòíîãî ïîòîêó êðiçü ïëîùó êîíòóðó, çóìîâëåíîãî ÿê ðóõîì
êîíòóðó, òàê i éîãî äåôîðìàöi¹þ, à [𝑑𝑠⃗ 𝑑𝑙] � ïëîùà, ÿêó îïèñó¹ ïðè öüîìó
åëåìåíò 𝑑𝑙 êîíòóðó. Òîìó çàìiñòü (3.5) ìîæíà çàïèñàòè

ℰ𝑖 = −𝛿Φ
𝑑𝑡
. (3.6)

ßêùî ïðè öüîìó ç ÷àñîì çìiíþ¹òüñÿ òàêîæ ìàãíiòíå ïîëå (𝐻⃗ = 𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡)),
ñëiä çàïèñóâàòè

ℰ𝑖 = −𝑑Φ
𝑑𝑡
. (3.7)

äå

Φ =

∫︁
𝑆

𝐻⃗𝑑𝑆⃗−

ìàãíiòíèé ïîòiê, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïëîùó êîíòóðó 𝑆, ÿêèé çàãàëîì ìîæå
çìiíþâàòèñÿ ç ÷àñîì ÿê âíàñëiäîê çìií ìàãíiòíîãî ïîëÿ òàê ïëîùi êîíòóðó.

Ó ðàçi íåðóõîìîãî êîíòóðó çà óìîâè, ùî ìàãíiòíå ïîëå çìiíþ¹òüñÿ ç
÷àñîì 𝐻⃗ = 𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡)

ℰ𝑖 = −𝜇0
∫︁
𝑆

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗, (3.8)

äå ïîõiäíà 𝜕𝐻⃗/𝜕𝑡 âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çìiíè íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ
ó ôiêñîâàíié òî÷öi ïðîñòîðó.

Íà ïiäñòàâi (3.4) i (3.8) ìîæíà çàïèñàòè∮︁
𝐿

𝐸⃗𝑑𝑙 = −𝜇0
∫︁
𝑆

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗, (3.9)

òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ñòîêñà, îòðèìà¹ìî∫︁
𝑆

rot 𝐸⃗ 𝑑𝑆⃗ = −𝜇0
∫︁
𝑆

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗, (3.10)
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ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü ïîâåðõíi iíòåãðóâàííÿ â (3.10), iç ðiâíîñòi iíòåãðàëiâ
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ïiäiíòåãðàëüíèõ âèðàçiâ:

rot 𝐸⃗ = −𝜇0
𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
. (3.11)

Ðiâíÿííÿ (3.11) ¹ çàêîíîì åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ â äèôåðåíöiàëüíié
ôîðìi; iíòåãðàëüíó ôîðìó âèçíà÷àþòü çà ñïiââiäíîøåííÿì (3.1).

Iç ðiâíÿííÿ (3.11) âèïëèâà¹, ùî iíäóêîâàíå çìiííèì ìàãíiòíèì ïîëåì
åëåêòðè÷íå ïîëå, íà âiäìiíó âiä åëåêòðîñòàòè÷íîãî, ìà¹ âèõðîâèé õàðàêòåð,
éîãî ñèëîâi ëiíi¨ çàìêíåíi, òîìó ïîíÿòòÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó äî íüîãî íå
çàñòîñîâíå.

Êðiì òîãî, ç ðiâíÿííÿ (3.11) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ñóòíiñòþ çàêîíó åëå-
êòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ ¹ ïîðîäæåííÿ çìiííèì ìàãíiòíèì ïîëåì âèõðîâîãî
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Çà íàÿâíîñòi ïðîâiäíîãî êîíòóðó iíäóêîâàíå åëåêòðè-
÷íå ïîëå ñòâîðþ¹ â íüîìó iíäóêöiéíèé ñòðóì. Áåç òàêîãî êîíòóðó ñòðóì íå
âèíèêà¹, àëå âèõðîâå åëåêòðè÷íå ïîëå iñíó¹.

Òîìó âèðiøàëüíå çíà÷åííÿ ìà¹ íå ðóõ êîíòóðó â ìàãíiòíîìó ïîëi, ç áîêó
ÿêîãî íà íîñi¨ ñòðóìó äi¹ ñèëà Ëîð¹íöà i ÿêà âiäiãðà¹ äîïîìiæíó ðîëü, à
çìiíà ìàãíiòíîãî ïîëÿ ó çàäàíié ñèñòåìi âiäëiêó, îòæå, i ìàãíiòíîãî ïîòîêó,
ùî ïðîõîäèòü êðiçü ïëîùó êîíòóðó. Â ñèñòåìi âiäëiêó, ïîâ'ÿçàíié ç ðóõîìèì
êîíòóðîì, âií çàëèøà¹òüñÿ íåðóõîìèì i ñèëà Ëîð¹íöà âiäñóòíÿ, àëå ó íüîìó
âèíèêà¹ åëåêòðîðóøiéíà ñèëà iíäóêöi¨ âíàñëiäîê çìiíè ìàãíiòíîãî ïîòîêó.

Çíàê ¾ìiíóñ¿ ó (3.1) i (3.7) äîâîäèòü, ùî íàïðÿì âåêòîðà íàïðóæåíî-
ñòi iíäóêîâàíîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ 𝐸⃗, òîáòî íàïðÿì iíäóêöiéíîãî ñòðóìó,

óòâîðþ¹ ç íàïðÿìîì çðîñòàííÿ ïîòîêó íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ
𝑑Φ

𝑑𝑡
ëi-

âî âèíòîâó ñèñòåìó. Íàïðÿì ïîòîêó Φ i íàïðÿì éîãî çìiíè 𝑑Φ/𝑑𝑡 çîáðàæåíî
íà ðèñ. 3.1 ñòðiëêàìè. Ó âèïàäêó, íàâåäåíîìó íà ðèñ. 3.1,а, êîëè ìàãíiòíèé

Рис. 3.1

ïîòiê Φ çðîñòà¹, iíäóêöiéíèé ñòðóì 𝐼 ñâî¨ì ìàãíiòíèì ïîëåì ïðîòèäi¹ éîãî
çðîñòàííþ, à ó âèïàäêó, çîáðàæåíîìó íà ðèñ. 3.1,б, êîëè ìàãíiòíèé ïîòiê
çìåíøó¹òüñÿ, � ïiäòðèìó¹ éîãî. Öåé âèñíîâîê âiäïîâiäà¹ âiäîìîìó прави-
лу Ленца: ó ðàçi çìiíè ìàãíiòíîãî ïîòîêó, ùî ïðîõîäèòü êðiçü çàìêíåíèé
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ïðîâiäíèé êîíòóð, ó íüîìó iíäóêó¹òüñÿ ñòðóì ó òàêîìó íàïðÿìi, ùîá éîãî
ìàãíiòíå ïîëå ïðàãíóëî êîìïåíñóâàòè çìiíó ìàãíiòíîãî ïîòîêó, ùî ïðîõî-
äèòü êðiçü êîíòóð.

3.2 Струм змiщення. Гiпотеза Максвелла

Ó âèïàäêó ÿêùî åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå íå ¹ ñòàöiîíàðíèì 𝜌 = 𝜌(𝑟⃗, 𝑡),

òîáòî
𝜕𝜌

𝜕𝑡
̸= 0, ç ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi (2.4)

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div 𝑗⃗ = 0

âèïëèâà¹, ùî
div 𝑗⃗ ̸= 0. (3.12)

Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ ñòàöiîíàðíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ (2.13)

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗

äî çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ íåçàñòîñîâíå, îñêiëüêè ç íüîãî âèïëè-
âà¹ ñïiââiäíîøåííÿ div 𝑗⃗ = div rot 𝐻⃗ = 0.

Öþ íåóçãîäæåíiñòü ìîæíà óñóíóòè, äîïîâíèâøè ó ðiâíÿííi (2.13) ãóñòè-
íó ñòðóìó ïðîâiäíîñòi 𝑗⃗ äîäàíêîì 𝑗⃗зм, ÿêèé íàçèâàþòü густиною струму
змiщення, çà óìîâè

div (⃗𝑗 + 𝑗⃗зм) = 0. (3.13)

Ó öüîìó ðàçi çàìiñòü ðiâíÿííÿ (2.13) ñëiä çàïèñóâàòè

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗ + 𝑗⃗зм (3.14)

Ç ðiâíÿíü (3.13) i (2.4) òà ðiâíÿííÿ div 𝐸⃗ = 𝜌/𝜀0 (äèâ. (1.26)) âèïëèâà¹
ñïiââiäíîøåííÿ

div 𝑗⃗зм = −div 𝑗⃗ =
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝜀0

𝜕

𝜕𝑡
div 𝐸⃗. (3.15)

Îñêiëüêè äèâåðãåíöiÿ äi¹ íà êîîðäèíàòè ïîëÿ

𝜕

𝜕𝑡
div 𝐸⃗ = div

𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
,

òî ìîæíà çàïèñàòè

div 𝑗⃗зм = 𝜀0 div
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
, (3.16)

òîìó íàéïðîñòiøå ââàæàòè, ùî

𝑗⃗зм = 𝜀0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
. (3.17)
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Ââiâøè âåêòîð åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨ 𝐷⃗ = 𝜀0𝐸⃗, ìîæíà çàïèñàòè

𝑗⃗зм =
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
. (3.18)

Ç óðàõóâàííÿì (3.17) ðiâíÿííÿ (3.14) íàáóâàâ âèãëÿäó

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗ + 𝜀0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
. (3.19)

Ç (3.19) âèïëèâà¹ âèñíîâîê ïðî ïîðîäæåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ íå ëèøå
ñòðóìîì ïðîâiäíîñòi, à é ñòðóìîì çìiùåííÿ, òîáòî çìiííèì åëåêòðè÷íèì
ïîëåì.

Âîäíî÷àñ ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ñòðóì ïðîâiäíîñòi òà ñòðóì çìiùåííÿ ó
âàêóóìi, íåçâàæàþ÷è íà ïîäiáíiñòü íàçâ, ¹ ðiçíèìè ôiçè÷íèìè ÿâèùàìè.
�äèíå, ùî ¨õ îá'¹äíó¹, � öå çäàòíiñòü îäíàêîâî ïîðîäæóâàòè ìàãíiòíå ïîëå.
Âïåðøå öå çðîçóìiâ Ìàêñâåëë, ñôîðìóëþâàâøè ãiïîòåçó ïðî ïîðîäæåííÿ
ìàãíiòíîãî ïîëÿ çìiííèì åëåêòðè÷íèì ïîëåì. Ïðîòå ñòðóì çìiùåííÿ ó âà-
êóóìi æîäíèì ðóõîì çàðÿäiâ òà âèäiëåííÿì äæîóëåâî¨ òåïëîòè íå ñóïðîâî-
äæó¹òüñÿ. Âií âiäïîâiäà¹ ëèøå çìiíi íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìiæ åëåêòðè÷íèì i ìàãíiòíèì ïîëÿìè iñíó¹ ãëèáîêà ñè-
ìåòðiÿ i âçà¹ìîçâ'ÿçîê. Ðîòîð âåêòîðà 𝐻⃗ âèçíà÷à¹òüñÿ øâèäêiñòþ çìiíè âå-
êòîðà 𝐸⃗, òîäi ÿê, çãiäíî çàêîíó iíäóêöi¨ Ôàðàäåÿ (3.11), ðîòîð âåêòîðà 𝐸⃗
âèçíà÷à¹òüñÿ øâèäêiñòþ çìiíè âåêòîðà 𝐻⃗. Òiëüêè â òèõ îáëàñòÿõ ïðîñòîðó,
äå ãóñòèíà ñòðóìó âiäìiííà âiä íóëÿ, ñèìåòðiÿ ìiæ åëåêòðè÷íèì i ìàãíi-
òíèì ïîëåì ïîðóøó¹òüñÿ. Îñêiëüêè ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ íå iñíó¹ â ïðèðîäi
i ìàãíiòíå ïîëå çàâæäè ìà¹ ÷èñòî ñîëåíî¨äàëüíèé õàðàêòåð, òî â ðiâíÿííi
äëÿ åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ (3.11) íåìà¹ ÷ëåíà, àíàëîãi÷íîãî 𝑗⃗ ó ðiâíÿííi
(3.19).

3.3 Рiвняння змiнного електромагнiтного поля у вакуу-

мi

Ñèñòåìà ðiâíÿíü çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ � öå ðiâíÿííÿ, ùî äà-
þòü çìîãó çà ðîçïîäiëîì ó ïðîñòîði é ÷àñi çàðÿäiâ 𝜌 = 𝜌(𝑟⃗, 𝑡) òà ñòðóìiâ
𝑗⃗ = 𝑗⃗(𝑟⃗, 𝑡) çíàéòè âåêòîðè íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî 𝐸⃗ = 𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) i ìàãíi-
òíîãî ïîëiâ 𝐻⃗ = 𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡).

Öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ áóòè ïîâíîþ, òîáòî ç íå¨ ìàþòü âèïëèâàòè âñi
âëàñòèâîñòi ïîëÿ, çîêðåìà ðiâíÿííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî i ìàãíiòîñòàòè÷íî-
ãî ïîëiâ ÿê ãðàíè÷íi âèïàäêè. Ñèñòåìà ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà ñêëàäà¹òüñÿ ç
÷îòèðüîõ ðiâíÿíü, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó äèôåðåíöiàëüíié òà iíòåãðàëüíié
ôîðìàõ. Ðîçãëÿíåìî ¨õ ñïî÷àòêó â äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi.
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Ïåðøèì ðiâíÿííÿì Ìàêñâåëëà çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó âàêó-
óìi ¹ îòðèìàíå ðiâíÿííÿ (3.19)

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗ + 𝜀0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
.

Äðóãèì ðiâíÿííÿì Ìàêñâåëëà ¹ ðiâíÿííÿ (3.11)

rot 𝐸⃗ = −𝜇0
𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
.

Äâà iíøi ðiâíÿííÿ âèïëèâàþòü ç (3.19) i (3.11) ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ
ïðèïóùåííÿõ.

Îñêiëüêè äèâåðãåíöiÿ ðîòîðà äîðiâíþ¹ íóëþ, ç (3.19) âèïëèâà¹, ùî

div rot 𝐻⃗ = 0 = div 𝑗⃗ + 𝜀0 div
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
= div 𝑗⃗ + 𝜀0

𝜕

𝜕𝑡
div 𝐸⃗.

Ç óðàõóâàííÿì ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi (2.4) îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

𝜕

𝜕𝑡
(𝜀0 div 𝐸⃗ − 𝜌) = 0,

çâiäêè
𝜀0 div 𝐸⃗ − 𝜌 = 𝑓(𝑟⃗) ⇒ div 𝐸⃗ =

𝜌

𝜀0
+ 𝑓(𝑟⃗),

äå 𝑓(𝑟⃗) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä êîîðäèíàò, àëå íå âiä
÷àñó.

Ïðèïóñòèìî, ùî â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó, ÿêèé ìîæíà ââàæàòè ïî÷àòêî-
âèì, åëåêòðè÷íi çàðÿäè áóëè íåðóõîìèìè. Òîäi â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
ñïðàâåäëèâèì ìà¹ áóòè ðiâíÿííÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ (1.26), i ôóíêöiÿ
𝑓(𝑟⃗) ¹ ðiâíîþ íóëåâi. Îñêiëüêè 𝑓(𝑟⃗) íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òî öå îçíà÷à¹, ùî
𝑓(𝑟⃗) çàâæäè ðiâíà íóëþ. Äèâåðãåíöiÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ÿê â ñòàöiîíàðíî-
ìó, òàê i â íåñòàöiîíàðíîìó âèïàäêàõ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

div 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀0
. (3.20)

Àíàëîãi÷íî, áåðó÷è äèâåðãåíöiþ âiä (3.11), çíàõîäèìî

div rot 𝐸⃗ = 0 = div
𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
div 𝐻⃗,

àáî
div 𝐻⃗ = 𝑓1(𝑟⃗).

Çíîâó ïðèïóñêàþ÷è, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ìàãíiòíå ïîëå ìàëî ñòà-
öiîíàðíèé õàðàêòåð, i ïîâòîðþþ÷è òiëüêè ùî ïðèâåäåíi ìiðêóâàííÿ, ïðèõî-
äèìî äî âèñíîâêó:

div 𝐻⃗ = 0. (3.21)
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Ìàãíiòíå ïîëå ÿê ñòàöiîíàðíå, òàê i íåñòàöiîíàðíå ìà¹ ÷èñòî âèõðîâèé (ñî-
ëåíî¨äàëüíèé) õàðàêòåð. Ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ, íà ÿêèõ ïî÷èíàþòüñÿ i çàêií÷ó-
þòüñÿ ëiíi¨ ìàãíiòíîãî ïîëÿ, íå iñíó¹ íi â ñòàöiîíàðíèõ, íi â çìiííèõ ïîëÿõ.

Ðiâíÿííÿ (3.19), (3.11), (3.20) i (3.21) óòâîðþþòü ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó âàêóóìi.

Âñòàíîâèìî âèãëÿä ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà â iíòåãðàëüíié ôîðìi. Âèçíà÷èâ-
øè ïîòiê âåêòîðiâ â îáîõ ÷àñòèíàõ ðiâíÿííÿ (3.19) ÷åðåç äåÿêó ïîâåðõíþ 𝑆,
îòðèìà¹ìî ∫︁

𝑆

rot 𝐻⃗𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆

𝑗⃗𝑑𝑆⃗ + 𝜀0

∫︁
𝑆

𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗. (3.22)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ñòîêñà, ìîæíà çàïèñàòè∫︁
𝑆

rot 𝐻⃗𝑑𝑆⃗ =

∮︁
𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙,

äå 𝐿 � êîíòóð, ùî ñòÿãó¹ ïîâåðõíþ 𝑆 (àáî � êîíòóð, íà ÿêèé ñïèðà¹òüñÿ
ïîâåðõíÿ 𝑆). Ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.22)∫︁

𝑆

𝑗⃗𝑑𝑆⃗ = 𝐼; (3.23)

𝜀0

∫︁
𝑆

𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆

𝑗⃗зм𝑑𝑆⃗ = 𝐼зм, (3.24)

äå 𝐼 � ñèëà ñòðóìó ïðîâiäíîñòi; 𝐼зм � ñèëà ñòðóìó çìiùåííÿ ÷åðåç ïîâåðõíþ
𝑆. Òîäi çàìiñòü (3.22) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ∮︁

𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙 = 𝐼 + 𝐼зм, (3.25)

ÿêå ¹ iíòåãðàëüíîþ ôîðìîþ ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.19). Âîíî âñòàíîâëþ¹
çàëåæíiñòü öèðêóëÿöi¨ âåêòîðà 𝐻⃗ âçäîâæ êîíòóðó 𝐿 âiä ïîâíîãî ñòðóìó ÷å-
ðåç ïîâåðõíþ 𝑆, îáìåæåíó êîíòóðîì 𝐿 (закон повного струму). Öÿ çàëå-
æíiñòü ¹ íàñëiäêîì óçàãàëüíåííÿ çàêîíó Áiî-Ñàâàðà-Ëàïëàñà (äèâ. ïiäðîçä.
2.4).

Ïîòîêè âåêòîðiâ ÷åðåç ïîâåðõíþ 𝑆 ó ðiâíÿííi (3.11) óòâîðþþòü ñïiââiä-
íîøåííÿ ∫︁

𝑆

rot 𝐸⃗ 𝑑𝑆⃗ = −𝜇0
∫︁
𝑆

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗ = −𝜇0

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑆

𝐻⃗𝑑𝑆⃗.

Îñêiëüêè (çà òåîðåìîþ Ñòîêñà)∫︁
𝑆

rot 𝐸⃗ 𝑑𝑆⃗ =

∮︁
𝐿

𝐸⃗𝑑𝑙,
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îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíó ôîðìó ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.11) ó âèãëÿäi ðiâíÿ-
ííÿ ∮︁

𝐿

𝐸⃗𝑑𝑙 = −𝜇0
𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑆

𝐻⃗𝑑𝑆⃗, (3.26)

ÿêå âiäïîâiäà¹ çàêîíó åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ Ôàðàäåÿ (3.1).
Íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (3.21) i òåîðåìè Ãàóññà ìîæíà çàïèñàòè∫︁

𝑉

div 𝐻⃗ 𝑑𝑉 =

∮︁
𝑆

𝐻⃗ 𝑑𝑆⃗ = 0,

òîìó ðiâíÿííÿ ∮︁
𝑆

𝐻⃗ 𝑑𝑆⃗ = 0 (3.27)

¹ iíòåãðàëüíîþ ôîðìîþ ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.21), ÿêå âiäïîâiäà¹ âiäñó-
òíîñòi ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ (3.20) çà îá'¹ìîì 𝑉 i
çàñòîñóâàâøè òåîðåìó Ãàóññà, ùî∮︁

𝑆

𝐸⃗ 𝑑𝑆⃗ =
1

𝜀0

∫︁
𝑉

𝜌 𝑑𝑉 =
𝑞

𝜀0
. (3.28)

Ðiâíÿííÿ (3.28) ¹ iíòåãðàëüíîþ ôîðìîþ ðiâíÿííÿ (3.20), ÿêå ¹ íàñëiäêîì
çàêîíó Êóëîíà. Ïiäñóìîâóþ÷è, ïîäàìî çâåäåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà
â äèôåðåíöiàëüíié òà iíòåãðàëüíié ôîðìàõ:

Äèôåðåíöiàëüíà ôîðìà Iíòåãðàëüíà ôîðìà

rot 𝐸⃗ = −𝜇0
𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
,

∮︁
𝐿

𝐸⃗𝑑𝑙 = −𝜇0
𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑆

𝐻⃗𝑑𝑆⃗; (3.29)

div 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀0
,

∮︁
𝑆

𝐸⃗ 𝑑𝑆⃗ =
𝑞

𝜀0
. (3.30)

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗ + 𝜀0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
,

∮︁
𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙 = 𝐼 + 𝜀0
𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑆

𝐸⃗ 𝑑𝑆⃗; (3.31)

div 𝐻⃗ = 0,

∮︁
𝑆

𝐻⃗ 𝑑𝑆⃗ = 0. (3.32)
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3.4 Потенцiали змiнного електромагнiтного поля у ва-

куумi. Рiвняння Д’Аламбера

Äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü íàïðóæåíîñòåé 𝐸⃗ åëåêòðîñòàòè÷íîãî òà 𝐵⃗
ñòàöiîíàðíîãî ìàãíiòíîãî ïîëiâ, çà çàäàíèìè â êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó çíà-
÷åííÿìè ðîòîðà (rot 𝐸⃗ = 0) òà äèâåðãåíöi¨ (div 𝐻⃗ = 0), ó ïiäðîçä. 1.3 i 2.3
áóëî ââåäåíî äîïîìiæíi âåëè÷èíè: ñêàëÿðíèé 𝜙(𝑟⃗) òà âåêòîðíèé 𝐴⃗(𝑟⃗) ïî-
òåíöiàëè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì 𝐸⃗ = −grad𝜙, 𝐻⃗ = rot 𝐴⃗. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ïîäiáíi äîïîìiæíi ôóíêöi¨ ìîæíà ââåñòè i äëÿ çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî
ïîëÿ.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìàãíiòíå ïîëå çàâæäè ¹ ñîëåíî¨äàëüíèì i div rot = 0,
íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.32) ìîæíà ââàæàòè, ùî

𝜇0𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡) = rot 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡), àáî 𝐵⃗(𝑟⃗, 𝑡) = rot 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡), (3.33)

äå 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) � векторний потенцiал çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Òîäi
ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.29) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

rot 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
rot 𝐴⃗ = −rot

𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡
,

òîáòî

rot

(︃
𝐸⃗ +

𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡

)︃
= 0. (3.34)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ïîêàçó¹, ùî âåêòîð

(︃
𝐸⃗ +

𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡

)︃
¹ ïîòåíöiàëüíèì âåêòîðîì

(éîãî ðîòîð ðiâíèé íóëþ), òîáòî ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

𝐸⃗ +
𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡
= −grad𝜙 (3.35)

äå 𝜙(𝑟⃗, 𝑡) � ôóíêöèÿ êîîðäèíàò i ÷àñó, ÿêó ìè íàçèâàòèìåìî скалярним
потенцiалом åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó åëåêòðîñòàòèêè, âåêòîð åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ùî
ìà¹ âèõðîâèé õàðàêòåð, âæå íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ãðàäi¹í-
òà ÿêîãî-íåáóäü ïîòåíöiàëó. Âií âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñóêóïíiñòü ñêàëÿðíîãî i
âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëiâ çà ôîðìóëîþ

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) = −grad𝜙(𝑟⃗, 𝑡)− 𝜕𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡)

𝜕𝑡
(3.36)

ïðè÷îìó äðóãèé äîäàíîê, ùî ïîâ'ÿçó¹ åëåêòðè÷íå ïîëå ç ìàãíiòíèìè âåëè-
÷èíàìè, âèðàæà¹ çàêîí åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨.
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Âñòàíîâèâøè âèãëÿä електромагнiтних потенцiалiв 𝜙(𝑟⃗, 𝑡) i 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡)
çà ôîðìóëàìè (3.33) i (3.36) ìîæíà çíàéòè âåêòîðè ïîëÿ 𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) i 𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡). Ç
îãëÿäó íà öå ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ
i âñòàíîâèìî ðiâíÿííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ¨õ îá÷èñëþþòü.

Çàçíà÷èìî, ùî åëåêòðîìàãíiòíi ïîòåíöiàëè, ïîäiáíî äî åëåêòðîñòàòè÷íî-
ãî ïîòåíöiàëó 𝜙(𝑟⃗) i âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó 𝐴⃗(𝑟⃗), ¹ íåîäíîçíà÷íèìè ôóíêöi-
ÿìè. ßêùî äî âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) äîäàòè âåêòîð grad𝜓(𝑟⃗, 𝑡), äå
𝜓(𝑟⃗, 𝑡) � äîâiëüíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ êîîðäèíàò i ÷àñó, à âiä ñêàëÿðíîãî ïî-
òåíöiàëó 𝜙(𝑟⃗, 𝑡) âiäíÿòè ïîõiäíó 𝜕𝜓(𝑟⃗, 𝑡)/𝜕𝑡, òîáòî âèêîíàòè ïåðåòâîðåííÿ

𝐴⃗′ = 𝐴⃗+ grad𝜓, (3.37)

𝜙′ = 𝜙− 𝜕𝜓

𝜕𝑡
, (3.38)

òî âåêòîðè ïîëÿ 𝐸⃗ i 𝐻⃗ íå çìiíÿòüñÿ, îñêiëüêè

𝐻⃗ ′ = rot 𝐴⃗′ = rot 𝐴⃗+ rot grad𝜓 = rot 𝐴⃗ = 𝐻⃗;

𝐸⃗ ′ = −grad𝜙′ − 𝜕𝐴⃗′

𝜕𝑡
= −grad𝜙+ grad

𝜕𝜓

𝜕𝑡
− 𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑡
grad𝜓 =

= −grad𝜙− 𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡
+ grad

𝜕𝜓

𝜕𝑡
− grad

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝐸⃗.

Îòæå, åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå iíâàðiàíòíå âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü ïîòåíöi-
àëiâ (3.37) i (3.38), ÿêi íàçèâàþòü калiбрувальними перетвореннями, à
iíâàðiàíòíiñòü ïîëÿ âiäíîñíî íèõ � калiбрувальними iнварiантностями.

Ó âèïàäêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî i ìàãíiòîñòàòè÷íîãî ïîëiâ ðiâíÿííÿ äëÿ
ïîòåíöiàëiâ 𝜙(𝑟⃗) i 𝐴⃗(𝑟⃗) ¹ ðiâíÿííÿìè Ïóàññîíà (1.55) i (2.22). Âñòàíîâèìî
âèãëÿä ðiâíÿíü äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ 𝜙(𝑟⃗, 𝑡) i 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡).

Ç ðiâíÿííÿ (3.31) âèïëèâà¹, ùî

rot rot 𝐴⃗ = 𝜇0⃗𝑗 + 𝜀0𝜇0
𝜕

𝜕𝑡

(︃
−grad𝜙− 𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡

)︃
= 𝜇0⃗𝑗 − 𝜀0𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
grad𝜙− 𝜀0𝜇0

𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
,

àáî ç âðàõóâàííÿì ôîðìóëè rot rot 𝑎⃗ = grad div 𝑎⃗−△𝑎⃗ îòðèìà¹ìî

grad div 𝐴⃗−△𝐴⃗ = 𝜇0⃗𝑗 − 𝜀0𝜇0 grad
𝜕𝜙

𝜕𝑡
− 𝜀0𝜇0

𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
.

Ïåðåïèøåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäi

△𝐴⃗− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
= −𝜇0⃗𝑗 + grad

(︂
div 𝐴⃗+ 𝜀0𝜇0

𝜕𝜙

𝜕𝑡

)︂
(3.39)

Â ñâîþ ÷åðãó ç ðiâíÿíü (3.32) i (3.36) çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ (div grad = △)

div

(︃
−grad𝜙(𝑟⃗, 𝑡)− 𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡

)︃
=

𝜌

𝜀0
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àáî

△𝜙 = − 𝜌

𝜀0
− 𝜕

𝜕𝑡
div 𝐴⃗. (3.40)

Êàëiáðóâàëüíà iíâàðiàíòíiñòü åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, òîáòî íåîäíîçíà-
÷íiñòü åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ, äà¹ çìîãó íàêëàñòè íà íèõ òàêi äî-
äàäêîâi óìîâè, ÿêi, íå çìiíþþ÷è ñïiââiäíîøåíü (3.33) i (3.36), äîçâîëÿòü
çðîáèòè ðiâíÿííÿ (3.39) i (3.40) íåçàëåæíèìè. Ñïiââiäíîøåííÿ (3.33) âèçíà-
÷à¹ ðîòîð âåêòîð-ïîòåíöiàëó 𝐴⃗. Îäíàê ñàì âåêòîð-ïîòåíöiàë 𝐴⃗ ùå íå âè-
çíà÷åíèé, îñêiëüêè éîãî äèâåðãåíöiÿ íå çàäàíà. ßêùî çàäàòè äèâåðãåíöiþ
𝐴⃗ ñïiââiäíîøåííÿì

div 𝐴⃗+ 𝜀0𝜇0
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 0, (3.41)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ умовою Лоренца, òî çàìiñòü ðiâíÿíü (3.39) i (3.40) îòðè-
ìà¹ìî íåçàëåæíi ðiâíÿííÿ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ ó âèãëÿäi

△𝐴⃗− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
= −𝜇0⃗𝑗, (3.42)

△𝜙− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝜙

𝜕2𝑡
= − 𝜌

𝜀0
. (3.43)

Ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòåíöiàëiâ (3.39) i (3.40) íàçèâàþòü рiвняннями
Д’Аламбера. Ââiâøè äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Ä'Àëàìáåðà

□ = △− 𝜀0𝜇0
𝜕2

𝜕𝑡2
(3.44)

¨õ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó áiëüø êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

□𝐴⃗ = −𝜇0⃗𝑗, (3.45)

□𝜙 = − 𝜌

𝜀0
. (3.46)

Âèêîðèñòàííÿ ðiâíÿíü Ä'Àëàìáåðà ñïðîùó¹ îá÷èñëåííÿ ïîëiâ 𝐸⃗ i 𝐻⃗,
îñêiëüêè ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çíà÷íî ïðîñòiøå, íiæ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü Ìà-
êñâåëëà.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç ïðèíöèïîì âiäïîâiäíîñòi ó ðàçi íåçàëåæíîñòi
ïîòåíöiàëiâ âiä ÷àñó ç ðiâíÿíü Ä'Àëàìáåðà (3.45) i (3.46) âèïëèâàþòü ðiâ-
íÿííÿ Ïóàññîíà äëÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî òà ìàãíiòîñòàòè÷íîãî ïîëiâ (1.55) i
(2.22).

Äîäàìî, ùî ó êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ çàìiñòü óìîâè Ëîðåíöà (3.41) âèêî-
ðèñòîâóþòü кулонiвське калiбрування потенцiалiв, çãiäíî ç ÿêèì

div 𝐴⃗ = 0, (3.47)
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Òîäi ç ðiâíÿíü (3.39) i (3.40) âèïëèâàþòü ðiâíÿííÿ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ
ïîòåíöiàëiâ ó âèãëÿäi

△𝐴⃗− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
− 𝜀0𝜇0∇

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝜇0⃗𝑗, (3.48)

△𝜙 = − 𝜌

𝜀0
. (3.49)

3.5 Запiзнювальний та випереджувальний потенцiали

Ðiâíÿííÿ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ, ÿêi çàëåæàòü âiä êîîðäèíàò
i ÷àñó, ìàþòü âèãëÿä

△𝜙(𝑟⃗, 𝑡)− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝜙(𝑟⃗, 𝑡)

𝜕2𝑡
= −𝜌(𝑟⃗, 𝑡)

𝜀0
, (3.50)

△𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡)− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡)

𝜕𝑡2
= −𝜇0⃗𝑗(𝑟⃗, 𝑡), (3.51)

div 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) + 𝜀0𝜇0
𝜕𝜙(𝑟⃗, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0. (3.52)

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.50)�(3.52) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ êîí-
êðåòíîãî ðîçïîäiëó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði i â ÷àñi â çàëåæíîñòi
âiä çíà÷åíü âiäîìèõ ôóíêöié ãóñòèíè çàðÿäó 𝜌(𝑟⃗, 𝑡) òà ãóñòèíè ñòðóìó 𝑗⃗(𝑟⃗, 𝑡)
íåîáõiäíî çàäàòè ïî÷àòêîâi óìîâè.

Ïðè çíàõîäæåííi åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ïî÷àòêîâi óìîâè ñòàâëÿòüñÿ
òàê: äî äåÿêîãî ìîìåíòó 𝑡 = 0 (òîáòî ïðè 𝑡 < 0) âñi çàðÿäè ¹ íåðóõîìèìè; â
ìîìåíò ÷àñó 𝑡 = 0 âñi çàðÿäè ïî÷èíàþòü äîâiëüíèì ÷èíîì ðóõàòèñÿ. Òîìó
ïðè 𝑡 ⩽ 0 íåîáõiäíî ïîêëàñòè, ùî 𝜌(𝑟⃗, 0) = 0 òà 𝑗⃗(𝑟⃗, 0) = 0, òîáòî ãóñòèíè
çàðÿäó òà ñòðóìó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ðiâíi íóëþ. Âiäïîâiäíî, â ìîìåíò
÷àñó 𝑡 = 0 ðiâíi íóëþ i âåêòîðè åëåêòðè÷íîãî i ìàãíiòíîãî ïîëiâ 𝐸⃗(𝑟⃗, 0) =
𝐻⃗(𝑟⃗, 0) = 0. Òîäi ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ ïîòåíöiàëiâ íàáóâàþòü âèãëÿäó:

𝐴⃗(𝑟⃗, 0) = 0,

𝜕𝐴⃗(𝑟⃗, 0)

𝜕𝑡
= 0,

𝜙(𝑟⃗, 0) = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (3.53)

Ïåðøà iç çàïèñàíèõ ðiâíîñòåé âiäïîâiäà¹ ðiâíîñòi � 𝐻⃗ = 0, äðóãà i òðåòÿ
(äèâ. (3.36)) � âiäñóòíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ 𝐸⃗ = 0 â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó. Ïðè 𝑡 > 0 ôóíêöi¨ 𝜌(𝑟⃗, 𝑡) òà 𝑗⃗(𝑟⃗, 𝑡) ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè.

Ðîçiá'¹ìî âñþ ñèñòåìó íà ñóêóïíiñòü òî÷êîâèõ çàðÿäiâ 𝑑𝑞 = 𝜌(𝑟⃗, 𝑡)𝑑𝑉 ,
äå 𝑑𝑉 � ÿê çàâãîäíî ìàëèé îá'¹ì â îáëàñòi 𝑉 ′. Øóêàòèìåìî â äåÿêié òî÷öi
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ñïîñòåðåæåííÿ ïîòåíöiàë ïîëÿ, ùî ñòâîðþ¹òüñÿ çàðÿäîì 𝑑𝑞, ââàæàþ÷è, ùî
íiÿêèõ iíøèõ çàðÿäiâ â ïðîñòîði íåìà¹. Ïîâíå ïîëå, íà îñíîâi ïðèíöèïó
ñóïåðïîçèöi¨, ¹ ñóìîþ ïîëiâ, ùî ñòâîðþþòüñÿ âñiìà çàðÿäàìè 𝑑𝑞, ÿêi âõîäÿòü
â ñèñòåìó.

Çíàéäåìî, ïåðø çà âñå, ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü äëÿ ïîòåíöiàëiâ ïîëÿ,
ùî ñòâîðþ¹òüñÿ çàðÿäîì 𝑑𝑞 ó âñüîìó ïðîñòîði ïîçà ìàëèì îá'¹ìîì 𝑑𝑉 .

Â óñiõ òî÷êàõ ïðîñòîðó ïîçà îá'¹ìîì 𝑑𝑉 ãóñòèíà çàðÿäó, çãiäíî íàøîãî
ïðèïóùåííÿ, ðiâíà íóëþ. Òîìó ïîçà îá'¹ìîì 𝑑𝑉 ðiâíÿííÿ (3.50)�(3.52) äëÿ
ïîòåíöiàëiâ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó

△𝜙− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝜙

𝜕2𝑡
= 0, (3.54)

△𝐴⃗− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
= 0. (3.55)

Ââåäåìî ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì â íåñêií÷åííî ìàëî-
ìó îá'¹ìi 𝑑𝑉 , äå çíàõîäèòü òî÷êîâèé çàðÿä 𝑑𝑞. Òîäi çìiííå åëåêòðîìàãíiòíå
ïîëå öüîãî çàðÿäó ïîçà îá'¹ìîì 𝑑𝑉 áóäå ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèì, óíàñëiäîê
÷îãî ïîòåíöiàëè ïîëÿ íå çàëåæàòèìóòü âiä ïîëÿðíîãî òà àçèìóòàëüíîãî êó-
òiâ, à òiëüêè âiä âiäñòàíi äî îá'¹ìó 𝑑𝑉 òà ÷àñó. Ñêîðèñòàâøèñü âèðàçîì äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ

△𝑓 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑓

𝜕𝑟

)︂
=

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟 𝑓), (3.56)

îòðèìó¹ìî
1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟 𝜙)− 𝜀0𝜇0

𝜕2𝜙

𝜕2𝑡
= 0, (3.57)

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟⃗ 𝐴⃗)− 𝜀0𝜇0

𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
= 0. (3.58)

Ìè áà÷èìî, ùî ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë i âñi êîìïîíåíòè âåêòîðà-ïîòåíöiàëó
âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì îäíîãî òèïó:

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟 𝑓)− 1

𝑐2
𝜕2𝑓

𝜕2𝑡
= 0, 𝑐 =

1
√
𝜀0𝜇0

. (3.59)

Ðiâíÿííÿ òèïó (3.59) íàçèâàþòü хвильовим рiвнянням. Âîíî îïèñó¹
ïîøèðåííÿ äîâiëüíîãî ïåðiîäè÷íîçìiííîãî ïîëÿ ç øâèäêiñòþ 𝑐. Íàéïðî-
ñòiøå iíòåãðóâàííÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ïðîâåäåíî ìåòîäîì
Ä'Àëàìáåðà, ùî ïîëÿãà¹ ó çâåäåííi ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òèïó
(3.59) äî ðiâíÿííÿ iç çìiøàíîþ äðóãîþ ïîõiäíîþ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ
(3.59) ó âèãëÿäi

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟 𝑓)− 1

𝑐2
𝜕2

𝜕2𝑡
(𝑟 𝑓) = 0 (3.60)
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i ââåäåìî íîâó íåâiäîìó ôóíêöiþ,

𝜓(𝑟, 𝑡) = 𝑟 𝑓(𝑟, 𝑡), (3.61)

ùî çàâæäè ìîæëèâî, îñêiëüêè ïîçà îá'¹ìîì 𝑑𝑉 , 𝑟 ̸= 0. Òîäi ìà¹ìî

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
− 1

𝑐2
𝜕2𝜓

𝜕2𝑡
= 0. (3.62)

Ïåðåéäåìî òåïåð â ðiâíÿííi (3.62) äî íîâèõ çìiííèõ:

𝜉 = 𝑡− 𝑟

𝑐
, (3.63)

𝜂 = 𝑡+
𝑟

𝑐
, (3.64)

çâiäêè

𝜕𝜓

𝜕𝑟
=

𝜕𝜓

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑟
+
𝜕𝜓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑟
= −1

𝑐

𝜕𝜓

𝜕𝜉
+

1

𝑐

𝜕𝜓

𝜕𝜂
,

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

𝜕𝜓

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+
𝜕𝜓

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑡
=
𝜕𝜓

𝜕𝜉
+
𝜕𝜓

𝜕𝜂
,

òà

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
=

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
=

𝜕

𝜕𝜉

(︂
−1

𝑐

𝜕𝜓

𝜕𝜉
+

1

𝑐

𝜕𝜓

𝜕𝜂

)︂
𝜕𝜉

𝜕𝑟
+

𝜕

𝜕𝜂

(︂
−1

𝑐

𝜕𝜓

𝜕𝜉
+

1

𝑐

𝜕𝜓

𝜕𝜂

)︂
𝜕𝜂

𝜕𝑟
=

=
1

𝑐2

(︂
𝜕2𝜓

𝜕𝜉2
− 2

𝜕2𝜓

𝜕𝜉𝜕𝜂
+
𝜕2𝜓

𝜕𝜂2

)︂
,

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑡

)︂
=

𝜕

𝜕𝜉

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝜉
+
𝜕𝜓

𝜕𝜂

)︂
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝜂

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝜉
+
𝜕𝜓

𝜕𝜂

)︂
𝜕𝜂

𝜕𝑡
=

=

(︂
𝜕2𝜓

𝜕𝜉2
+ 2

𝜕2𝜓

𝜕𝜉𝜕𝜂
+
𝜕2𝜓

𝜕𝜂2

)︂
.

Äàëi
𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
− 1

𝑐2
𝜕2𝜓

𝜕2𝑡
= −4

𝜕2𝜓

𝜕𝜉𝜕𝜂
.

Ó íîâèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ (3.62) ìà¹ âèãëÿä

𝜕2𝜓(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉𝜕𝜂
= 0. (3.65)

Iíòåãðóþ÷è éîãî çà çìiííîþ 𝜂, äiñòàíåìî íîâå ðiâíÿííÿ

𝜕𝜓

𝜕𝜉
= 𝜑(𝜉),
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ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÿêîãî îòðèìà¹ìî ôóíêöiþ 𝜓 ó âèãëÿäi

𝜓(𝜉, 𝜂) =

∫︁
𝜑(𝜉)𝑑𝜉 + 𝜑2(𝜂) = 𝜑1(𝜉) + 𝜑2(𝜂). (3.66)

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ñòàðèõ çìiííèõ 𝑟 i 𝑡, ç (3.61) çíàõîäèìî

𝑓(𝑟, 𝑡) =
1

𝑟
𝜑1

(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
+

1

𝑟
𝜑2

(︁
𝑡+

𝑟

𝑐

)︁
. (3.67)

Ôîðìóëà (3.67) ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.60), i ïðåäñòàâëÿ¹
íàêëàäåííÿ äâîõ õâèëü � ðîçáiæíî¨ õâèëi

(︀
1
𝑟𝜑1
(︀
𝑡− 𝑟

𝑐

)︀)︀
, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ

ç øâèäêiñòþ 𝑐 âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, i õâèëi, ùî çáiãà¹òüñÿ äî ïî÷àòêó
êîîðäèíàò

(︀
1
𝑟𝜑2
(︀
𝑡+ 𝑟

𝑐

)︀)︀
. Ïîâåðõíi ñôåð 𝑟 = const ¹ ïîâåðõíÿìè ïîñòiéíî-

ãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓 àáî ïîâåðõíÿìè ðiâíî¨ ôàçè. Îñêiëüêè ïîâåðõíÿìè
ðiâíî¨ ôàçè ¹ ñôåðè÷íi ïîâåðõíi, òî ãîâîðÿòü, ùî õâèëüîâèé ïðîöåñ, ùî
îïèñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ 𝑓 , ¹ ñóêóïíiñòþ ðîçáiæíî¨ i çáiæíî¨ ñôåðè÷íèõ õâèëü.
Ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë 𝜙 i âñi êîìïîíåíòè âåêòîðà-ïîòåíöiàëó 𝐴⃗ ìîæóòü áóòè
ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ôîðìóëè (3.67).

Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ çìiñòó îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíåìî îäèí ç ÷àñòèí-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàïðèêëàä ðîçáiæíó ñôåðè÷íó õâèëþ. Äëÿ êîíêðåòíîñòi çà-
ïèøåìî âèðàç äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó:

𝜙(𝑟⃗, 𝑡)1 =
1

𝑟
𝜑1

(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
. (3.68)

Ïðè äîâiëüíîìó âèãëÿäi ôóíêöi¨ 𝜑1 ôîðìóëà (3.68) ¹ ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (3.50) â îáëàñòi ïðîñòîðó ïîçà îá'¹ìîì 𝑑𝑉 . Âèìàãàòèìåìî òåïåð,
ùîá ðîçâ'ÿçîê (3.68) íåïåðåðâíî ïåðåõîäèâ ó ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.50) ïî-
áëèçó îá'¹ìó 𝑑𝑉 , òîáòî ïîáëèçó ìiñöÿ ðîçòàøóâàííÿ çàðÿäó 𝑑𝑞. ßêùî â
ðiâíÿííi (3.50) çðîáèòè ôîðìàëüíèé ïåðåõiä, ïîêëàâøè 𝑐 → ∞, òî âîíî
ïåðåõîäèòü â ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà (1.55) äëÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó,
ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä (1.57). Ó íàøîìó âèïàäêó ïîëå ñòâîðþ¹òüñÿ òî-
÷êîâèì çàðÿäîì 𝑑𝑞 = 𝜌(𝑡)𝑑𝑉 , òîìó çàìiñòü (1.57) áóäåìî ìàòè

𝑑𝜙1 =
𝑑𝑞(𝑡)

𝑟
=
𝜌(𝑡)𝑑𝑉

4𝜋𝜀0 𝑟
. (3.69)

Ïîðiâíþþ÷è (3.68) ïðè 𝑐→ ∞ i (3.69) çíàõîäèìî ñïiââiäíîøåííÿ

𝜑1 =
𝜌(𝑡)𝑑𝑉

4𝜋𝜀0
, (3.70)

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî

𝜑1

(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
=
𝜌
(︀
𝑡− 𝑟

𝑐

)︀
𝑑𝑉

4𝜋𝜀0
, (3.71)
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îòæå,

𝑑𝜙(𝑟, 𝑡)1 =
𝜌
(︀
𝑡− 𝑟

𝑐

)︀
𝑑𝑉

4𝜋𝜀0𝑟
. (3.72)

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî ïîòåíöiàëó ïîëÿ, ñòâîðþâàíîãî çàðÿäîì 𝑑𝑞,
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (3.57) ïîçà îá'¹ìîì 𝑑𝑉 i ïåðåõîäèòü ïîáëèçó
ïî÷àòêó êîîðäèíàò â (3.69).

ßêùî çàðÿä 𝑑𝑞 çíàõîäèòüñÿ íå â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à â òî÷öi ç êîîðäè-
íàòîþ 𝑟⃗ ′, à òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ ìà¹ ðàäióñ-âåêòîð 𝑟⃗, òî

𝑑𝑞 = 𝜌

(︂
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

𝑐

)︂
𝑑𝑉 ′,

çàìiñòü (3.72) ïîòðiáíî çàïèñàòè

𝑑𝜙1(|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|, 𝑡) =
𝜌
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

)︁
𝑑𝑉 ′

4𝜋𝜀0|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
. (3.73)

Íàðåøòi, ÿêùî åëåêòðè÷íèé çàðÿä íå ¹ òî÷êîâèì, à ðîçïîäiëåíèé â
äåÿêîìó îá'¹ìi 𝑉 ′, íà ïiäñòàâi (3.73) ìîæíà çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
Ä'Àëàìáåðà (3.50) ÿê

𝜙1(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

∫︁ 𝜌
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

)︁
𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
, (3.74)

äå 𝑑𝑉 ′ = 𝑑3𝑟′ = 𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑧′.
Òàê ñàìî, âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíî-

øåííÿ (3.67), îòðèìà¹ìî ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.50) ó âèãëÿäi

𝜙2(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

∫︁ 𝜌
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡+ |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

)︁
𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
. (3.75)

Çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó 𝜙1(𝑟⃗, 𝑡) ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì
çàðÿäiâ ó ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐 . Òîìó ïîòåíöiàë 𝜙1(𝑟⃗, 𝑡) íàçèâà-

þòü запiзнювальним, à âåëè÷èíó |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|
𝑐 � ÷àñîì çàïiçíåííÿ. Âií âiäïîâiäà¹

ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòi, îñêiëüêè ïðè÷èíà (ðîçïîäië çàðÿäiâ) ïåðåäó¹ íàñëiä-
êó (çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó).

Ïîòåíöiàë 𝜙2(𝑟⃗, 𝑡) ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì çàðÿäiâ ó íà-
ñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó 𝑡+ |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐 , òîìó éîãî íàçèâàþòü випереджувальним.
Ó öüîìó ðàçi íàñëiäîê ïåðåäó¹ ïðè÷èíi, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèíöèïó ïðè÷èí-
íîñòi. Íàäàëi îáìåæèìîñÿ çàïiçíþâàëüíèìè ïîòåíöiàëàìè i ââàæàòèìåìî,
ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ä'Àëàìáåðà (3.50) ìà¹ âèãëÿä

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

∫︁ 𝜌
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

)︁
𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
, (3.76)
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Äîäàìî, ùî ôîðìàëüíî ðîçâ'ÿçîê (3.75) ç'ÿâèâñÿ âíàñëiäîê iíâàðiàíòíî-
ñòi ðiâíÿííÿ (3.50) âiäíîñíî iíâåðñi¨ ÷àñó 𝑡 → −𝑡, ÿêà îçíà÷à¹, ùî ïðè÷èíà
ñòà¹ íàñëiäêîì, à íàñëiäîê � ïðè÷èíîþ. Îäíàê ó íàøîìó âèïàäêó öå ñó-
ïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i, çãiäíî ç ÿêîþ åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi ¹ íàñëiäêîì, à
ïðè÷èíîþ � çìiíà ç ÷àñîì ðîçïîäiëó åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ä'Àëàìáåðà (3.51) çàïèøåìî àíàëîãi÷íî (3.76) ó âè-
ãëÿäi çàïiçíþâàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó

𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) =
𝜇0
4𝜋

∫︁ 𝑗⃗
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

)︁
𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
. (3.77)

3.6 Закон збереження енергiї в електромагнiтному полi

у вакуумi. Вектор Пойнтiнга

Ïåðøèì âàæëèâèì çàãàëüíèì íàñëiäêîì, ÿêèé âèòiêà¹ ç ñèñòåìè ðiâíÿíü
Ìàêñâåëëà, ¹ iñíóâàííÿ åíåðãi¨ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ
åíåðãi¨ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ðîçãëÿíåìî çàìêíóòó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ ç ïîëÿ i ÷àñòèíîê.

Çíàéäåìî ñèëó ç ÿêîþ ïîëå äi¹ íà çàðÿäè (íåïåðåðâíî ðîçïîäiëåíi â ïðî-
ñòîði), ùî çíàõîäÿòüñÿ â îá'¹ìi 𝑉

𝑓 =
𝐹

𝑉
= 𝜌𝐸⃗ + 𝜇0𝜌[𝑣⃗ 𝐻⃗] = 𝜌𝐸⃗ + 𝜇0[⃗𝑗 𝐻⃗]. (3.78)

Òîìó ðîáîòà 𝐴, âèêîíàíà ñèëàìè ïîëÿ íàä çàðÿäàìè çà îäèíèöþ ÷àñó ðiâíà

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉

𝑓𝑠⃗ 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝑓𝑣⃗ 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝜌
(︁
𝐸⃗ + 𝜇0[𝑣⃗ 𝐻⃗]

)︁
𝑣⃗ 𝑑𝑉 =

=

∫︁
𝑉

𝜌𝐸⃗𝑣⃗ 𝑑𝑉 + 𝜇0

∫︁
𝑉

𝜌[𝑣⃗ 𝐻⃗]𝑣⃗ 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝑗⃗𝐸⃗ 𝑑𝑉, (3.79)

äå âðàõîâàíî, ùî 𝜌𝑣⃗ = 𝑗⃗ i 𝑣⃗[𝑣⃗ 𝐻⃗] = 0, îñêiëüêè [𝑣⃗ 𝐻⃗]⊥𝑣⃗. Ðîáîòà ñèëè ìà-
ãíiòíîãî ïîëÿ ðiâíà íóëþ, îñêiëüêè öÿ ñèëà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî øâèäêîñòi
÷àñòèíêè.

Ïåðåòâîðèìî ñïiââiäíîøåííÿ (3.79), âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ìàêñâåë-
ëà. Âèðàæàþ÷è ãóñòèíó ñòðóìó ÷åðåç âåêòîðè ïîëÿ çà äîïîìîãîþ (3.31),
ìà¹ìî

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑉

𝑗⃗𝐸⃗ 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝐸⃗

(︃
rot 𝐻⃗ − 𝜀0

𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡

)︃
𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝐸⃗ rot 𝐻⃗ 𝑑𝑉 −𝜀0
∫︁
𝑉

𝐸⃗
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑉.

(3.80)
ßê ìè íåîäíîðàçîâî ïiäêðåñëþâàëè, ïîâèííà iñíóâàòè ñèìåòðiÿ ìiæ åëå-
êòðè÷íèì i ìàãíiòíèì ïîëÿìè. Òèì ÷àñîì, ðiâíÿííÿ (3.80) àñèìåòðè÷íå. Ìè
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ìîæåìî íàäàòè éîìó íàëåæíîìó âèãëÿäó, äîäàâøè äî ïðàâî¨ éîãî ÷àñòèíè
âèðàç

−
∫︁
𝑉

𝐻⃗

(︃
rot 𝐸⃗ + 𝜇0

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡

)︃
𝑑𝑉,

ðiâíèé, â ñèëó ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (3.29), íóëþ. Öå äà¹

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑉

(𝐸⃗ rot 𝐻⃗ − 𝐻⃗ rot 𝐸⃗) 𝑑𝑉 −
∫︁
𝑉

(︃
𝜀0𝐸⃗

𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
+ 𝜇0𝐻⃗

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡

)︃
𝑑𝑉 =

=

∫︁
𝑉

(𝐸⃗ rot 𝐻⃗ − 𝐻⃗ rot 𝐸⃗) 𝑑𝑉 −
∫︁
𝑉

𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝜀0𝐸⃗

2 + 𝜇0𝐻⃗
2

2

)︃
𝑑𝑉 (3.81)

Ïåðøèé iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (3.81) ìîæå áóòè ïåðåòâî-
ðåíèé äî ïîâåðõíåâîãî. À ñàìå, çãiäíî ôîðìóëè div [⃗𝑎𝑏] = 𝑏⃗ rot 𝑎⃗ − 𝑎⃗ rot 𝑏⃗
ìà¹ìî:

−(𝐸⃗ rot 𝐻⃗ − 𝐻⃗ rot 𝐸⃗) = div [𝐸⃗𝐻⃗].

Òîìó (çà òåîðåìîþ Ãàóññà)∫︁
𝑉

(𝐸⃗ rot 𝐻⃗ − 𝐻⃗ rot 𝐸⃗) 𝑑𝑉 = −
∫︁
𝑉

div [𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑉 = −
∮︁
𝑆

[𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑆⃗,

äå 𝑆 � çàìêíåíà ïîâåðõíÿ, ùî îáìåæó¹ îá'¹ì 𝑉 . Òîäi çàìiñòü (3.81) ìîæíà
íàïèñàòè

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= −

∮︁
𝑆

[𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑆⃗ − 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

(︃
𝜀0𝐸⃗

2 + 𝜇0𝐻⃗
2

2

)︃
𝑑𝑉. (3.82)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îá'¹ì iíòåãðóâàííÿ 𝑉 íåîáìåæåíî çðîñòà¹ i
ïîâåðõíÿ 𝑆 îõîïëþ¹ âåñü ïðîñòið â ÿêîìó ¹ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå. Òîìó ó
òî÷êàõ öi¹¨ ïîâåðõíi ïîëå ìà¹ áóòè âiäñóòíiì i ïåðøèé iíòåãðàë ó ïðàâié
÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (3.82) äîðiâíþâàòèìå íóëþ 6. Ó öüîìó ðàçi

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

(︃
𝜀0𝐸⃗

2 + 𝜇0𝐻⃗
2

2

)︃
𝑑𝑉. (3.83)

Ó çàìêíåíié ñèñòåìi ðîáîòà ïîëÿ ìà¹ äîðiâíþâàòè çìåíøåííþ éîãî åíåðãi¨,
òîìó âåëè÷èíà

𝑊 =

∫︁
𝑉

(︃
𝜀0𝐸⃗

2 + 𝜇0𝐻⃗
2

2

)︃
𝑑𝑉 (3.84)

6Якщо вектори поля 𝐸⃗ i 𝐻⃗ прямують до нуля при 𝑟 → ∞ швидше, нiж по закону 1
𝑟 , то поверхневий

iнтеграл перетворюється в нуль. Оскiльки, 𝐸 ∼ 1
𝑟2 (див. (1.8)) i 𝐻 ∼ 1

𝑟2 , то пiдiнтегральний вираз спадає

швидше, нiж 1
𝑟2 , а величина поверхнi росте, як 𝑟2, то поверхневий iнтеграл у правiй частинi спiввiдношення

(3.82) дорiвнюватиме нулевi.
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ìà¹ çìiñò енергiї електромагнiтного поля â îá'¹ìi 𝑉 , à âåëè÷èíà

𝑤 =
𝜀0𝐸⃗

2 + 𝜇0𝐻⃗
2

2
(3.85)

¹ густиною енергiї електромагнiтного поля.
Òîäi âiäïîâiäíî, äîäàíîê

𝑤𝑒 =
1

2
𝜀0𝐸⃗

2 (3.86)

ìà¹ çìiñò густини енергiї електричного поля у вакуумi, à äîäàíîê

𝑤𝑚 =
1

2
𝜇0𝐻⃗

2 (3.87)

ñëiä ââàæàòè густиною енергiї магнiтного поля у вакуумi.
Ïðèïóñòèìî, ùî çàìêíåíà ïîâåðõíÿ 𝑆, ÿêà ôiãóðó¹ â ñïiââiäíîøåííi

(3.82), íå îõîïëþ¹ âñüîãî ïîëÿ. Òîäi éîãî ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

− 𝜕𝑊

𝜕𝑡
=
𝑑𝐴

𝑑𝑡
+

∮︁
𝑆

[𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑆⃗. (3.88)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.88) îçíà÷à¹, ùî çìåíøåííÿ åíåðãi¨ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïî-
ëÿ âñåðåäèíi çàìêíåíî¨ ïîâåðõíi 𝑆 âiäáóâà¹òüñÿ âíàñëiäîê âèêîíàííÿ ïîëåì
ðîáîòè i âòðàòè åíåðãi¨ ïîëÿ êðiçü ïîâåðõíþ 𝑆, ïðè÷îìó

−
(︂
𝜕𝑊

𝜕𝑡

)︂
âèòiê

=

∮︁
𝑆

[𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑆⃗ =

∮︁
𝑆

Π⃗ 𝑑𝑆⃗. (3.89)

Âåêòîð
Π⃗ = [𝐸⃗𝐻⃗] (3.90)

íàçèâàþòü вектором Пойнтiнга. ×èñåëüíî âií äîðiâíþ¹ åíåðãi¨, ÿêà âèòi-
êà¹ çà îäèíèöþ ÷àñó ÷åðåç îäèíèöþ ïëîùi ïîâåðõíi â íàïðÿìi, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîìó äî âåêòîðiâ 𝐸⃗ i 𝐻⃗.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (3.88) ìà¹ çìiñò закону збереження енергiї äëÿ
ñèñòåìè ç åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ i åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ ó âàêóóìi.

3.7 Закон збереження iмпульсу в електромагнiтному

полi у вакуумi

Ïîðÿä ç ãóñòèíîþ åíåðãi¨ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå òàêîæ ìà¹ i ãóñòèíó iì-
ïóëüñó.
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ßêùî íà çàðÿä, ùî çíàõîäèòüñÿ â îá'¹ìi 𝑉 äi¹ ñèëà (3.78), òî éîãî ðiâ-
íÿííÿ ðóõó ìîæíà çàïèñàòè òàê:

𝐹 =

∫︁
𝑉

𝑓 𝑑𝑉 =
𝑑𝑃част
𝑑𝑡

=

∫︁
𝑉

(︁
𝜌𝐸⃗ + 𝜇0[⃗𝑗 𝐻⃗]

)︁
𝑑𝑉 =

=

∫︁
𝑉

𝜌𝐸⃗ 𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉

𝜇0[⃗𝑗 𝐻⃗] 𝑑𝑉, (3.91)

äå 𝑃част � ïîâíèé iìïóëüñ ÷àñòèíîê, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îá'¹ìi 𝑉 . Âèðàæàþ÷è
𝜌 i 𝑗⃗ ÷åðåç íàïðóæåíîñòi ïîëÿ âiäïîâiäíî äî (3.30) i (3.31), çíàõîäèìî

𝑑𝑃част
𝑑𝑡

= 𝜀0

∫︁
𝑉

𝐸⃗ div 𝐸⃗ 𝑑𝑉 + 𝜇0

∫︁
𝑉

[rot 𝐻⃗ · 𝐻⃗] 𝑑𝑉 − 𝜀0𝜇0

∫︁
𝑉

[︃
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
𝐻⃗

]︃
𝑑𝑉. (3.92)

Ñèìåòðèçó¹ìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, äîäàâøè äî éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèðàç, ùî
ðiâíèé íóëþ (äèâ. (3.29) i (3.32))

𝜀0

∫︁
𝑉

[︃(︃
rot 𝐸⃗ + 𝜇0

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡

)︃
𝐸⃗

]︃
𝑑𝑉 + 𝜇0

∫︁
𝑉

𝐻⃗ div 𝐻⃗ 𝑑𝑉

Òîäi ìà¹ìî

𝑑𝑃част
𝑑𝑡

= −𝜀0𝜇0
∫︁
𝑉

(︃[︃
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
𝐻⃗

]︃
+

[︃
𝐸⃗
𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡

]︃)︃
𝑑𝑉+

+

∫︁
𝑉

(︁
𝜀0𝐸⃗ div 𝐸⃗ + 𝜇0𝐻⃗ div 𝐻⃗ + 𝜀0

[︁
rot 𝐸⃗ · 𝐸⃗

]︁
+ 𝜇0

[︁
rot 𝐻⃗ · 𝐻⃗

]︁)︁
𝑑𝑉 =

= −𝜀0𝜇0
𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

[︁
𝐸⃗ 𝐻⃗

]︁
𝑑𝑉+

+

∫︁
𝑉

(︁
𝜀0𝐸⃗ div 𝐸⃗ + 𝜇0𝐻⃗ div 𝐻⃗ − 𝜀0

[︁
𝐸⃗ rot 𝐸⃗

]︁
− 𝜇0

[︁
𝐻⃗ rot 𝐻⃗

]︁)︁
𝑑𝑉.

(3.93)

Äðóãèé iíòåãðàë ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíèé äî ïîâåðõíåâîãî. Öå ïåðåòâîðåí-
íÿ ìè ïðîâåäåìî íèæ÷å. Çðîçóìiëî, ùî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë, ÿêèé ìiñòèòü
âåêòîðè ïîëÿ â äðóãié ñòåïåíi, áóäå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ ïðè íåîáìåæåíî-
ìó çðîñòàííi ïîâåðõíi, ÿêùî âåêòîðè ïîëÿ ñïàäàþòü øâèäøå, íiæ ôóíêöiÿ
1
𝑟 . Òîäi, ïåðåõîäÿ÷è äî íåñêií÷åííî âåëèêîãî îá'¹ìó i âiäêèäàþ÷è â (3.93)
äðóãèé iíòåãðàë, ìè ïðèõîäèìî äî âèðàçó

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝑃част + 𝜀0𝜇0

∫︁
𝑉

Π⃗ 𝑑𝑉

⎞⎠ = 0 (3.94)
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àáî

𝑃част + 𝜀0𝜇0

∫︁
𝑉

Π⃗ 𝑑𝑉 = const. (3.95)

Âåëè÷èíà

𝑃поля = 𝜀0𝜇0

∫︁
𝑉

Π⃗ 𝑑𝑉 (3.96)

ìà¹ çìiñò iмпульсу електромагнiтного поля. Âiäïîâiäíî âåêòîð

𝑔⃗ = 𝜀0𝜇0Π⃗ = 𝜀0𝜇0

[︁
𝐸⃗ 𝐻⃗

]︁
(3.97)

¹ густиною iмпульсу електромагнiтного поля.
Ôîðìóëà (3.95) ïîêàçó¹, ùî ñóìàðíèé iìïóëüñ çàìêíóòî¨ ñèñòåìè, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëÿ i ÷àñòèíîê, çáåðiãà¹òüñÿ. Ïðè âçà¹ìîäi¨ ïîëÿ i ÷àñòè-
íîê ïîðÿä iç çàêîíîì çáåðåæåííÿ ñóìàðíî¨ åíåðãi¨ ìà¹ ìiñöå çàêîí çáåðå-
æåííÿ ñóìàðíîãî iìïóëüñó. Ïåðåäà÷à iìïóëüñó ÷àñòèíêàì ñóïðîâîäæó¹òüñÿ
çìåíøåííÿì iìïóëüñó ïîëÿ. Âòðàòà iìïóëüñó ÷àñòèíêàìè (íàïðèêëàä, ïðè
âèïðîìiíþâàííi) ïðèâîäèòü äî çáiëüøåííÿ iìïóëüñó ïîëÿ.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äðóãèé iíòåãðàë ó ôîðìóëi (3.93) ìîæíà çâåñòè äî
ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëó. Îñêiëüêè iíòåãðàë∫︁ {︁

𝜀0𝐸⃗ div 𝐸⃗ + 𝜇0𝐻⃗ div 𝐻⃗ − 𝜀0[𝐸⃗ rot 𝐸⃗]− 𝜇0[𝐻⃗ rot 𝐻⃗]
}︁
𝑑𝑉

ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî âåêòîðiâ 𝐸⃗ i 𝐻⃗, ðîçãëÿíåìî òiëüêè iíòåãðàë

𝐼 =

∫︁ {︁
𝐸⃗ div 𝐸⃗ − [𝐸⃗ rot 𝐸⃗]

}︁
𝑑𝑉. (3.98)

Ñêîðèñòàâøèñü âåêòîðíèìè ðiâíîñòÿìè

grad
𝑎2

2
= (⃗𝑎 grad 𝑎⃗) + [⃗𝑎 rot 𝑎⃗]

òà ∮︁
(⃗𝑎𝑛⃗)⃗𝑏 𝑑𝑆 =

∫︁
𝑏⃗ div 𝑎⃗ 𝑑𝑉 +

∫︁
(⃗𝑎 grad)⃗𝑏 𝑑𝑉,

ìîæåìî çàïèñàòè∫︁
(𝐸⃗ grad)𝐸⃗ 𝑑𝑉 =

∮︁
(𝐸⃗𝑛⃗)𝐸⃗ 𝑑𝑆 −

∫︁
𝐸⃗ div 𝐸⃗ 𝑑𝑉, (3.99)∫︁

(𝐸⃗ grad)𝐸⃗ 𝑑𝑉 =

∫︁
grad

𝐸2

2
𝑑𝑉 −

∫︁
[𝐸⃗ rot 𝐸⃗] 𝑑𝑉. (3.100)
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Âiäíiìàþ÷è (3.99) âiä (3.100), çíàõîäèìî

∫︁ {︁
𝐸⃗ div 𝐸⃗ − [𝐸⃗ rot 𝐸⃗]

}︁
𝑑𝑉 = −

∫︁
grad

𝐸2

2
𝑑𝑉 +

∫︁
(𝐸⃗𝑛⃗)𝐸⃗ 𝑑𝑆

Âðàõîâóþ÷è, ùî
∮︀
𝜙𝑑𝑆⃗ =

∫︀
grad𝜙𝑑𝑉 , îäåðæó¹ìî

𝐼 =

∮︁ {︂
(𝐸⃗𝑛⃗)𝐸⃗ − 𝑛⃗

𝐸2

2

}︂
𝑑𝑆.

Àíàëîãi÷íèé âèðàç ìîæíà çàïèñàòè äëÿ ìàãíiòíî¨ ÷àñòèíè iíòåãðàëà, ùî
íàñ öiêàâèòü. Òàêèì ÷èíîì, îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

∫︁ {︁
𝜀0

(︁
𝐸⃗ div 𝐸⃗ − [𝐸⃗ rot 𝐸⃗]

)︁
+ 𝜇0

(︁
𝐻⃗ div 𝐻⃗ − [𝐻⃗ rot 𝐻⃗]

)︁}︁
𝑑𝑉 =

=

∮︁ {︂
𝜀0

(︂
(𝐸⃗𝑛⃗)𝐸⃗ − 𝑛⃗

𝐸2

2

)︂
+ 𝜇0

(︂
(𝐻⃗𝑛⃗)𝐻⃗ − 𝑛⃗

𝐻2

2

)︂}︂
𝑑𝑆. (3.101)

Ñïðÿìóâàâøè äî íåñêií÷åííîñòi ðàäióñ ïîâåðõíi iíòåãðóâàííÿ i ââàæàþ÷è,
ùî ïîëÿ 𝐸⃗ i 𝐻⃗ ñïàäàþòü íà íåñêií÷åííîñòi øâèäøå, íiæ 1

𝑟 , ïðèõîäèìî äî
ðiâíîñòi íóëþ âñüîãî ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà.

Íå çóïèíÿþ÷èñü íà ðîçãëÿäi áiëüø ñêëàäíîãî âèïàäêó, êîëè iíòåãðóâà-
ííÿ â (3.93) âåäåòüñÿ ïî ñêií÷åíîìó îá'¹ìó, âêàæåìî ëèøå ðåçóëüòàò òàêîãî
ðîçãëÿäó: çìiíà ïîâíîãî iìïóëüñó ïîëÿ â äåÿêîìó îá'¹ìi

∫︀
𝑔 𝑑𝑉 ðiâíà çìiíi

iìïóëüñó ÷àñòèíîê, ùî çíàõîäÿòüñÿ â öüîìó îá'¹ìi, i ïîòîêó iìïóëüñó ÷åðåç
ïîâåðõíþ, ùî îáìåæó¹ âèáðàíèé îá'¹ì.

4 ВIЛЬНЕ ЕЛЕКТРОМАГНIТНЕ ПОЛЕ.

4.1 Хвильове рiвняння Д’Аламбера для векторiв у ви-

падку вiльного електромагнiтного поля. Електрома-

гнiтнi хвилi

Ñåðåä âàæëèâèõ íàñëiäêiâ, ÿêi âèïëèâàþòü ç ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (3.29) �
(3.32), ¹ âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü. Ç îãëÿäó íà öå
ðîçãëÿíåìî çìiííå åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå â òî÷êàõ ïðîñòîðó, äå çàðÿäè i
ñòðóìè ïðîâiäíîñòi âiäñóòíi. Çà òàêèõ óìîâ ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà íàáóâàþòü
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âèãëÿäó

rot 𝐸⃗ = −𝜇0
𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
; (4.1)

div 𝐸⃗ = 0; (4.2)

rot 𝐻⃗ = 𝜀0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
; (4.3)

div 𝐻⃗ = 0. (4.4)

Ç ðiâíÿíü (4.1) i (4.3) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

rot rot 𝐸⃗ = −𝜇0
𝜕

𝜕𝑡
rot 𝐻⃗ = −𝜀0𝜇0

𝜕2𝐸⃗

𝜕𝑡2
,

òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî rot rot 𝐸⃗ = grad div 𝐸⃗ −△𝐸⃗, i áåðó÷è äî óâàãè (4.2),
îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

△𝐸⃗ − 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝑡2
= 0. (4.5)

Òàê ñàìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.1)�(4.3), îòðèìà¹ìî

△𝐻⃗ − 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐻⃗

𝜕𝑡2
= 0. (4.6)

Ùå äâà ðiâíÿííÿ, ïîäiáíi äî ðiâíÿíü (4.5) i (4.6), îòðèìà¹ìî ç ðiâíÿíü
Ä'Àëàìáåðà (3.42) i (3.43) çà óìîâè, ùî 𝜌 = 0, 𝑗⃗ = 0:

△𝐴⃗− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
= 0, (4.7)

△𝜙− 𝜀0𝜇0
𝜕2𝜙

𝜕2𝑡
= 0. (4.8)

Ðiâíÿííÿ òàêîãî âèãëÿäó íàçèâàþòü õâèëüîâèì. Âîíî îïèñó¹ ïîøèðåííÿ ïå-
ðiîäè÷íîãî çìiííîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ çi øâèäêiñòþ

𝑣 =
1

√
𝜀0𝜇0

. (4.9)

Ïðåäñòàâèìî íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ó âèãëÿäi

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐸⃗

(︂
𝑡± 1

𝑣
𝑘⃗0𝑟⃗

)︂
, (4.10)

äå 𝑘⃗0 � ñòàëèé îäèíè÷íèé âåêòîð, i ïåðåêîíà¹ìîñÿ ùî âîíà çàäîâiëüíÿ¹ ðiâ-
íÿííÿ (4.5). Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

𝜙 = 𝑡± 1

𝑣
𝑘⃗0𝑟⃗,
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îäåðæèìî (𝑘⃗0𝑟⃗ = 𝑘0𝑥𝑥+ 𝑘0𝑦𝑦 + 𝑘0𝑧𝑧)

△𝐸⃗ =
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑦

)︂2

+
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂2

=

=
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2

(︃
𝑘20𝑥 + 𝑘20𝑦 + 𝑘20𝑧

𝑣2

)︃
=
𝑘20
𝑣2
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2
=

1

𝑣2
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2
;

1

𝑣2
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝑡2
=

1

𝑣2
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)︂2

=
1

𝑣2
𝜕2𝐸⃗

𝜕𝜙2
,

îòæå, ôóíêöi¨ (4.10) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (4.5).
ßêùî â (4.10) âèáðàòè çíàê ¾ìiíóñ¿, òî çà óìîâè

△𝑡 = 1

𝑣
△(𝑘⃗0𝑟⃗),

îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

𝐸⃗

(︂
𝑡− 1

𝑣
𝑘⃗0𝑟⃗

)︂
= 𝐸⃗

(︃
𝑡+△𝑡− 𝑘⃗0𝑟⃗ +△(𝑘⃗0𝑟⃗)

𝑣

)︃
, (4.11)

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝐸⃗
(︁
𝑡− 1

𝑣 𝑘⃗0𝑟⃗
)︁
ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 i â

òî÷êàõ ç ïåâíèì çíà÷åííÿì 𝑘⃗0𝑟⃗ çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ çíà÷åííÿì ó íàñòóïíèé ìîìåíò
÷àñó 𝑡+△𝑡, àëå â òî÷êàõ ïðîñòîðó, äëÿ ÿêèõ 𝑘⃗0𝑟⃗+△(𝑘⃗0𝑟⃗). Îòæå, âiäáóâà¹òüñÿ
çìiùåííÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝐸⃗ âçäîâæ âåêòîðà 𝑘⃗0 çi øâèäêiñòþ 𝑣.

ßêùî âèáðàòè çíàê ¾ïëþñ¿ â (4.10)

𝐸⃗

(︂
𝑡+

1

𝑣
𝑘⃗0𝑟⃗

)︂
= 𝐸⃗

(︃
𝑡+△𝑡+ 𝑘⃗0𝑟⃗ −△(𝑘⃗0𝑟⃗)

𝑣

)︃
, (4.12)

òîáòî äåÿêå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝐸⃗
(︁
𝑡+ 1

𝑣 𝑘⃗0𝑟⃗
)︁
çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ çíà÷åííÿì ó íà-

ñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó 𝑡 +△𝑡 ó òî÷êàõ 𝑘⃗0𝑟⃗ −△(𝑘⃗0𝑟⃗), òîáòî âiäáóâà¹òüñÿ ïî-
øèðåííÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ ïîëÿ 𝐸⃗ ïðîòè âåêòîðà 𝑘⃗0.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (4.6) ìà¹ àíàëîãi÷íó ñòðóêòóðó, ïîäiáíi âèñíîâêè àâ-
òîìàòè÷íî ïîøèðþþòüñÿ i íà íàïðóæåíiñòü ìàãíiòíîãî ïîëÿ 𝐻⃗.

Ïîøèðåííÿ çìiííèõ i âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ åëåêòðè÷íîãî i ìàãíiòíîãî ïîëiâ
íàçèâàþòü електромагнiтною хвилею. Îòæå, ó âiëüíîìó âiä åëåêòðè÷íèõ
çàðÿäiâ i ñòðóìiâ ïðîñòîði åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ìîæå iñíóâàòè ó âèãëÿäi
åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, ÿêi ¹ ðåàëüíèìè (ñïîñòåðåæóâàíèìè) ôiçè÷íèìè
îá'¹êòàìè. Âîäíî÷àñ íå ñëiä çàáóâàòè, ùî õî÷à åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi ìî-
æóòü ïîøèðþâàòèñÿ ó âiäðèâi âiä çàðÿäiâ, ñàìå åëåêòðè÷íi çàðÿäè ¹ ¨õ äæå-
ðåëàìè.

Åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi ¹ ðiçíîãî òèïó. Îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ïëîñêèõ i
ñôåðè÷íèõ õâèëü.
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4.2 Плоскi електромагнiтнi хвилi

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4.5) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿), (4.13)

äå 𝐸⃗0 � àìïëiòóäà õâèëi (ñòàëèé âåêòîð), 𝑘⃗ � õâèëüîâèé âåêòîð, éîãî íà-
ïðÿìîê ïîêàçó¹ íàïðÿìîê ïîøèðåííÿ õâèëi, 𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡 + 𝛿 � ôàçà õâèëi, 𝛿 �
ïî÷àòêîâà ôàçà.

Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ (4.13) â ðiâíÿííÿ (4.5). Âðàõóâàâøè, ùî 𝑘⃗𝑟⃗ = 𝑘𝑥𝑥+
𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧 áóäåìî ìàòè

△𝐸⃗ = −𝐸⃗0(𝑘
2
𝑥 + 𝑘2𝑦 + 𝑘2𝑧) sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = −𝑘2𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = −𝑘2𝐸⃗;

𝜕2𝐸⃗

𝜕𝑡2
= −𝜔2𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = −𝜔2𝐸⃗;

𝑘2−𝜔
2

𝑣2
= 0,

òîáòî, õâèëÿ (4.13) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Äàëàìáåðà (4.5) ïðè óìîâi, ùî
𝜔 = 𝑘 𝑣.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó 𝑡 = 𝑡0, òîäi ðiâíÿííÿ

𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡0 + 𝛿 = const

âèçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ òî÷îê, ùî êîëèâàþòüñÿ â îäíàêîâié ôàçi. Öþ ìíî-
æèíó òî÷îê íàçèâàþòü фронтом хвилi àáî хвильовою поверхнею. Éîãî
ôîðìó âèçíà÷àþòü çà ðiâíÿííÿì 𝜙 = const, â äàíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ

𝑘⃗𝑟⃗ = 𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧 = const (4.14)

¹ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíî¨ äî âåêòîðà 𝑘⃗. Òîìó (4.13) ¹ ðiâ-
íÿííÿì ïëîñêî¨ ìîíîõðîìàòè÷íî¨ ãàðìîíi÷íî¨ õâèëi ÷àñòîòè 𝜔 ç õâèëüîâèì
âåêòîðîì 𝑘⃗.

Íàéìåíøèé ïðîìiæîê ÷àñó 𝑇 , íàçèâà¹òüñÿ перiодом, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà:

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡+ 𝑇 );

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡+ 𝑇 ) = 𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗−𝜔𝑡− 𝜔𝑇 + 𝛿) = 𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿),

öþ óìîâó ìîæíà çàäîâiëüíèòè, ÿêùî 𝜔𝑇 = 2𝜋. Òîäi

𝑇 =
2𝜋

𝜔
; 𝜔 = 2𝜋𝜈, 𝑇 =

1

𝜈
. (4.15)
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Довжиною хвилi 𝜆, íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøà âiäñòàíü â ïðîñòîði, íà ÿêó
çñóíóâøè ôðîíò õâèëi, ñàìà õâèëÿ íå çìiíèòüñÿ:

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐸⃗(𝑟⃗ + 𝜆𝑛⃗, 𝑡) 𝑛⃗ =
𝑘⃗

𝑘
;

𝐸⃗(𝑟⃗ + 𝜆𝑛⃗, 𝑡) = 𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗+𝜆𝑘 − 𝜔𝑡+ 𝛿) = 𝐸⃗0 sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿),

öþ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî 𝜆𝑘 = 2𝜋. Òîäi

𝜆 =
2𝜋

𝑘
; 𝑘 =

2𝜋

𝜆
. (4.16)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî çà ÷àñîì ðiâíÿííÿ 𝜙 = const:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑘⃗

𝑑𝑟⃗

𝑑𝑡
− 𝜔 = 0. (4.17)

Çâiäñè øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ ôàçè (фазову швидкiсть)
âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëîþ

𝑣⃗ф =
𝑑𝑟⃗

𝑑𝑡
=
𝜔

𝑘⃗
=
𝜔𝑘⃗

𝑘2
= 𝑣𝑘⃗0, (4.18)

îòæå, íàïðÿì ôàçîâî¨ øâèäêîñòi çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìîì õâèëüîâîãî âåêòîðà,
à ìîäóëü ðiâíèé

𝑣ф = 𝑣 =
1

√
𝜀0𝜇0

= 𝑐 = 3 · 108 ì/ñ.

Îñêiëüêè, 𝜀0 i 𝜇0 íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ñèñòåìè âiäëiêó, òî ó âàêóóìi øâèä-
êiñòü åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ðiâíà øâèäêîñòi ñâiòëà i íå çàëåæèòü âiä âè-
áîðó ñèñòåìè âiäëiêó.

Àíàëîãi÷íî äî (4.13) ìîæíà çàïèñàòè ïëîñêó õâèëþ, ùî îïèñó¹ ïîøèðå-
ííÿ çìiííîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ

𝐻⃗(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐻⃗0 sin(𝑘⃗
′𝑟⃗ − 𝜔′𝑡+ 𝛿′). (4.19)

Âèðàç (4.19) áóäå ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.6) ÿêùî 𝜔′ = 𝑘′𝑣. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ,
ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ: 𝑘⃗′ = 𝑘⃗, 𝜔′ = 𝜔, 𝛿′ = 𝛿, 𝐸⃗⊥𝑘⃗, 𝐻⃗⊥𝑘⃗,
𝐸⃗⊥𝐻⃗, 𝜔𝐻0 = 𝑘𝐸0.

Ïiäñòàâèìî (4.13) â ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (4.2). Âðàõóâàâøè, ùî 𝑘⃗𝑟⃗ =
𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧 i

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
𝐸0𝑥 sin(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = 𝑘𝑥𝐸0𝑥 cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿),

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
= 𝑘𝑦𝐸0𝑦 cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿),

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧
= 𝑘𝑧𝐸0𝑧 cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿),
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îäåðæèìî

div 𝐸⃗ = (𝑘𝑥𝐸0𝑥+𝑘𝑦𝐸0𝑦 + 𝑘𝑧𝐸0𝑧) cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = 𝑘⃗𝐸⃗0 cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = 0.

Îñêiëüêè, cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) ̸= 0, òî

𝑘⃗𝐸⃗0 = 0 ⇒ 𝑘⃗⊥𝐸⃗0 ⇒ 𝑘⃗⊥𝐸⃗.

Àíàëîãi÷íî ïiäñòàâëÿþ÷è (4.19) â (4.4), îäåðæèìî 𝑘⃗′⊥𝐻⃗.
Òåïåð ïiäñòàâèìî (4.13) òà (4.19) â ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (4.1):

rot 𝐸⃗ =

⎛⎜⎜⎝
𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗

𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝐸𝑥 𝐸𝑦 𝐸𝑧

⎞⎟⎟⎠ =

(︂
𝐸0𝑧

𝜕 sin(...)

𝜕𝑦
− 𝐸0𝑦

𝜕 sin(...)

𝜕𝑧

)︂
𝑖⃗−

−
(︂
𝐸0𝑧

𝜕 sin(...)

𝜕𝑥
− 𝐸0𝑥

𝜕 sin(...)

𝜕𝑧

)︂
𝑗⃗ +

(︂
𝐸0𝑦

𝜕 sin(...)

𝜕𝑥
− 𝐸0𝑥

𝜕 sin(...)

𝜕𝑦

)︂
𝑘⃗ =

=
[︁
(𝐸0𝑧𝑘𝑦 − 𝐸0𝑦𝑘𝑧) 𝑖⃗− (𝐸0𝑧𝑘𝑥 − 𝐸0𝑥𝑘𝑧) 𝑗⃗ + (𝐸0𝑦𝑘𝑥 − 𝐸0𝑥𝑘𝑦) 𝑘⃗

]︁
cos(...) =

=
[︁
𝑘⃗𝐸⃗0

]︁
cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿);

𝜕𝐻⃗

𝜕𝑡
= −𝜔′𝐻⃗0 cos(𝑘⃗

′𝑟⃗ − 𝜔′𝑡+ 𝛿′);

òîäi ðiâíiñòü[︁
𝑘⃗𝐸⃗0

]︁
cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿) = 𝜇0 𝜔

′𝐻⃗0 cos(𝑘⃗
′𝑟⃗ − 𝜔′𝑡+ 𝛿′)

ìîæëèâà ëèøå êîëè 𝑘⃗′ = 𝑘⃗, 𝜔′ = 𝜔, 𝛿′ = 𝛿. Òîáòî[︁
𝑘⃗𝐸⃗0

]︁
= 𝜇0𝜔𝐻⃗0 ⇒𝐻⃗0 ⊥ 𝐸⃗0 ⇒ 𝐻⃗ ⊥ 𝐸⃗; (4.20)

à äëÿ ìîäóëiâ îäåðæó¹ìî

𝑘𝐸0 = 𝜇0𝜔𝐻0 ⇒𝐸 = 𝑐𝜇0𝐻 = 𝑐𝐵. (4.21)

àáî âðàõóâàâøè, ùî 𝑐 = 1/
√
𝜀0𝜇0

√
𝜀0𝐸 =

√
𝜇0𝐻. (4.22)
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Òàêèì ÷èíîì, iç ñïiââiäíîøåíü (4.20)�(4.22) âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè 𝐸⃗, 𝐻⃗,
𝑘⃗ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ, òîáòî åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ ¹ ïîïå-
ðå÷íîþ õâèëåþ � âåêòîðè 𝐸⃗ i 𝐻⃗ ëåæàòü ó ïëîùèíi ïåðïåíäèêóëÿðíié íà-
ïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèëi, ïåðïåíäèêóëÿðíi îäèí îäíîìó, à ¨õ ìîäóëi çâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì

√
𝜀0𝐸 =

√
𝜇0𝐻. Ç ðiâíÿíü (4.13) òà (4.19) âèïëèâà¹ òàêîæ,

ùî åëåêòðè÷íå i ìàãíiòíå ïîëÿ â ïëîñêié åëåêòðîìàãíiòíié õâèëi çìiíþþ-
òüñÿ ñèíôàçíî. Âñi öi âëàñòèâîñòi ñïðàâåäëèâi i äëÿ ñôåðè÷íèõ õâèëü, ÿêi
ðîçãëÿíåìî äàëi.

4.3 Сферичнi електромагнiтнi хвилi

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê òî÷êîâîãî äæåðåëà åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, ðîçòà-
øîâàíîãî â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïîðîäæåíå íèì åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå áó-
äå ìàòè ñôåðè÷íó ñèìåòðiþ ç öåíòðîì ñèìåòði¨ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òî-
äi â ðiâíÿííi (4.5) îïåðàòîð Ëàïëàñà çðó÷íî çàïèñàòè â ñôåðè÷íié ñèñòåìi
êîîðäèíàò ó âèãëÿäi (3.56), äå 𝑟 � âiäñòàíü âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî òî-
÷êè ñïîñòåðåæåííÿ, à çàëåæíiñòü âiä êóòiâ 𝜃 i 𝜙 âiäñóòíÿ, îñêiëüêè ïîëå
öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íå. Â ðåçóëüòàòi äëÿ 𝐸⃗ îäåðæèìî ðiâíÿííÿ òèïó (3.60).

Ââiâøè íîâó ôóíêöiþ 𝐸⃗(𝑟, 𝑡) = ℰ⃗(𝑟,𝑡)
𝑟 , îäåðæèìî äëÿ íå¨ õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

𝜕2ℰ⃗
𝜕𝑟2

− 1

𝑐2
𝜕2ℰ⃗
𝜕2𝑡

= 0, (4.23)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

ℰ⃗(𝑟, 𝑡) = 𝐸⃗0 sin(𝑘 𝑟 − 𝜔𝑡+ 𝛿), (4.24)

äå 𝜔 = 𝑘𝑐, 𝑘 � ìîäóëü õâèëüîâîãî âåêòîðà 𝑘⃗. Òîäi

𝐸⃗(𝑟, 𝑡) =
𝐸⃗0

𝑟
sin(𝑘 𝑟 − 𝜔𝑡+ 𝛿). (4.25)

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ õâèëüîâî¨ ïîâåðõíi 𝑘 𝑟 = const ⇒ 𝑟 = const îïèñó¹
ñôåðó ðàäióñà 𝑟, òî ôóíêöiÿ (4.25) ¹ ðiâíÿííÿì ñôåðè÷íî¨ ìîíîõðîìàòè÷íî¨7

ãàðìîíi÷íî¨ õâèëi, ÿêà ïîøèðþ¹òüñÿ âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Ç (4.25) âèïëèâà¹, ùî íà âiäìiíó âiä àìïëiòóäè ïëîñêî¨ õâèëi, àìïëiòóäà

ñôåðè÷íî¨ õâèëi îáåðíåíî ïðîïîðöiéíà âiäñòàíi âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à
õâèëüîâèé âåêòîð 𝑘⃗ ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ ðàäióñà-âåêòîðà 𝑟⃗, îñêiëüêè 𝑘⃗𝑟⃗ =
𝑘 𝑟. Ðiíÿííÿ (4.25) íåçàñòîñîâíå ïðè 𝑟 → 0, òîìó ùî òîäi àìïëiòóäà ïðÿìó¹
äî íåñêií÷åííîñòi. Òå ùî àìïëiòóäà ñïàäà¹ ïî çàêîíó ∼ 1

𝑟 , ëåãêî çðîçóìiòè ç
ïðîñòèõ ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü. Ìè çíà¹ìî, ùî ãóñòèíà åíåðãi¨ õâèëi çàëåæèòü
âiä êâàäðàòà àìïëiòóäè õâèëi. Ó ìiðó òîãî ÿê õâèëÿ ðîçáiãà¹òüñÿ, ¨¨ åíåðãiÿ

7Електромагнiтна хвиля називається монохроматичною, якщо змiннi поля змiнюються з часом за гар-

монiчним законом.
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ðîçïëèâà¹òüñÿ íà âñå áiëüøó i áiëüøó ïëîùó, ïðîïîðöiéíó êâàäðàòó ðàäióñà
õâèëi. ßêùî ïîâíà åíåðãiÿ çáåðiãà¹òüñÿ, ãóñòèíà åíåðãi¨ ïîâèííà ñïàäàòè ÿê
1
𝑟2 , à àìïëiòóäà � ÿê

1
𝑟 .

Ïiäñòàâèìî (4.25) â ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (4.2). Âðàõóâàâøè, ùî 𝑟 =√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 i

𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑥
= 𝐸0𝑥𝑥

(︂
𝑘 cos(𝑘 𝑟 − 𝜔𝑡+ 𝛿)

𝑟2
− sin(𝑘 𝑟 − 𝜔𝑡+ 𝛿)

𝑟3

)︂
,

𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑦
= 𝐸0𝑦𝑦(...),

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧
= 𝐸0𝑧𝑧(...),

îäåðæèìî

div 𝐸⃗ = (𝐸0𝑥𝑥+ 𝐸0𝑦𝑦 + 𝐸0𝑧𝑧) (...) = 𝐸⃗0𝑟⃗(...) = 0.

Îñêiëüêè, (...) ̸= 0, òî

𝐸⃗0𝑟⃗ = 0 ⇒ 𝐸⃗0⊥𝑟⃗ ⇒ 𝐸⃗⊥𝑟⃗ ⇒ 𝐸⃗⊥𝑘⃗,

ç ÷îãî âèïëèâà¹ ïîïåðå÷íiñòü ñôåðè÷íî¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi.

4.4 Поляризацiя електромагнiтних хвиль

Íåõàé âåêòîð 𝐸⃗ â åëåêòðîìàãíiòíié õâèëi çàëèøà¹òüñÿ â ïðîöåñi ¨¨ ðîç-
ïîâñþäæåííÿ ïàðàëåëüíèì äåÿêîìó ïîñòiéíîìó âåêòîðó 𝑒⃗, ÿêèé íàçèâà¹-
òüñÿ вектором поляризацiї. Ó öüîìó âèïàäêó õâèëÿ íàçèâà¹òüñÿ лiнiйно
поляризованою. Ïëîùèíó â ÿêié ëåæàòü âåêòîðè 𝐸⃗ i 𝑘⃗ íàçèâàþòü пло-
щиною поляризацiї. Äëÿ ïëîñêî¨ ìîíîõðîìàòè÷íî¨ ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíî¨
õâèëi ìîæíà çàïèñàòè:

𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) = 𝑒⃗ 𝐸0 cos(𝑘⃗𝑟⃗ − 𝜔𝑡+ 𝛿). (4.26)

Âíàñëiäîê ïîïåðå÷íîñòi åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü âåêòîð 𝐸⃗ çíàõîäèòüñÿ
ó ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié äî õâèëüîâîãî âåêòîðà 𝑘⃗. ßêùî ó öié ïëîùèíi
âèáðàòè äâà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi íàïðÿìè ç îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè 𝑒⃗1
i 𝑒⃗2, àìïëiòóäó 𝐸⃗0 ìîæíà çàïèñàòè ÿê ðîçêëàä çà öèìè âåêòîðàìè:

𝐸⃗0 = 𝑒⃗1𝐸01 + 𝑒⃗2𝐸02. (4.27)

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ îñi 𝑧
êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè, à âåêòîðè ïîëÿðèçàöi¨ 𝑒⃗1 i 𝑒⃗2 âiäïîâiäíî ñïðÿìîâàíi
âçäîâæ îñåé 𝑥 i 𝑦. Òîäi õâèëþ

𝐸⃗ = 𝐸⃗0 cos(𝑘 𝑧 − 𝜔𝑡+ 𝛿), (4.28)
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çãiäíî (4.27), ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ õâèëü

𝐸⃗ = 𝑒⃗1𝐸0𝑥 cos(𝑘 𝑧 − 𝜔𝑡+ 𝛿) + 𝑒⃗2𝐸0𝑦 cos(𝑘 𝑧 − 𝜔𝑡+ 𝛿), (4.29)

ÿêi ìàþòü îäíàêîâi ïî÷àòêîâi ôàçè, àëå ïîëÿðèçîâàíi âçà¹ìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî âçäîâæ îñåé 𝑥 i 𝑦 çà óìîâè 𝐸⃗0 = 𝐸⃗0𝑥+ 𝐸⃗0𝑦. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè
öi äâi õâèëi ìàþòü ðiçíi ïî÷àòêîâi ôàçè:

𝐸𝑥 = 𝐸0𝑥 cos(𝑘 𝑧 − 𝜔𝑡+ 𝛿1), (4.30)

𝐸𝑦 = 𝐸0𝑦 cos(𝑘 𝑧 − 𝜔𝑡+ 𝛿2). (4.31)

Òîäi ó ïëîùèíi 𝑥𝑦 âiäáóâàòèìåòüñÿ äîäàâàííÿ äâîõ âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íèõ åëåêòðè÷íèõ ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü îäíàêîâî¨ ÷àñòîòè, àëå ç ðiçíèìè
àìïëiòóäàìè i ïî÷àòêîâèìè ôàçàìè. Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ â (êîîð-
äèíàòàõ 𝐸𝑥, 𝐸𝑦), ÿêó îïèñó¹ êiíåöü ðåçóëüòóþ÷îãî âåêòîðà 𝐸⃗. Âèêëþ÷èìî ç
äàíèõ ðiâíÿíü õâèëüîâèé àðãóìåíò 𝑘 𝑧 − 𝜔𝑡 = 𝜑. Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ (4.30)
i (4.31) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

cos(𝜑+ 𝛿1) =
𝐸𝑥

𝐸0𝑥
,

cos(𝜑+ 𝛿2) =
𝐸𝑦

𝐸0𝑦
.

Ïiäñòàâèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ â äðóãå, ïåðåïèñàíå ÿê

cos((𝜑+ 𝛿1) + (𝛿2 − 𝛿1)) =

= cos(𝜑+ 𝛿1) cos(𝛿2 − 𝛿1)− sin(𝜑+ 𝛿1) sin(𝛿2 − 𝛿1) =
𝐸𝑦

𝐸0𝑦
,

𝐸𝑥

𝐸0𝑥
cos(𝛿2 − 𝛿1)−

𝐸𝑦

𝐸0𝑦
=

√︃
1− 𝐸2

𝑥

𝐸2
0𝑥

sin(𝛿2 − 𝛿1),

𝐸2
𝑥

𝐸2
0𝑥

(cos2(𝛿2 − 𝛿1)+ sin2(𝛿2 − 𝛿1))−
2𝐸𝑥𝐸𝑦

𝐸0𝑥𝐸0𝑦
cos(𝛿2 − 𝛿1) +

𝐸2
𝑦

𝐸2
0𝑦

= sin2(𝛿2 − 𝛿1),

𝐸2
𝑥

𝐸2
0𝑥

− 2𝐸𝑥𝐸𝑦

𝐸0𝑥𝐸0𝑦
cos(𝛿2 − 𝛿1) +

𝐸2
𝑦

𝐸2
0𝑦

= sin2(𝛿2 − 𝛿1). (4.32)

Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ (4.32) ¹ ðiâíÿííÿì åëiïñà â ïëîùèíi (𝐸𝑥, 𝐸𝑦), îñi ÿêîãî
ïîâåðíóòi âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé.

ßêùî △𝛿 = 𝛿2 − 𝛿1 = 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, òî ðiâíÿííÿ (4.32) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝐸𝑦 =
𝐸0𝑦

𝐸0𝑥
𝐸𝑥. (4.33)

Öå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ëiíi¨ â êîîðäèíàòàõ 𝐸𝑥, 𝐸𝑦, îòæå, åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ
áóäå плоскополяризованою.
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Ïðè △𝛿 = (2𝑛+ 1)𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍, ç ðiâíÿííÿ (4.32) îäåðæèìî

𝐸𝑦 = −𝐸0𝑦

𝐸0𝑥
𝐸𝑥. (4.34)

Öå òàêîæ ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ëiíi¨, òîáòî öÿ åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ ïëîñêîïî-
ëÿðèçîâàíà, àëå ç iíøîþ îði¹íòàöi¹þ âåêòîðà 𝐸⃗.

Ïðèïóñòèìî, ùî △𝛿 = (2𝑛± 1
2)𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍. Òîäi ðiâíÿííÿ (4.32) ïåðåõîäèòü

ó êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà

𝐸2
𝑥

𝐸2
0𝑥

+
𝐸2

𝑦

𝐸2
0𝑦

= 1, (4.35)

òîáòî êiíåöü âåêòîðà 𝐸⃗ ç ÷àñîì ó ïëîùèíi 𝐸𝑥𝐸𝑦 îïèñó¹ åëiïñ.
Ïðè ðiçíèöi ôàç △𝛿 = (2𝑛 + 1

2)𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍 êiíåöü âåêòîðà 𝐸⃗ ðóõà¹òüñÿ
ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, à çà óìîâè △𝛿 = (2𝑛− 1

2)𝜋 � çà ãîäèííèêîâîþ
ñòðiëêîþ.

Òàêi åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi íàçèâàþòü елiптично поляризованими.
ßêùî ïðè öüîìó 𝐸⃗0𝑥 = 𝐸⃗0𝑦, òî åëiïñ âèðîäæó¹òüñÿ â êîëî. Òîäi õâèëþ
íàçèâàþòü циркулярно поляризованою (ïîëÿðèçîâàíîþ ïî êîëó) � лi-
воциркулярно àáî правоциркулярно ïîëÿðèçîâàíîþ çàëåæíî âiä íàïðÿ-
ìó îáåðòàííÿ âåêòîðà 𝐸⃗. Ïðè △𝛿 = 0 åëiïñ âèðîäæó¹òüñÿ â ïðÿìó ëiíiþ ç
ðiâíÿííÿì (4.33), òîáòî åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ ñòà¹ ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíîþ.

Ó âèïàäêó ëiíiéíî¨, åëiïòè÷íî¨ i öèðêóëÿðíî¨ ïîëÿðèçàöié ðiçíèöÿ ôàç
êîìïîíåíòiâ (4.30) òà (4.31) ç ÷àñîì íå çìiíþ¹òüñÿ. Òîäi åëåêòðîìàãíiòíi
õâèëi íàçèâàþòü повнiстю поляризованими. Çàãàëîì, ëiíiéíî ïîëÿðèçî-
âàíi òà öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàíi õâèëi ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè åëiïòè÷íî
ïîëÿðèçîâàíèõ õâèëü.

ßêùî ìiæ ôàçàìè õâèëü, ïîëÿðèçîâàíèõ âçäîâæ îñåé 𝑥 i 𝑦, âçà¹ìíî¨ êî-
ðåëÿöi¨ íåìà¹, òîáòî ðiçíèöÿ ôàç△𝛿 çìiíþ¹òüñÿ õàîòè÷íî, òî íàïðÿì âåêòî-
ðà 𝐸⃗ ó ïëîùèíi 𝑥𝑦 òàêîæ çìiíþâàòèìåòüñÿ õàîòè÷íî. Òàêi åëåêòðîìàãíiòíi
õâèëi íàçèâàþòü неполяризованими.

4.5 Електромагнiтне поле на великих вiдстанях вiд си-

стеми зарядiв

Âèãëÿä çìiííîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëi iñòîòíî çàëåæèòü âiä âiäñòàíi
äî ñèñòåìè çàðÿäiâ, ÿêi éîãî ïîðîäæóþòü. Íàéïðîñòiøèé âèãëÿä ìà¹ ïîëå
íà âåëèêié âiäñòàíi âiä âèïðîìiíþâà÷à.

Íåõàé 𝑟⃗ ′� ðàäióñ-âåêòîð ñèñòåìè çàðÿäiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêîìó
îá'¹ìi 𝑉 ′ ∼ 𝐿3, 𝐿 � õàðàêòåðíèé ëiíiéíèé ðîçìið ñèñòåìè, òîáòî 𝑟 ′ ∼ 𝐿. Òóò
ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè 𝜌(𝑟⃗ ′, 𝑡) i 𝑗⃗(𝑟⃗ ′, 𝑡). ×åðåç 𝑟⃗ ïîçíà÷èìî ðàäióñ-âåêòîð òî-
÷êè ñïîñòåðåæåííÿ, â ÿêié âèçíà÷à¹ìî ïîòåíöiàëè ïîëÿ 𝜙(𝑟⃗, 𝑡) i 𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡). Òîìó
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ââàæàòèìåìî, ùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ çíàõîäèòüñÿ íà âåëèêié âiäñòàíi âiä
çàðÿäiâ, ÿêùî 𝑟 ≫ 𝐿 àáî 𝑟 ′ ≪ 𝑟.

Âåëè÷èíó 1
𝑅 = 1

|𝑟⃗−𝑟⃗ ′| , ùî ôiãóðó¹ ó (3.76) i (3.77), ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

1

𝑅
=

1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
=

1√︀
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2

=
1√︃

3∑︀
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖 ′)2

,

îñêiëüêè |𝑥𝑖 ′| ≪ |𝑥|, òî ðîçêëàäåìî ¨¨ â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëèõ ñòåïåíÿõ 𝑥𝑖 ′

1

𝑅
=

1

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
=

1

𝑟
−

3∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
′ 𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
1

𝑟

)︂
+ . . . (4.36)

1

𝑅
≈ 1

𝑟
+

1

𝑟3
(𝑥 𝑥′ + 𝑦 𝑦′ + 𝑧 𝑧′) =

1

𝑟
+
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑟3
=

1

𝑟
+ 𝑛⃗

𝑟⃗ ′

𝑟2
, 𝑛⃗ =

𝑟⃗

𝑟
. (4.37)

Ïiäñòàâèâøè îäåðæàíèé ðåçóëüòàò â (3.76) òà ââiâøè ïîçíà÷åííÿ 𝜏 = 𝑡 −
|𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐 , áóäåìî ìàòè

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) 𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
≈

≈ 1

4𝜋𝜀0

∫︁ (︂
1

𝑟
+
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑟3

)︂
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) 𝑑𝑉 ′ =

≈ 1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) 𝑑𝑉 ′

𝑟
+

1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑟3
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) 𝑑𝑉 ′. (4.38)

Íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî
∫︀
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) 𝑑𝑉 ′ ̸= 𝑞, òîáòî íå ¹ ïîâíèì çàðÿäîì

ñèñòåìè. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çíà÷åííÿ ãóñòèíè â öüîìó iíòåãðàëi
çàëåæèòü âiä àðãóìåíòà 𝜏 = 𝑡 − |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐 , à âií âiä ÷àñó çàïiçíåííÿ |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|
𝑐 , ÿêèé

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè â îá'¹ìi 𝑑𝑉 ′ áóäå ðiçíèì. Òîìó íà âiäìiíó âiä âèïàäêó òî-
÷êîâîãî äæåðåëà iíòåãðàëè â (4.38) íå ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi â çàãàëüíîìó
âèãëÿäi.

Ïîäàëüøå ñïðîùåííÿ âèíèêà¹ â òîìó âèïàäêó, ÿêùî çàìiñòü ðiçíîãî ÷àñó
çàïiçíþâàííÿ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ñèñòåìè ââåñòè îäíèí çàãàëüíèé ÷àñ çàïi-
çíþâàííÿ äëÿ âñi¹¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî 𝑅 â ðÿä Òåéëîðà ïî
ìàëèõ ñòåïåíÿõ 𝑥𝑖 ′

𝑅 = |𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′| = 𝑟 −
3∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖
′ 𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
+ . . . (4.39)

𝑅 ≈ 𝑟 − 1

𝑟
(𝑥 𝑥′ + 𝑦 𝑦′ + 𝑧 𝑧′) = 𝑟 − 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑟
= 𝑟 − 𝑛⃗ 𝑟⃗ ′. (4.40)

Çàïèñàâøè àðãóìåíò 𝜏 = 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|
𝑐 ó âèãëÿäi

𝜏 ≈ 𝑡− 𝑟

𝑐
+
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟
= 𝜏0 +

𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟
, (4.41)
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ìè áà÷èìî, ùî ïîâíèé ÷àñ çàïiçíþâàííÿ |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|
𝑐 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí.

Ïåðøà ç íèõ, ðiâíà 𝑟
𝑐 i íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîì çàïiçíþâàííÿ ñèñòåìè, âèçíà÷à¹

÷àñ, ïîòðiáíèé äëÿ ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ âiä ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ. Äðóãà ÷àñòèíà, ùî ðiâíà 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 íàçèâà¹òüñÿ
âëàñíèì çàïiçíþâàííÿì, òàêîæ ìà¹ ïðîñòèé çìiñò: öå ÷àñ, ïîòðiáíèé äëÿ
ïîøèðåííÿ ïîëÿ â ìåæàõ ñèñòåìè. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíè 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 ∼ 𝐿
𝑐 i ïðè

𝑟 ≫ 𝐿 âëàñíå çàïiçíþâàííÿ 𝑟 ′

𝑐 çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ìàëå ïîðiâíÿíî ç
𝑟
𝑐 . Ïðîòå, öå ùå íå îçíà÷à¹, ùî ãóñòèíó çàðÿäó ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä çà
ìàëèì ïàðàìåòðîì 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 , çàïèñàâøè

𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) = 𝜌

(︂
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|

𝑐

)︂
= 𝜌

(︂
𝑟⃗ ′, 𝑡− 𝑟

𝑐
+
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟

)︂
=

≈ 𝜌
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
+
𝜕𝜌

𝜕𝜏
· 𝑟⃗ 𝑟⃗

′

𝑐 𝑟
= 𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0) +

𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟
𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) , (4.42)

äå âæå 𝜌 i 𝜌̇ çàëåæàòü ëèøå âiä ÷àñó 𝜏0, ÿêèé äëÿ âñiõ òî÷îê ñèñòåìè îäíà-
êîâèé.

Äiéñíî, ÿêùî çà ÷àñ, ðiâíèé ÷àñó âëàñíîãî çàïiçíþâàííÿ 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 , êîíôiãó-
ðàöiÿ çàðÿäiâ â ñèñòåìi âñòèãíå ïîìiòíî çìiíèòèñÿ, òîáòî, ÿêùî çà öåé ÷àñ
çàðÿäè âñòèãíóòü ïîìiòíî çìiñòèòèñÿ â ñèñòåìi, òî ãóñòèíà çàðÿäó â ìî-
ìåíò ÷àñó 𝑡− 𝑟

𝑐 áóäå iñòîòíî âiäðiçíÿòèñÿ âiä ãóñòèíè çàðÿäó â ìîìåíò ÷àñó
𝑡 − 𝑟

𝑐 +
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 . Iíøèìè ñëîâàìè, ãóñòèíà çàðÿäó 𝜌 áóäå øâèäêî çìiííîþ ôóí-
êöi¹þ ñâîãî àðãóìåíòó, i êîðèñòóâàòèñÿ ðiâíiñòþ (4.42) íåïðèïóñòèìî. Äëÿ
òîãî ùîá öÿ ðiâíiñòü ìàëî ìiñöå, íåîáõiäíî, ùîá çà ÷àñ 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 (ïðîòÿãîì ÿêî-
ãî ïîëå, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ 𝑐, ïðîõîäèòü ïî ñèñòåìi) çàðÿäè â
ñèñòåìi, ùî ðóõàþòüñÿ çi øâèäêiñòþ 𝑣, íå âñòèãëè ïîìiòíî çìiñòèòèñÿ. Çà
÷àñ 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 çàðÿäè ïðîõîäÿòü øëÿõ ïîðÿäêó 𝑣 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟 ∼ 𝑣 𝐿
𝑐 . ßêùî öåé øëÿõ ìà-

ëèé ó ïîðiâíÿííi ç ðîçìiðàìè ñèñòåìè, ìîæíà ââàæàòè, ùî çà ÷àñ âëàñíîãî
çàïiçíþâàííÿ ðîçòàøóâàííÿ çàðÿäiâ â ñèñòåìi íå âñòèãà¹ ïîìiòíî çìiíèòèñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðè

𝑣
𝐿

𝑐
≪ 𝐿,

àáî ïðè øâèäêîñòÿõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

𝑣 ≪ 𝑐, (4.43)

çìiíà êîíôiãóðàöi¨ çà ÷àñ âëàñíîãî çàïiçíþâàííÿ ¹ ìàëîþ. Ïðè öüîìó
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏) ¹ ïîâiëüíî çìiíþþ÷îþñÿ ôóíêöi¹þ ñâîãî àðãóìåíòó. Öå îçíà÷à¹,
ùî ìàëèì çìiíàì 𝜏 âiäïîâiäàþòü ìàëi çìiíè 𝜌 i ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ðîç-
êëàäîì 𝜌 çà ñòóïåíÿìè ìàëîãî çàïiçíþâàííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.42) â (4.38)
i îáìåæóþ÷èñü ÷ëåíàìè â ðîçêëàäi, ùî ìiñòÿòü íàéìåíøi ñòåïåíi 1

𝑟 , çíàõî-
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äèìî

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) ≈ 1

4𝜋𝜀0

∫︁ (︂
1

𝑟
+
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑟3

)︂(︂
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0) +

𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟
𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0)

)︂
𝑑𝑉 ′ =

≈ 1

4𝜋𝜀0

∫︁ (︂
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0)

𝑟
+
𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟2
𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0)

)︂
𝑑𝑉 ′ =

≈ 1

4𝜋𝜀0

∫︁
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0)

𝑟
𝑑𝑉 ′ +

1

4𝜋𝜀0

𝑛⃗

𝑐 𝑟

∫︁
𝑟⃗ ′𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′, (4.44)

äå 𝑛⃗ = 𝑟⃗
𝑟 . Äîäàíîê

𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟3 𝜌 (𝑟⃗
′, 𝜏0) ¹ ìàëèì ó ïîðiâíÿííi ç äîäàíêîì 𝑟⃗ 𝑟⃗ ′

𝑐 𝑟2 𝜌̇ (𝑟⃗
′, 𝜏0)

íà äîñòàòíüî âåëèêié âiäñòàíi âiä ñèñòåìè.
Ó ôîðìóëi (4.44) çðîáëåíî äîñòàòíüî iñòîòíå ñïðîùåííÿ â ïîðiâíÿííi ç

(4.38), îñêiëüêè ãóñòèíà çàðÿäó ó âñiõ òî÷êàõ ñèñòåìè áåðåòüñÿ â îäèí i òîé
æå ìîìåíò ÷àñó

𝜏0 = 𝑡− 𝑟

𝑐
.

Ïåðøèé äîäàíîê â (4.44) ìà¹ ïðîñòèé çìiñò: 𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0) = 𝜌
(︀
𝑟⃗ ′𝑡− 𝑟

𝑐

)︀
¹ ãóñòè-

íîþ çàðÿäó â ñèñòåìi â ìîìåíò ÷àñó 𝜏0. Iíòåãðàë
∫︀
𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′ äà¹ ïîâíèé
çàðÿä ñèñòåìè. Äëÿ åëåêòðîíåéòðàëüíî¨ ñèñòåìè âií äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó öüî-
ìó âèïàäêó ìà¹ìî

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

𝑛⃗

𝑐 𝑟

∫︁
𝑟⃗ ′𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′. (4.45)

Iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (4.44) ïåðåïèøåìî, ñêîðèñòàâøèñü ðiâ-
íÿííÿì íåïåðåðâíîñòi (2.4):∫︁

𝑟⃗ ′𝜌̇ 𝑑𝑉 ′ =

∫︁
𝑟⃗ ′𝜕𝜌 (𝑟⃗

′, 𝜏0)

𝜕𝜏0
𝑑𝑉 ′ =

∫︁
𝑟⃗ ′𝜕𝜌

𝜕𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝜏0
𝑑𝑉 ′ = −

∫︁
𝑟⃗ ′div 𝑗⃗ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′.

Îñòàííié iíòåãðàë çðó÷íî îá÷èñëèòè â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi∫︁
𝑟⃗ ′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ =

∫︁
(𝑥′⃗𝑖 ′ + 𝑦 ′⃗𝑗 ′ + 𝑧′𝑘⃗ ′)div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ =

= 𝑖⃗ ′
∫︁
𝑥′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ + 𝑗⃗ ′

∫︁
𝑦′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ + 𝑘⃗ ′

∫︁
𝑧′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′,

äå 𝑖⃗ ′, 𝑗⃗ ′, 𝑘⃗ ′ � îðòè øòðèõîâàíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiä-

íîøåííÿì

div (𝜓𝑎⃗) = 𝜓(∇𝑎⃗) + 𝑎⃗(∇𝜓) = 𝜓div 𝑎⃗+ 𝑎⃗(∇𝜓),

ìîæíà çàïèñàòè (âðàõóâàâøè, ùî ∇′𝑥′ = 𝑖⃗ ′ 𝜕𝑥
′

𝜕𝑥′ + 𝑗⃗ ′ 𝜕𝑥′

𝜕𝑦′ + 𝑘⃗ ′ 𝜕𝑥′

𝜕𝑧′ = 𝑖⃗ ′)

𝑥′div 𝑗⃗ = div (𝑥′⃗𝑗)− 𝑗⃗(∇′𝑥′) = div (𝑥′⃗𝑗)− 𝑗⃗ 𝑖⃗ ′ = div (𝑥′⃗𝑗)− 𝑗𝑥′,∫︁
𝑥′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ =

∫︁
div (𝑥′⃗𝑗) 𝑑𝑉 ′ −

∫︁
𝑗𝑥′𝑑𝑉 ′ =

∮︁
𝑥′⃗𝑗 𝑑𝑆 −

∫︁
𝑗𝑥′𝑑𝑉 ′.

66



Çàìêíåíà ïîâåðõíÿ 𝑆 îõîïëþ¹ âåñü îá'¹ì ñòðóìiâ, òîìó íà íié 𝑗⃗ = 0, îòæå,∫︁
𝑥′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ = −

∫︁
𝑗𝑥′𝑑𝑉 ′,

òîäi âåñü iíòåãðàë ðiâíèé∫︁
𝑟⃗ ′div 𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ = −

∫︁
(𝑗𝑥′⃗𝑖 ′ + 𝑗𝑦′ 𝑗⃗

′ + 𝑗𝑧′𝑘⃗
′)𝑑𝑉 ′ = −

∫︁
𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′.

Âiäïîâiäíî îòðèìà¹ìî ∫︁
𝑟⃗ ′𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′ =

∫︁
𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′. (4.46)

Ïîäñòàâëÿþ÷è (4.46) â (4.45), çíàõîäèìî ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë ÿê ôóíêöiþ
ãóñòèíè ñòðóìó â ñèñòåìi

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

𝑛⃗

𝑐 𝑟

∫︁
𝑗⃗ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′. (4.47)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îäåðæàòè âèðàç äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó, ðîçêëà-
äàþ÷è â ðÿä âèðàç 1

|𝑟⃗−𝑟⃗ ′| ó ôîðìóëi (3.77) i íåõòóþ÷è âëàñíèì çàïiçíåííÿì:

𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) =
𝜇0
4𝜋 𝑟

∫︁
𝑗⃗ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′. (4.48)

Ïîðiâíþþ÷è (4.47) i (4.48), çíàõîäèìî, ùî ìiæ 𝜙 i 𝐴⃗ iñíó¹ ïðîñòèé çâ'ÿçîê:

𝜙 = 𝑐 𝐴⃗ 𝑛⃗. (4.49)

Iíòåãðàë
∫︀
𝑟⃗ ′𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′ ìà¹ ïðîñòèé ôiçè÷íèé çìiñò. Äiéñíî, ç îçíà÷å-
ííÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòó 𝑑 =

∑︀
𝑞𝑖𝑟⃗𝑖

′ =
∫︀
𝜌 𝑟⃗ ′ 𝑑𝑉 ′, ìè áà÷èìî, ùî∫︁

𝑗⃗ 𝑑𝑉 ′ =

∫︁
𝑟⃗ ′𝜌̇ (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′ =
𝜕

𝜕𝜏

∫︁
𝑟⃗ ′𝜌 (𝑟⃗ ′, 𝜏0) 𝑑𝑉

′ =
˙⃗
𝑑(𝜏0), (4.50)

äå
˙⃗
𝑑(𝜏0) � ïîõiäíà äèïîëüíîãî ìîìåíòó çà ÷àñîì, âçÿòà â ìîìåíò ÷àñó 𝜏0.

Ïðè öüîìó ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî íåçàëåæíà çìiííà iíòåãðóâàííÿ 𝑟⃗ ′, íå
çàëåæèòü âiä 𝜏0.

Çà äîïîìîãîþ (4.50) âèðàçè äëÿ ïîòåíöiàëiâ (4.47) i (4.48) ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀0

𝑛⃗
˙⃗
𝑑(𝜏0)

𝑐 𝑟
, (4.51)

𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) =
𝜇0
4𝜋

˙⃗
𝑑(𝜏0)

𝑟
. (4.52)
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Ìè áà÷èìî, ùî â òîìó íàáëèæåííi, êîëè ìîæíà çíåõòóâàòè âëàñíèì çàïi-
çíåííÿì, ïîòåíöiàëè ïîëÿ äàëåêî âiä ñèñòåìè çàðÿäiâ âèçíà÷àþòüñÿ çíà÷åí-
íÿì ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì âiä ¨¨ äèïîëüíîãî ìîìåíòó. Òîìó òàêå íàáëèæåííÿ ïðè
îá÷èñëåííi ïîòåíöiàëiâ ïîëÿ íàçèâà¹òüñÿ дипольним наближенням. Óìî-
âîþ çàñòîñîâíîñòi äèïîëüíîãî íàáëèæåííÿ ¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (4.43).

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ ïîòåíöiàëiâ, çíàéäåíèõ ó äèïîëüíîìó íà-
áëèæåííi, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëîðåíöà (3.41):

div 𝐴⃗ =
𝜇0
4𝜋

div
˙⃗
𝑑(𝜏0)

𝑟
=

=
𝜇0
4𝜋

1

𝑟
div

˙⃗
𝑑(𝜏0) +

𝜇0
4𝜋

˙⃗
𝑑(𝜏0) grad

1

𝑟
≈ 𝜇0

4𝜋

1

𝑟
div

˙⃗
𝑑(𝜏0). (4.53)

Îñêiëüêè, grad 1
𝑟 = −𝑛⃗/𝑟2, òî ÿê i ïðè îá÷èñëåííi (4.44), äðóãèé ÷ëåí, ùî

ïðîïîðöiéíèé 1/𝑟2 ¹ ìàëèì ó ïîðiâíÿííi ç ïåðøèì, ïðîïîðöiéíèì 1/𝑟, i
ìîæå áóòè îïóùåíèé. Ìè áà÷èìî, ùî ïðè äèôåðåíöiþâàííi çà êîîðäèíàòàìè
äàëåêî âiä âèïðîìiíþâà÷à âåëè÷èíó 1/𝑟 ìîæíà ââàæàòè ïîñòiéíîþ (âèíåñòè
çà çíàê ïîõiäíî¨). Äàëi, çà ôîðìóëîþ

div 𝑎⃗(𝑢) = ∇⃗𝑎⃗(𝑢) = 𝑑𝑎⃗

𝑑𝑢
∇⃗𝑢 =

𝑑𝑎⃗

𝑑𝑢
grad𝑢,

äå 𝑢 � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, ìà¹ìî

div
˙⃗
𝑑(𝜏0) =

𝜕
˙⃗
𝑑(𝜏0)

𝜕𝜏0
grad 𝜏0 = − ¨⃗

𝑑
𝑟⃗

𝑐 𝑟
= −

¨⃗
𝑑 𝑛⃗

𝑐
,

äå âðàõîâàíî, ùî

grad 𝜏0 = ∇
(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
= −1

𝑐
∇𝑟 = − 𝑟⃗

𝑐 𝑟
= −𝑛⃗

𝑐
. (4.54)

Òàêèì ÷èíîì,

div 𝐴⃗ = − 𝜇0
4𝜋𝑐 𝑟

¨⃗
𝑑 𝑛⃗.

Ç iíøîãî áîêó,

𝜀0𝜇0
𝜕𝜙

𝜕𝑡
=

𝜇0
4𝜋𝑐

𝜕

𝜕𝑡

˙⃗
𝑑 𝑛⃗

𝑟
=

𝜇0
4𝜋𝑐

𝑛⃗

𝑟

𝜕
˙⃗
𝑑

𝜕𝜏0

𝜕𝜏0
𝜕𝑡

=
𝜇0

4𝜋𝑐 𝑟
¨⃗
𝑑 𝑛⃗,

òîìó

div 𝐴⃗+ 𝜀0𝜇0
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 0,
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ÿê i ïîâèííî áóòè.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü ïðîñòèé i äóæå âàæëèâèé çìiñò: ïðè ðóñi

çàðÿäiâ â ñèñòåìi (çìiíi ¨¨ äèïîëüíîãî ìîìåíòó â ÷àñi) â íàâêîëèøíüîìó
ïðîñòîði âèíèêà¹ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå. Ïîòåíöiàëè öüîãî ïîëÿ ïîðiâíÿíî
ïîâiëüíî (çà çàêîíîì 1/𝑟) ñïàäàþòü ç âiäñòàííþ âiä ñèñòåìè i çàëåæàòü âiä
÷àñó.

Ñèñòåìà çàðÿäiâ, ùî ðóõàþòüñÿ íåðiâíîìiðíî (ç ïðèñêîðåííÿì) ¹ âèïðî-
ìiíþâà÷åì.

4.6 Електромагнiтне поле дипольного випромiнювання

далеко вiд випромiнювача

Çíàþ÷è ðîçïîäië ïîòåíöiàëiâ, ìîæíà çíàéòè çíà÷åííÿ ìàãíiòíîãî òà åëå-
êòðè÷íîãî ïîëiâ. Ìà¹ìî

𝐵⃗ = rot 𝐴⃗⇒ 𝐻⃗ =
1

𝜇0
rot 𝐴⃗ =

1

4𝜋
rot

˙⃗
𝑑(𝜏0)

𝑟
.

Ïðè îá÷èñëåííi ðîòîðà äàëåêî âiä âèïðîìiíþâà÷à ñëiä ïðîâîäèòè îá÷èñëå-
ííÿ òàê ñàìî, ÿê i ïðè îá÷èñëåííi äèâåðãåíöi¨ ó ôîðìóëi (4.53): ïðè äèôå-
ðåíöiþâàííi çà êîîðäèíàòàìè ìíîæíèê 1/𝑟 ó ñëiä ââàæàòè ïîñòiéíèì. Òîäi
çà ôîðìóëîþ

rot 𝑎⃗(𝑢) =
[︁
∇⃗𝑎⃗(𝑢)

]︁
=

[︂
∇⃗𝑢× 𝑑𝑎⃗

𝑑𝑢

]︂
=

[︂
grad𝑢× 𝑑𝑎⃗

𝑑𝑢

]︂
çíàõîäèìî

𝐻⃗ =
1

4𝜋𝑟
rot

˙⃗
𝑑(𝜏0) =

1

4𝜋𝑟

⎡⎢⎣grad 𝜏0 × 𝑑
(︁
˙⃗
𝑑(𝜏0)

)︁
𝑑𝜏0

⎤⎥⎦ =
1

4𝜋𝑟

[︁
grad 𝜏0 ×

¨⃗
𝑑(𝜏0)

]︁
=

− 1

4𝜋𝑐 𝑟

[︁
𝑛⃗
¨⃗
𝑑(𝜏0)

]︁
=

1

4𝜋𝑐 𝑟

[︁
¨⃗
𝑑(𝜏0) 𝑛⃗

]︁
, (4.55)

äå âðàõîâàíî (4.54). Àáî

𝐵⃗ =
𝜇0

4𝜋𝑐 𝑟

[︁
¨⃗
𝑑(𝜏0) 𝑛⃗

]︁
. (4.56)

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ çàïiçíþâàëüíîãî àðãóìåíòó 𝜏0 = 𝑡 − 𝑟
𝑐 ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

grad 𝑓 (𝜏0) =
𝜕𝑓

𝜕𝑡
grad 𝜏0 =

𝜕𝑓

𝜕𝜏0

𝜕𝜏0
𝜕𝑡

grad 𝜏0 = −𝑓 𝑛⃗
𝑐
.
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Òîìó äëÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ìîæíà çàïèñàòè

𝐸⃗ = −grad𝜙− 𝜕𝐴⃗

𝜕𝑡
= −grad𝜙(𝜏0)−

𝜕𝐴⃗

𝜕𝜏0

𝜕𝜏0
𝜕𝑡

= − 𝜕𝜙

𝜕𝜏0
grad 𝜏0 −

˙⃗
𝐴 =

=
𝑛⃗

𝑐
𝜙̇− ˙⃗

𝐴 = 𝑛⃗
(︁
˙⃗
𝐴𝑛⃗
)︁
− ˙⃗
𝐴 = 𝑛⃗

(︁
𝑛⃗
˙⃗
𝐴
)︁
− ˙⃗
𝐴(𝑛⃗ 𝑛⃗) =

[︁[︁
˙⃗
𝐴 𝑛⃗
]︁
𝑛⃗
]︁
=

=
𝜇0
4𝜋𝑟

[︁[︁
¨⃗
𝑑(𝜏0) 𝑛⃗

]︁
𝑛⃗
]︁
. (4.57)

Ïîðiâíþþ÷è (4.57) ç (4.56)
(︁
𝑐 𝐵⃗ = 𝜇0

4𝜋𝑟

[︁
¨⃗
𝑑 𝑛⃗
]︁)︁
, ìè áà÷èìî, ùî âåêòîðè 𝐸⃗ i 𝐵⃗

ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿì

𝐸⃗ = 𝑐
[︁
𝐵⃗ 𝑛⃗
]︁
. (4.58)

Çà ôîðìóëàìè (4.56) i (4.57) âèçíà÷àþòü âåêòîðè ïîëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî
âèïðîìiíþâàííÿ, çóìîâëåíîãî çìiííèì åëåêòðè÷íèì äèïîëüíèì ìîìåíòîì
âèïðîìiíþâà÷à, ÿêå íàçèâàþòü електродипольним.

Íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî i ìàãíiòíîãî ïîëiâ çàëåæàòü âiä êîîðäèíàò
i ÷àñó çà çàêîíîì: ⃒⃒⃒

𝐵⃗
⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝐸⃗
⃒⃒⃒
=

1

𝑟
𝑓
(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ âèðàæåííÿì ñôåðè÷íî¨ õâèëi (äèâ. (3.67)). Àìïëiòóäà
õâèëi äàëåêî âiä âèïðîìiíþâà÷à çìåíøó¹òüñÿ çà çàêîíîì ∼ 1/𝑟. Ïðè öüîìó
âåêòîðè åëåêòðè÷íîãî i ìàãíiòíîãî ïîëiâ ðiâíi ìiæ ñîáîþ çà àáñîëþòíîþ
âåëè÷èíîþ, à ïî íàïðÿìêó ïåðïåíäèêóëÿðíi îäèí äî îäíîãî i äî ðàäióñ-
âåêòîðà 𝑟.

Îáëàñòü äàëåêî âiä âèïðîìiíþâà÷à, â ÿêié åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå îïèñó-
¹òüñÿ ñôåðè÷íèìè õâèëÿìè, íîñèòü íàçâó хвильової зони.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèïðîìiíþâà÷ çíàõîäèòüñÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à éîãî
çìiííèé åëåêòðîäèïîëüíèé ìîìåíò çîði¹íòîâàíèé âçäîâæ îñi 𝑧 ñôåðè÷íî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò, à òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ 𝑃 ìà¹ êîîðäèíàòè 𝑟, 𝜃, 𝜙 (äèâ.
ðèñ. 4.1). Òîäi ç (4.56) âèïëèâà¹, ùî íàïðÿì âåêòîðà 𝐵⃗ âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòî-

ðîì
[︁
¨⃗
𝑑 𝑛⃗
]︁
. Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð 𝐵⃗ ìà¹ áóòè ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî ïëîùèíè

â ÿêié ëåæàòü âåêòîðè 𝑑 i 𝑛⃗, òîáòî äîòè÷íèì äî ¾ïàðàëåëi¿, íà ÿêié çíàõî-
äèòüñÿ òî÷êà 𝑃 .

Íàïðÿì âåêòîðà 𝐸⃗ âèçíà÷àþòü çà ñïiââiäíîøåííÿì (4.57): âií ìà¹ áóòè
äîòè÷íèì äî ¾ìåðèäiàíà¿ òî÷êè 𝑃 .

Ìîäóëi âåêòîðiâ 𝐸⃗ i 𝐵⃗ âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè

𝐵 =
𝜇0

4𝜋𝑐 𝑟
𝑑(𝜏0) sin 𝜃, (4.59)

𝐸 =
𝜇0
4𝜋 𝑟

𝑑(𝜏0) sin 𝜃. (4.60)
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Рис. 4.1

Îá÷èñëèìî âåêòîð Ïîéòiíãà (3.90) âèïðîìiíþþ÷î¨ ñèñòåìè:

Π⃗ =
[︁
𝐸⃗ 𝐻⃗

]︁
=

1

𝜇0

[︁
𝐸⃗ 𝐵⃗

]︁
=

𝑐

𝜇0

[︁[︁
𝐵⃗ 𝑛⃗
]︁
𝐵⃗
]︁
=

𝑐

𝜇0

[︁
𝐵⃗
[︁
𝑛⃗ 𝐵⃗
]︁]︁

=

=
𝑐

𝜇0

⎡⎢⎣𝑛⃗(︁𝐵⃗ 𝐵⃗
)︁

⏟  ⏞  
𝐵2

−𝐵⃗
(︁
𝐵⃗ 𝑛⃗
)︁

⏟  ⏞  
0

⎤⎥⎦ =
𝑐

𝜇0
𝐵2𝑛⃗ =

𝜇0
16𝜋2𝑐 𝑟2

[︁
¨⃗
𝑑 𝑛⃗
]︁2
𝑛⃗. (4.61)

Âåêòîð Ïîéòiíãà âèÿâëÿ¹òüñÿ íàïðÿìëåíèì âçäîâæ ðàäióñ-âåêòîðà i çà àá-
ñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ðiâíèé

Π =
𝜇0

16 𝜋2𝑐 𝑟2

(︁
𝑑 𝑛 sin 𝜃

)︁2
=

𝜇0
16𝜋2𝑐

𝑑 2(𝜏0)

𝑟2
sin2 𝜃. (4.62)

Ç (4.62) âèïëèâà¹, ùî iíòåíñèâíiñòü åëåêòðîäèïîëüíîãî âèïðîìiíþâàííÿ ìà-
êñèìàëüíà ïðè 𝜃 = 𝜋

2 (â åêâàòîðiàëüíié ïëîùèíi), à âçäîâæ i ïðîòè íàïðÿìó
äèïîëüíîãî ìîìåíòó (𝜃 = 0, 𝜋) âèïðîìiíþâàííÿ âiäñóòí¹.

Ïîòiê åíåðãi¨ ÷åðåç âåêòîðíó ïëîùàäêó 𝑑𝑆⃗, ùî ñòÿãó¹ òiëåñíèé êóò 𝑑Ω,
íàçèâà¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòü âèïðîìiíþâàííÿ â òiëåñíîìó êóòîâi 𝑑Ω. Äëÿ ií-
òåíñèâíîñòi âèïðîìiíþâàííÿ 𝑑𝐼 ìîæíà çàïèñàòè

𝑑𝐼 = Π⃗ 𝑑𝑆⃗ = Π 𝑑𝑆 = Π 𝑟2 𝑑Ω =
𝜇0

16𝜋2𝑐

𝑑 2 sin2 𝜃

𝑟2
𝑟2 𝑑Ω =

=
𝜇0 𝑑

2

16𝜋2𝑐
sin3 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙. (4.63)

Ïîâíèé ïîòiê åíåðãi¨, ùî âèïðîìiíþ¹òüñÿ ñèñòåìîþ àáî ïîâíà iíòåíñèâíiñòü
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âèïðîìiíþâàííÿ, ðiâíi8

𝐼 =

∫︁
Π⃗ 𝑑𝑆⃗ =

𝜇0 𝑑
2

16𝜋2𝑐

𝜋∫︁
0

sin3 𝜃𝑑𝜃

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙 =
𝜇0
6𝜋𝑐

𝑑 2. (4.64)

Iíòåíñèâíiñòü âèïðîìiíþâàííÿ â äèïîëüíîìó íàáëèæåííi âèçíà÷à¹òüñÿ
òiëüêè çíà÷åííÿì 𝑑

(︀
𝑡− 𝑟

𝑐

)︀
. Iíøèìè ñëîâàìè, â ìîìåíò ÷àñó 𝑡 çíà÷åííÿ 𝐼 â

äàíié òî÷öi çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè 𝑑 â ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó 𝑡− 𝑟
𝑐 . Êðiì

òîãî, iíòåíñèâíiñòü âèïðîìiíþâàííÿ íå çàëåæèòü âiä âiäñòàíi äî âèïðîìi-
íþþ÷î¨ ñèñòåìè, ÿê öå i ñëiä áóëî î÷iêóâàòè íà ïiäñòàâi çàêîíó çáåðåæåííÿ
åíåðãi¨: ïîòiê åíåðãi¨, ùî ïðîõîäèòü çà îäèíèöþ ÷àñó ÷åðåç áóäü-ÿêó çàìêíó-
òó ïîâåðõíþ, ùî îòî÷ó¹ âèïðîìiíþþ÷ó ñèñòåìó, ìà¹ îäíå i òå æ çíà÷åííÿ.

Âàæëèâèì ¹ âèïàäîê, êîëè åëåêòðîäèïîëüíèé ìîìåíò çìiíþ¹òüñÿ ç ÷à-
ñîì çà ãàðìîíi÷íèì çàêîíîì, òîáòî 𝑑 = 𝑑0 cos𝜔𝑡. Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (4.64)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝐼(𝑡) =
𝜇0 𝑑

2
0 𝜔

4

6𝜋𝑐
cos2 𝜔

(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
, (4.65)

à ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîâíî¨ iíòåíñèâíîñòi åëåêòðîäèïîëüíîãî âèïðîìiíþâàí-
íÿ äîðiâíþ¹ (⟨cos2 𝜔

(︀
𝑡− 𝑟

𝑐

)︀
= 1

2⟩)

⟨𝐼(𝑡)⟩ = 𝜇0 𝑑
2
0 𝜔

4

12𝜋𝑐
. (4.66)

ßêùî äæåðåëîì åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ ¹ îäíà ðóõîìà ÷à-
ñòèíêà ç åëåêòðè÷íèì çàðÿäîì 𝑒, ¨ ¨ åëåêòðîäèïîëüíèé ìîìåíò äîðiâíþ¹
𝑑 = 𝑒𝑟⃗. Òîäi íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (4.64) îòðèìà¹ìî

𝐼(𝑡) =
𝜇0 𝑒

2

6𝜋𝑐
(¨⃗𝑟)2, (4.67)

òîáòî çàðÿäæåíà ÷àñòèíêà âèïðîìiíþ¹ åíåðãiþ, ÿêùî âîíà ðóõà¹òüñÿ ïðè-
ñêîðåíî. Çàóâàæèìî, ùî òàêèé âèñíîâîê ñòîñó¹òüñÿ ÷àñòèíîê, ðóõ ÿêèõ ìî-
æíà îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ çàêîíiâ êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè, i íåçàñòîñîâíèé
äî ÷àñòèíîê, ïîâåäiíêó ÿêèõ îïèñóþòü çà çàêîíàìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

8

𝜋∫︁
0

sin3 𝜃𝑑𝜃 =

𝜋∫︁
0

sin2 𝜃 sin 𝜃𝑑𝜃 = −
𝜋∫︁

0

(1− cos2 𝜃) 𝑑(cos 𝜃) =
4

3
;

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙 = 2𝜋.
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5 РIВНЯННЯ ЕЛЕКТРОМАГНIТНОГО ПОЛЯ У РЕЧОВИНI

5.1 Граничнi умови для векторiв електромагнiтного

поля

Ðîçãëÿíóòèé ó ïiäðîçäiëi 4.2 íàéïðîñòiøèé òèï åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü
� ïëîñêi õâèëi � ¹ äîñèòü iäåàëiçîâàíèì, îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó ïåðåä-
áà÷à¹òüñÿ íåñêií÷åííà ïðîòÿæíiñòü õâèëüîâèõ ôðîíòiâ. Ó áóäü-ÿêié çàäà÷i
åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì îáìåæåíå â ïðîñòîði. Ïðèðî-
äíèìè ìåæàìè ìîæóòü áóòè, íàïðèêëàä, ìåòàëåâi ñòiíêè àáî ìåæi ïîäiëó
ìiæ ñåðåäîâèùàìè ç ðiçíèìè ïàðàìåòðàìè. ßêùî ïàðàìåòðè ñåðåäîâèù íà
ìåæi ðîçäiëó çìiíþþòüñÿ ñòðèáêîïîäiáíî, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîìïî-
íåíòè âåêòîðiâ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ òàêîæ çàçíàþòü ðàçðèâiâ â òî÷êàõ
ìåæi. Òîìó â öèõ òî÷êàõ ðiâíÿííÿ Ìàêñåëëà, çàïèñàíi ó äèôåðåíöiàëüíié
ôîðìi, íå çàñòîñîâíi. Ó äàíié òåìi áóäóòü çíàéäåíi çâ'ÿçêè ìiæ âåêòîðàìè
åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ìåæó ïîäiëó. Äëÿ öüîãî áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè iíòåãðàëüíó ôîðìó ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà.

Íåõàé äâà ñåðåäîâèùà 1
1
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1
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Рис. 5.1

òà 2 ç ðiçíèìè åëåêòðè÷íèìè
òà ìàãíiòíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè ðîçäiëåíî ìåæåþ ïîäiëó.
Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i âåêòîðè
åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ
ïðèéíÿòî ðîçêëàäàòè íà
òàíãåíöiàëüíi (äîòè÷íi) i
íîðìàëüíi ñêëàäîâi. Òàê,
âåêòîð 𝐸⃗ (äèâ. ðèñ. 5.1)
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó
âèãëÿäi

𝐸⃗ = 𝐸𝑛 𝑛⃗+ 𝐸𝜏 𝜏⃗ ,

äå 𝑛⃗ i 𝜏⃗ � îäèíè÷íi âåêòîðè íîðìàëüíîãî i òàíãåíöiàëüíîãî íàïðÿìêó äî
ìåæi ïîäiëó äâîõ ñåðåäîâèù.

Äàëi áóäåìî îêðåìî ðîçãëÿäàòè ïîâåäiíêó íîðìàëüíèõ i òàíãåíöiàëüíèõ
ñêëàäîâèõ âåêòîðiâ ïîëÿ íà ìåæi ïîäiëó.

5.1.1 Граничнi умови для нормальних складових електричного

поля

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝐷⃗1 i 𝐷⃗2 (𝐷⃗ = 𝜀0𝐸⃗) âåêòîðè iíäóêöi¨ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ
â ñåðåäîâèùàõ 1 i 2 âiäïîâiäíî (äèâ. ðèñ. 5.1). Âèäiëèìî öèëiíäðè÷íèé îá'¹ì
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ç îñíîâàìè 𝑆1 i 𝑆2 òà âèñîòîþ òâiðíî¨ ℎ, äîñòàòíüî ìàëèé äëÿ òîãî, ùîá
ââàæàòè 𝐷⃗1 i 𝐷⃗2 ïîñòiéíèìè â ìåæàõ ïëîù 𝑆1 i 𝑆2 (òîìó íàøi ìiðêóâàíííÿ
ñïðàâåäëèâi äëÿ âèïàäêó çìiííîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ). Òîäi âiäïîâiäíî äî
(3.30), ïîòiê âåêòîðà iíäóêöi¨ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ÷åðåç ñóìàðíó ïîâåðõíþ
öèëiíäðà (𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆б , äå 𝑆б � ái÷íà ïîâåðõíÿ öèëiíäðà) çàïèøåòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:∮︁

𝑆

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆1

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ +

∫︁
𝑆2

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ +

∫︁
𝑆б

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ = 𝑞, (5.1)

äå 𝑞 � åëåêòðè÷íèé çàðÿä, çîñåðåäæåíèé â ñåðåäèíi âèäiëåíîãî öèëiíäðà.
Îá÷èñëþ¹ìî êîæåí äîäàíîê îêðåìî∫︁

𝑆1

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆1

𝐷⃗1𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆1

𝐷1𝑑𝑆 cos(𝐷⃗1, 𝑛⃗1) =

∫︁
𝑆1

𝐷1𝑛1
𝑑𝑆 = 𝐷1𝑛1

∫︁
𝑆1

𝑑𝑆 = 𝐷1𝑛1
𝑆1, (5.2)

äå 𝑆1 � ïëîùà îñíîâè 𝑆1.
Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî∫︁

𝑆2

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝑆2

𝐷⃗2𝑑𝑆⃗ = 𝐷2𝑛2
𝑆2, (5.3)

∫︁
𝑆б

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ = 𝐷𝜏𝑆б = 𝐷𝜏 2𝜋𝑟 ℎ, (5.4)

äå 𝐷𝜏 � äåÿêå óñåðåäíåíå çíà÷åííÿ òàíãåíöiàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ âåêòîðà iíäó-
êöi¨ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ.

Ç âðàõóâàííÿì (5.2) � (5.4) ñïiââiäíîøåííÿ (5.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

𝐷1𝑛1
𝑆1 +𝐷2𝑛2

𝑆2 +𝐷𝜏 2𝜋𝑟 ℎ = 𝑞,

îñêiëüêè, 𝑆1 = 𝑆2 = 𝑆, òî îäåðæèìî

𝐷1𝑛1
+𝐷2𝑛2

=
𝑞

𝑆
−𝐷𝜏

2𝜋𝑟

𝑆
ℎ. (5.5)

ßêùî ñïðÿìóâàòè äî íóëÿ âèñîòó öèëiíäðà ℎ, íåñêií÷åííî ìàëèì ñòàíå ïîòiê
âåêòîðà iíäóêöi¨ ÷åðåç ái÷íó ïîâåðõíþ öèëiíäðà

lim
ℎ→0

∫︁
𝑆б

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ = lim
ℎ→0

𝐷𝜏
2𝜋𝑟

𝑆
ℎ = 0
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i

lim
ℎ→0

𝑞(ℎ)

𝑆
= 𝜎,

äå 𝜎 � ïîâåðõíåâà ãóñòèíà çàðÿäiâ íà ìåæi ïîäiëó. Êðiì òîãî, ïåðåéøîâøè
äî ïðîåêöié íà íîðìàëü 𝑛⃗, ç (5.5) îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

𝐷1𝑛 −𝐷2𝑛 = 𝜎, (5.6)

àáî

𝐸1𝑛 − 𝐸2𝑛 =
𝜎

𝜀0
. (5.7)

Òàêèì ÷èíîì, íîðìàëüíi ñêëàäîâi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç çà-
ðÿäæåíó ïîâåðõíþ ïîäiëó çìiíþþòüñÿ ñòðèáêîïîäiáíî íà âåëè÷èíó 𝜎 (𝜎/𝜀0).

Ôiçè÷íî öå îáóìîâëåíî òèì, ùî çàðÿä, ðîçòàøîâàíèé íà ïîâåðõíi ïîäiëó,
ñòâîðþ¹ âëàñíå ïîëå, îði¹íòîâàíå òàêèì ÷èíîì, ùî ç îäíîãî áîêó âiä ìåæi öå
ïîëå äîäà¹òüñÿ ç çîâíiøíiì ïîëåì, à ç iíøîãî âiäíiìà¹òüñÿ. ßêùî ïîâåðõíÿ
ïîäiëó íå çàðÿäæåíà 𝜎 = 0, òî ñòðèáêà âåêòîðiâ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ íå ìà¹

𝐷1𝑛 = 𝐷2𝑛.

5.1.2 Граничнi умови для тангенцiальних складових електричного

поля

Çàäà÷à ïðî ïîâåäiíêó íà ìåæi ïîäiëó òàíãåíöiàëüíèõ ñêëàäîâèõ åëåêòðè-
÷íîãî ïîëÿ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ íà îñíîâi iíòåãðàëüíîãî ôîðìóëþâàííÿ çàêîíó
åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ (3.29) äëÿ äåÿêîãî ìàëîãî êîíòóðó.

Ââåäåìî òðè âçà¹ìíî îð-
1
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Рис. 5.2

òîãîíàëüíi îäèíè÷íi âåêòîðè
𝑛⃗, 𝜏⃗ , 𝜈⃗ (ðèñ. 5.2). Äâà ç íèõ, i
íà äàëi, ¹ îäèíè÷íèìè âåêòî-
ðàìè íîðìàëüíîãî i òàíãåíöi-
àëüíîãî íàïðÿìiâ, à âåêòîð 𝜈⃗
óòâîðþ¹ íîðìàëü äî ïëîùè-
íè, ñòâîðåíî¨ ïåðøèìè äâîìà
âåêòîðàìè i ëåæèòü â ïëîùè-
íi ìåæi ïîäiëó.

Âèäiëèìî äîñòàòíüî ìà-
ëèé ïðÿìîêóòíèé êîíòóð 𝐿
âèñîòîþ ℎ øèðèíîþ 𝑙, ùî ëå-
æèòü â ïëîùèíi, óòâîðåíié âåêòîðàìè 𝑛⃗ i 𝜏⃗ . Íà êîíòóði çàäàíî òàêèé íàïðÿì
îáõîäó, ÿêèé ç êiíöÿ âåêòîðà 𝜈⃗ âiäïîâiäà¹ ðóõó ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

75



Çàñòîñó¹ìî äî äàíîãî êîíòóðó çàêîí åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨, ïðè÷îìó áó-
äåìî ââàæàòè, ùî ðîçìiðè ñòîðií êîíòóðó äîñòàòíüî ìàëi äëÿ òîãî, ùîá â
¨õ ìåæàõ âåêòîðè ïîëÿ 𝐸⃗1 i 𝐸⃗2 ââàæàòè ïîñòiéíèìè. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî∮︁

𝐿

𝐸⃗ 𝑑𝑙 =

∫︁
𝐿1

𝐸⃗ 𝑑𝑙 +

∫︁
𝐿2

𝐸⃗ 𝑑𝑙 +

∫︁
𝐿3

𝐸⃗ 𝑑𝑙 +

∫︁
𝐿4

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = −
∮︁
𝑆

𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗, (5.8)

çîêðåìà,∫︁
𝐿1

𝐸⃗ 𝑑𝑙 =

∫︁
𝐿1

𝐸1 𝑑𝑙 cos(𝐸⃗1, 𝜏⃗) = 𝐸1𝜏

∫︁
𝐿1

𝑑𝑙 = 𝐸1𝜏 𝑙,∫︁
𝐿2

𝐸⃗ 𝑑𝑙 =

∫︁
𝐿2

𝐸2 𝑑𝑙 cos(𝐸⃗2, 𝜏⃗) = −𝐸2𝜏 𝑙,∫︁
𝐿3

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = −𝐸 ′′
𝑛ℎ,∫︁

𝐿4

𝐸⃗ 𝑑𝑙 = 𝐸
′
𝑛ℎ,

äå îñòàííi äâà iíòåãðàëè ìiñòÿòü íîðìàëüíi ñêëàäîâi âåêòîðà 𝐸⃗ i âèçíà÷àþòü
éîãî öèðêóëÿöiþ âçäîâæ ái÷íèõ ñòîðií êîíòóðó 𝐿3 i 𝐿4. Òîäi

(𝐸1𝜏 − 𝐸2𝜏)𝑙 + (𝐸
′
𝑛 − 𝐸

′′
𝑛)ℎ = −

(︃
𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡

)︃
𝜈

𝑙 ℎ. (5.9)

Ïîòiê âåêòîðà 𝜕𝐵⃗/𝜕𝑡 ÷åðåç çàøòðèõîâàíó ïëîùó êîíòóðó, ïðè ℎ→ 0 ïðÿìó¹
äî íóëÿ. Òîìó ïåðåéøîâøè â (5.9) äî ãðàíèöi ℎ→ 0, îäåðæèìî

𝐸1𝜏 = 𝐸2𝜏 . (5.10)

Îòæå, ïiä ÷àñ ïåðåõîäó ÷åðåç ìåæó ïîäiëó òàíãåíöiàëüíi ñêëàäîâi åëåêòðè-
÷íîãî ïîëÿ íå çìiíþþòüñÿ.

Ó âèïàäêó åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ãðàíè÷íi óìîâè (5.7) òà (5.10) ìî-
æíà ïåðåïèñàòè â òåðìiíàõ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó. Âðàõóâàâøè, ùî 𝑛⃗ 𝐸⃗ =
𝑛𝐸 cos(𝑛⃗ 𝐸⃗) = 𝐸𝑛 òà 𝐸⃗ = −grad𝜙 áóäåìî ìàòè

𝐸𝑛 = −𝑛⃗grad𝜙 = −
(︂
𝑛𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+ 𝑛𝑧

𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂
=

= −
(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥
cos𝛼 +

𝜕𝜙

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝜙

𝜕𝑧
cos 𝛾

)︂
= −𝜕𝜙

𝜕𝑛
,
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äå cos𝛼 = 𝑛𝑥/𝑛 = 𝑛𝑥, cos 𝛽 = 𝑛𝑦, cos 𝛾 = 𝑛𝑧 � íàïðÿìíi êîñèíóñè îäèíè÷íîãî
âåêòîðà 𝑛⃗, à 𝜕𝜙/𝜕𝑛 � ïîõiäíà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó çà íàïðÿìîì 𝑛⃗. Òîäi
îäåðæèìî (︂

𝜕𝜙

𝜕𝑛

)︂
2

−
(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑛

)︂
1

=
𝜎

𝜀0
, (5.11)(︂

𝜕𝜙

𝜕𝜏

)︂
1

=

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝜏

)︂
2

(5.12)

5.1.3 Граничнi умови для нормальних складових магнiтного поля

Ìåòîäèêà âèâåäåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ i âiäïîâiäíà iëþñòðàöiÿ çàëèøà-
þòüñÿ òóò ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íèìè òèì, ùî áóëè âèêîðèñòàíi â ïiäðîçäiëi
5.1.1. Òîäi âiäïîâiäíî äî (3.32) ïîòiê âåêòîðà ìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ çàïèøåòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

(𝐵1𝑛 −𝐵2𝑛)𝑆 +𝐵𝜏 2𝜋𝑟 ℎ = 0, (5.13)

çâiäêè ïðè ïåðåõîäi äî ãðàíèöi ℎ→ 0 âèïëèâà¹

𝐵1𝑛 −𝐵2𝑛 = 0 àáî 𝐵1𝑛 = 𝐵2𝑛. (5.14)

Òàêèì ÷èíîì, íîðìàëüíi ñêëàäîâi âåêòîðà ìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ íà ìåæi ïîäiëó
äâîõ ñåðåäîâèù íåïåðåðâíi.

5.1.4 Граничнi умови для тангенцiальних складових магнiтного

поля

Ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i ïîâíiñòþ ñïiâïàäà¹ ç òi¹þ, ÿêà áóëà
çàñòîñîâàíà â ïóíêòi 5.1.2. Âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ ëèøå â òîìó, ùî çàìiñòü
çàêîíó åëåêòðîìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ ñêîðèñòà¹ìîñÿ çàêîíîì ïîâíîãî ñòðóìó
(3.31). Âiäïîâiäíî äî öüîãî çàêîíó äëÿ êîíòóðó, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 5.2,
áóäåìî ìàòè∮︁

𝐿

𝐻⃗ 𝑑𝑙 = (𝐻1𝜏 −𝐻2𝜏)𝑙 + (𝐻
′
𝑛 −𝐻

′′
𝑛)ℎ = 𝐼 +

(︃
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡

)︃
𝜈

𝑙 ℎ, (5.15)

äå 𝐼 � ïîâíèé ñòðóì ïðîâiäíîñòi. Ïîòiê âåêòîðà 𝜕𝐷⃗/𝜕𝑡 ïðè ℎ → 0 ïðÿìó¹
äî íóëÿ, òîìó âèêîíàâøè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ℎ→ 0, îäåðæèìî

𝐻1𝜏 −𝐻2𝜏 =
𝐼

𝑙
= 𝐼𝜈. (5.16)

Ïðè ℎ→ 0 ñòðóì 𝐼 âæå ¹ ïîâåðõíåâèì ñòðóìîì. Òîäi âåëè÷èíà 𝐼𝜈 ìà¹ çìiñò
ãóñòèíè ïîâåðõíåâîãî ñòðóìó âçäîâæ âåêòîðà 𝜈⃗ (äèâ. ðèñ. 5.2).
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5.2 Рiвняння Максвелл-Лоренца

Ìàêðîñêîïi÷íå åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ó âàêóóìi îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè
Ìàêñâåëëà

rot 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡
, (5.17)

div 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀0
, (5.18)

rot 𝐵⃗ = 𝜇0⃗𝑗 + 𝜀0𝜇0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
, (5.19)

div 𝐵⃗ = 0, (5.20)

äîïîâíåíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (5.7) � (5.16).
Âåêòîðè ïîëÿ 𝐸⃗ i 𝐵⃗ ó ðiâíÿííÿõ (5.17) � (5.20) ìàþòü ìàêðîñêîïi÷íèé

õàðàêòåð: äiþ÷è íà åëåêòðè÷íi çàðÿäè, ìàþòü îäíàêîâå çíà÷åííÿ ó ìåæàõ
íåñêií÷åííî ìàëîãî îá'¹ìó (ÿêèé ìiñòèòü âåëèêó êiëüêiñòü ÷àñòèíîê) i çìi-
íþþòüñÿ ëèøå ïðè çìiíi êîîðäèíàò íà ìàêðîñêîïi÷íi âåëè÷èíè, ÿêi íàáàãàòî
ïåðåâèùóþòü ðîçìiðè àòîìà.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ìàòåðiàëüíîìó ñåðå-
äîâèùi, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ iç çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê � àòîìíèõ ÿäåð, åëåêòðî-
íiâ, iîíiâ òîùî. Äæåðåëàìè ïîëÿ ââàæàòèìåìî äåÿêi ¾çîâíiøíi¿ çàðÿäè i
ñòðóìè, àëå òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ áóäå çíàõîäèòüñÿ ñåðåä àòîìiâ ðå÷îâèíè.
Òîäi çíà÷åííÿ âåêòîðiâ ïîëÿ ìàþòü iñòîòíî çàëåæàòè âiä ïîëîæåííÿ òî-
÷êè ñïîñòåðåæåííÿ ó ìiêðîñêîïi÷íîìó ìàñøòàái � ïîáëèçó àòîìíîãî ÿäðà,
ó ìiæàòîìíîìó ïðîñòîði � òà âiä ìîìåíòó ÷àñó ó çâ'ÿçêó ç ðóõîì ÿäåð i
åëåêòðîíiâ.

Îòæå, ìèòò¹âi çíà÷åííÿ âåêòîðiâ 𝐸⃗ i 𝐵⃗ äóæå øâèäêî çìiíþþòüñÿ ïðè
çìiíè òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ i ìîìåíòó ÷àñó. Íàäàëi âñi öi òî÷íi ìèòò¹âi
çíà÷åííÿ ïîëÿ íàçèâàòèìåìî ìiêðîñêîïi÷íèì ïîëåì i ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ ÿê
𝐸⃗мiкро i 𝐵⃗мiкро.

Ïîëå âñåðåäèíi çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê � àòîìíèõ ÿäåð, íóêëîíiâ, åëåêòðî-
íiâ íå ðîçãëÿäàòèìåìî (öi ïèòàííÿ íàëåæàòü äî êîìïåòåíöi¨ êâàíòîâî¨ òå-
îði¨ ïîëÿ), òîìó ââàæàòèìåìî, ùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ çíàõîäèòüñÿ ïîçà
÷àñòèíêàìè, òîáòî ó âàêóóìi. Òîäi ëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî ðiâíÿííÿ (5.17)

� (5.20) â ÿêèõ ôiãóðóþòü 𝐸⃗мiкро, 𝐵⃗мiкро, 𝑗⃗мiкро òà 𝜌мiкро çàñòîñîâíi äî îïèñó
ìiêðîïîëÿ i íàçèâàþòüñÿ рiвняннями Максвелла – Лоренца. Âîíè áóëè
çàñòîñîâàíi äëÿ îïèñó ìiêðîïîëÿ ó ðå÷îâèíi Ëîðåíöîì ïðè ïîáóäîâàíié íèì
åëåêòðîííî¨ òåîði¨.

Â òîé æå ÷àñ áåçïîñåðåäíüî âèìiðþâàíèìè ïîëÿìè ¹ ïîëÿ, ùî äiþòü íå
íà îêðåìó ÷àñòèíêó, à íà ìàêðîñêîïi÷íèé çàðÿä àáî ñòðóì, òîáòî макро-
скопiчнi поля, ÿêi ïîçíà÷àþòü ÿê 𝐸⃗макро = 𝐸⃗ i 𝐵⃗макро = 𝐵⃗. Êðiì òîãî, ñàìå
ìàêðîïîëÿ 𝐸⃗ i 𝐵⃗ çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ó ïðèêëàäíèõ àñïåêòàõ ôiçè-
êè. Ç óðàõóâàííÿì âèêëàäåíèõ ìiðêóâàíü íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî âåêòîðè
𝐸⃗(𝑟⃗, 𝑡) i 𝐵⃗(𝑟⃗, 𝑡) ìàþòü çìiñò ñåðåäíiõ çíà÷åíü ìiêðîïîëiâ ⟨𝐸⃗мiкро⟩ i ⟨𝐵⃗мiкро⟩.
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Îòæå, ñèñòåìà ðiâíÿíü (5.17) � (5.20) äëÿ ìàêðîïîëÿ â ðå÷îâèíi íàáóâà¹
âèãëÿäó

rot 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡
, (5.21)

div 𝐸⃗ =
⟨𝜌мiкро⟩
𝜀0

, (5.22)

rot 𝐵⃗ = 𝜇0⟨⃗𝑗мiкро⟩+ 𝜀0𝜇0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
, (5.23)

div 𝐵⃗ = 0. (5.24)

Ïîäàëüøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi ⟨𝜌мiкро⟩ òà ⟨⃗𝑗мiкро⟩.

5.3 Вектори поляризацiї та електричної iндукцiї

Ïðè îá÷èñëåííi ⟨𝜌мiкро⟩ âðàõîâóâàòèìåìî ïîäië åëåêòðè÷íèõ çàðÿäiâ ó
ðå÷îâèíi íà âiëüíi òà çâ'ÿçàíi. Äî вiльних íàëåæàòü çàðÿäè, ÿêi ìîæóòü
çìiùóâàòèñÿ íà ìàêðîñêîïi÷íi âiäñòàíi � âiëüíi åëåêòðîíè ó ìåòàëàõ, iîíè â
åëåêòðîëiòàõ i ãàçàõ, à òàêîæ çàðÿäè, íàíåñåíi íà äiåëåêòðèê, ÿêi ïîðóøóþòü
éîãî åëåêòðîíåéòðàëüíiñòü.

Зв’язаними íàçèâàþòü åëåêòðè÷íi çàðÿäè â àòîìàõ i ìîëåêóëàõ äiåëå-
êòðèêà, ÿêi ïiä äi¹þ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ ìîæóòü çìiùóâàòèñÿ ëèøå íà ìiêðî-
ñêîïi÷íi âiäñòàíi (âiäíîñíî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè), çàëèøàþ÷èñü ó ¾ñâî¨õ¿
àòîìàõ i ìîëåêóëàõ òà çóìîâëþþ÷è ïîëÿðèçàöiþ äiåëåêòðèêà. Îòæå, ìîæíà
çàïèñàòè

⟨𝜌мiкро⟩ = ⟨𝜌вiльн⟩+ ⟨𝜌зв⟩. (5.25)

Íàäàëi äëÿ âiëüíèõ çàðÿäiâ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ

⟨𝜌вiльн⟩ = 𝜌. (5.26)

ßêùî äiåëåêòðèê åëåêòðîíåéòðàëüíèé, à çîâíiøí¹ åëåêòðè÷íå ïîëå âiä-
ñóòí¹, òîäi çàçâè÷àé ⟨𝜌зв⟩ = 0, àëå ïiä äi¹þ çîâíiøíüîãî ïîëÿ âiäáóâà¹òüñÿ
çìiùåííÿ çàðÿäiâ i ñåðåäíÿ ãóñòèíà çâ'ÿçàíèõ çàðÿäiâ ìîæå ñòàòè âiäìiííîþ
âiä íóëÿ.

Ðîçãëÿíåìî â äiåëåêòðèêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi, äåÿêèé
îá'¹ì 𝑉 , îáìåæåíèé ïîâåðõíåþ 𝑆 (äèâ. ðèñ. 5.3). Ïðèïóñòèìî, ùî äiåëåêòðèê
ñêëàäà¹òüñÿ iç çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê êiëüêîõ òèïiâ (åëåêòðîíiâ, ÿäåð, iîíiâ,
òîùî) iç çàðÿäàìè 𝑒𝑖 i ÷èñëîì â îäèíèöi îá'¹ìó 𝑛𝑖. Ïîçíà÷èìî çìiùåííÿ
çàðÿäó 𝑖-ãî òèïó çàðÿäó ïiä äi¹þ ïîëÿ ÿê 𝑑𝑟⃗𝑖. Òîäi ÷åðåç åëåìåíò ïîâåðõíi
𝑑𝑆 îá'¹ì 𝑉 ïîëèøèòü åëåêòðè÷íèé çàðÿä, ðiâíèé

𝑑𝑞 =
∑︁
𝑖

𝑒𝑖𝑛𝑖𝑑𝑟⃗𝑖𝑑𝑆⃗,
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âíàñëiäîê ÷îãî îá'¹ì 𝑉 íàáóäå çâ'ÿçàíîãî çàðÿäó

𝑑𝑞зв = −𝑑𝑞 = −
∑︁
𝑖

𝑒𝑖𝑛𝑖𝑑𝑟⃗𝑖𝑑𝑆⃗ = −𝑃𝑑𝑆⃗, (5.27)

äå
𝑃 =

∑︁
𝑖

𝑒𝑖𝑛𝑖𝑑𝑟⃗𝑖− (5.28)

åëåêòðè÷íèé äèïîëüíèé ìîìåíò îäèíèöi îá'¹ìó äiåëåêòðèêà, ÿêèé íàçèâà-
þòü вектором поляризацiї.

Êðiì çàðÿäiâ, ÿêi ïiä äi¹þ ïîëÿ çàëè-

Рис. 5.3

øàþòü îá'¹ì 𝑉 , ñëiä óðàõîâóâàòè òàêîæ çà-
ðÿäè, ùî âíàñëiäîê çìiùåííÿ ïîòðàïëÿþòü
ó öåé îá'¹ì. Òîäi ðåçóëüòóþ÷èé çâ'ÿçàíèé
çàðÿä, ÿêîãî íàáóâà¹ îá'¹ì, îáìåæåíèé çà-
ìêíåíîþ ïîâåðõíåþ 𝑆, âèçíà÷èìî ÿê

𝑞зв = −
∮︁
𝑆

𝑃𝑑𝑆⃗ = −
∫︁
𝑉

div𝑃𝑑𝑉, (5.29)

ïiñëÿ ÷îãî, çàïèñàâøè çâ'ÿçàíèé çàðÿä ó âèãëÿäi

𝑞зв =

∫︁
𝑉

⟨𝜌зв⟩𝑑𝑉, (5.30)

îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

⟨𝜌зв⟩ = −div𝑃 . (5.31)

Íà ïiäñòàâi (5.22) i (5.31) ðiâíÿííÿ (5.25) íàáóâà¹ âèãëÿäó

div (𝜀0𝐸⃗ + 𝑃 ) = 𝜌. (5.32)

Âåêòîð
𝐷⃗ = 𝜀0𝐸⃗ + 𝑃 (5.33)

íàçèâàþòü âåêòîðîì електричної iндукцiї. Òîäi çàìiñòü (5.22) ìîæíà çà-
ïèñàòè ðiâíÿííÿ

div 𝐷⃗ = 𝜌. (5.34)

5.4 Вектори намагнiчення i напруженостi магнiтного

поля

Îá÷èñëþþ÷è ⟨⃗𝑗мiкро⟩, ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî ìiêðîñêîïi÷íi ñòðóìè 𝑗⃗мiкро

ìîæóòü áóòè ñïðè÷èíåíi ðóõîì âiëüíèõ çàðÿäiâ, çìiùåííÿì çâ'ÿçàíèõ çàðÿ-
äiâ òà çàìêíåíèìè ñòðóìàìè â àòîìàõ i ìîëåêóëàõ, ÿêi ñòâîðþþòüñÿ ðóõîì
åëåêòðîíiâ â íèõ.
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Íàïðÿìëåíèé ðóõ âiëüíèõ çàðÿäiâ ¹ струмом провiдностi, ãóñòèíó ÿêî-
ãî ïîçíà÷èìî 𝑗⃗пр.

Çìiùåííÿ çâ'ÿçàíèõ çàðÿäiâ ïîâ'ÿçàíå ç ïîëÿðèçàöi¹þ ñåðåäîâèùà, òîìó
çóìîâëåíèé íåþ ìiêðîñòðóì íàçèâàþòü поляризацiйним (струмом поля-
ризацiї). Ãóñòèíó ñòðóìó ïîëÿðèçàöi¨ çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

⟨⃗𝑗пол⟩ =
∑︁
𝑖

𝑒𝑖𝑛𝑖𝑣⃗𝑖 =
𝜕

𝜕𝑡

∑︁
𝑖

𝑒𝑖𝑛𝑖𝑑𝑟⃗𝑖, (5.35)

à ç óðàõóâàííÿì (5.28) � ÿê

⟨⃗𝑗пол⟩ =
𝜕𝑃

𝜕𝑡
. (5.36)

Çàìêíåíi ñòðóìè âñåðåäèíi àòîìiâ (ìîëåêóë) çóìîâëþþòü íàìàãíi÷óâàí-
íÿ ñåðåäîâèùà, òîìó ¨õ íàçèâàþòü струмами намагнiчення. Ùîá çíàéòè
ãóñòèíó ñòðóìiâ íàìàãíi÷åííÿ, ââàæàòèìåìî, ùî çàìêíåíi ñòðóìè â àòîìàõ
(ìîëåêóëàõ) ëiíiéíi ç ñèëîþ ñòðóìó 𝐼0 òà ïëîùåþ êîíòóðó △𝑆0 (ðèñ. 5.4 a).

Âèäiëèìî â ñåðåäîâèùi ìàêðîñêîïi-

Рис. 5.4

÷íó äiëÿíêó △𝑆, îáìåæåíó êîíòóðîì 𝐿
(ðèñ. 5.4 á), i çíàéäåìî ñèëó ñòðóìó, ùî
ïðîõîäèòü êðiçü íå¨, çóìîâëåíîãî âíóòði-
øíüîàòîìíèìè ñòðóìàìè. Ç ðèñ. 5.4 á âè-
ïëèâà¹, ùî öi ñòðóìè äàþòü âíåñîê ó øó-
êàíèé ñòðóì ëèøå çà óìîâè, ÿêùî êîíòóð
ñòðóìó ïåðåòèíà¹ äiëÿíêó △𝑆 îäèí ðàç,
òîáòî, ÿêùî êîíòóð 𝐿 ïåðåòèíà¹ äiëÿíêè
êîíòóðiâ △𝑆0 ñòðóìiâ ó àòîìàõ.

Íà êîíòóði 𝐿 âèäiëèìî åëåìåíò 𝑑𝑙 i ðîç-
ãëÿíåìî íåñêií÷åííî ìàëèé îá'¹ì 𝑑𝑉𝑘 = 𝑑𝑙△𝑆⃗0𝑘 öèëiíäðà, óòâîðåíîãî òâið-
íîþ 𝑑𝑙 i îñíîâàìè, ÿêèìè ¹ äâi îäíàêîâî îði¹íòîâàíi ïëîùi êîíòóðiâ ñòðóìiâ
△𝑆0𝑘. Âðàõîâóþ÷è ðiçíi îði¹íòàöi¨ êîíòóðiâ ñòðóìiâ íà åëåìåíòi 𝑑𝑙, ðåçóëü-
òóþ÷èé ñòðóì, ùî ïðîõîäèòü êðiçü äiëÿíêó △𝑆 íà åëåìåíòi ¨¨ êîíòóðó 𝑑𝑙
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

𝑑𝐼маг =
∑︁
𝑘

𝐼0𝑘𝑛𝑘𝑑𝑉𝑘 =
∑︁
𝑘

𝐼0𝑘𝑛𝑘𝑑𝑙△𝑆⃗0𝑘. (5.37)

Âåêòîð
𝑝𝑚𝑘 = 𝐼0𝑘△𝑆⃗0𝑘 (5.38)

¹ ìàãíiòíèì ìîìåíòîì çàìêíåíîãî ñòðóìó 𝐼0𝑘 ç âåêòîðíîþ äiëÿíêîþ êîíòóðó
△𝑆⃗0𝑘, à âåêòîð

𝑃𝑚 =
∑︁
𝑘

𝑝𝑚𝑘𝑛𝑘 (5.39)
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íàçèâàþòü вектором намагнiчення, àáî намагнiчуванiстю. ×èñåëüíî
âií äîðiâíþ¹ ìàãíiòíîìó ìîìåíòó îäèíèöi îá'¹ìó ñåðåäîâèùà. Ç óðàõóâàí-
íÿì (5.39) ñïiââiäíîøåííÿ (5.37) çàïèøåìî ÿê

𝑑𝐼маг = 𝑃𝑚𝑑𝑙. (5.40)

Ó íåôåðîìàãíiòíîìó ñåðåäîâèùi çà âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî
ïîëÿ ìàãíiòíi ìîìåíòè 𝑝𝑚𝑘 ó ñóìi (5.39) îði¹íòîâàíi õàîòè÷íî, âíàñëiäîê
÷îãî âåêòîð íàìàãíi÷åííÿ 𝑃𝑚 äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó ôåðîìàãíåòèêàõ âåêòîð 𝑃𝑚

ìîæå áóòè âiäìiííèì âiä íóëÿ i çà âiäñóòíîñòi çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ,
àëå ôåðîìàãíåòèçì ¹ êâàíòîâèì åôåêòîì. Òîìó éîãî òóò íå ðîçãëÿäàòèìåìî.

Íà ïiäñòàâi (5.40) ïîâíèé ñòðóì íàìàãíi÷åííÿ çàïèøåìî ÿê

𝐼маг =

∮︁
𝐿

𝑃𝑚𝑑𝑙 =

∫︁
△𝑆

rot𝑃𝑚𝑑𝑆⃗, (5.41)

òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî

𝐼маг =

∫︁
△𝑆

⟨⃗𝑗маг⟩𝑑𝑆⃗, (5.42)

îòðèìà¹ìî ñåðåäíþ ãóñòèíó ñòðóìó íàìàãíi÷åííÿ ó âèãëÿäi

⟨⃗𝑗маг⟩ = rot𝑃𝑚. (5.43)

Ïiäñóìîâóþ÷è óñåðåäíåííÿ ìiêðîñòðóìiâ, ìîæíà çàïèñàòè

⟨⃗𝑗мiкро⟩ = ⟨⃗𝑗пр⟩+ ⟨⃗𝑗пол⟩+ ⟨⃗𝑗маг⟩ = 𝑗⃗ +
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ rot𝑃𝑚. (5.44)

Ïiäñòàâèâøè (5.44) ó (5.23), îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

rot

(︃
𝐵⃗

𝜇0
− 𝑃𝑚

)︃
= 𝑗⃗ +

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝜀0𝐸⃗ + 𝑃

)︁
. (5.45)

Âåêòîð

𝐻⃗ =
𝐵⃗

𝜇0
− 𝑃𝑚 (5.46)

íàçèâàþòü вектором напруженостi магнiтного поля. Òîäi ç óðàõóâàí-
íÿì (5.46) òà (5.33) ðiâíÿííÿ (5.45) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗ +
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
. (5.47)

Ðiâíÿííÿ (5.47) ¹ íàñëiäêîì óñåðåäíåííÿ ðiâíÿííÿ (5.23).
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5.5 Рiвняння Максвелла для електромагнiтного поля в

речовинi

Ïiñëÿ óñåðåäíåííÿ ⟨𝜌⃗мiкро⟩ òà ⟨⃗𝑗мiкро⟩ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ åëåêòðî-
ìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ðå÷îâèíi íàáóâàþòü âèãëÿäó (îäðàçó çàïèøåìî ¨õ i ó
iíòåãðàëüíié ôîðìi)

rot 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡
,

∮︁
𝐿

𝐸⃗𝑑𝑙 = −
∫︁
𝑆

𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗; (5.48)

div 𝐷⃗ = 𝜌,

∮︁
𝑆

𝐷⃗ 𝑑𝑆⃗ =

∫︁
𝜌 𝑑𝑉. (5.49)

rot 𝐻⃗ = 𝑗⃗ +
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
,

∮︁
𝐿

𝐻⃗𝑑𝑙 =

∫︁
𝑆

𝑗⃗𝑑𝑆⃗ +

∫︁
𝑆

𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑆⃗; (5.50)

div 𝐵⃗ = 0,

∮︁
𝑆

𝐵⃗ 𝑑𝑆⃗ = 0. (5.51)

Öi ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿìè êëàñè÷íî¨ ìàêðîñêîïi÷íî¨ åëåêòðîäèíàìiêè åëå-
êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ñåðåäîâèùi. Íà âiäìiíó âiä ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (3.29)
� (3.32) âîíè çàñòîñîâíi ÿê äî ìàêðîñêîïi÷íîãî ïîëÿ ó âàêóóìi (òîäi 𝐷⃗ =

𝜀0𝐸⃗, 𝐻⃗ = 𝐵⃗/𝜇0), òàê i äî ïîëÿ ó ðå÷îâèíi.
Ó ðiâíÿííÿõ (5.48) � (5.51) âèêîðèñòîâóþòü äâà ¾ìàãíiòíi¿ âåêòîðè 𝐻⃗

i 𝐵⃗, çâ'ÿçîê ìiæ ÿêèìè âèçíà÷àþòü iç ñïiââiäíîøåííÿ (5.46), òà äâà ¾åëå-
êòðè÷íi¿ âåêòîðè 𝐸⃗ i 𝐷⃗ iç âçà¹ìîçâ'ÿçêîì (5.33). Ïðîòå, ñèëîâîþ õàðàêòåðè-
ñòèêîþ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ÿêà âèçíà÷à¹ éîãî äiþ íà åëåêòðè÷íèé çàðÿä, ¹
íàïðóæåíiñòü 𝐸⃗, à ñèëîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî âèçíà÷à¹
éîãî äiþ íà åëåêòðè÷íèé ñòðóì, ¹ ìàãíiòíà iíäóêöiÿ 𝐵⃗.

Ó âàêóóìi ðiçíèöÿ ìiæ âåêòîðàìè 𝐸⃗ i 𝐷⃗ òà ìiæ âåêòîðàìè 𝐻⃗ i 𝐵⃗
ôàêòè÷íî âiäñóòíÿ. Îäíàê ó ìàòåðiàëüíîìó ñåðåäîâèùi 𝐷⃗ = 𝜀0𝐸⃗ + 𝑃 ,
𝐻⃗ = 𝐵⃗/𝜇0 − 𝑃𝑚. Òîìó äëÿ ïîâíîòè ñèñòåìè ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (5.48) �
(5.51) ïîòðiáíî çíàòè çàëåæíîñòi 𝑃 = 𝑃 (𝐸⃗) i 𝑃𝑚 = 𝑃𝑚(𝐵⃗). Ó ìàêðîñêîïi-
÷íié åëåêòðîäèíàìiöi öi çàëåæíîñòi âèçíà÷àþòü íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ äàíèõ; òåîðåòè÷íî ¨õ îá ðóíòîâóþòü çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ åëåêòðîííî¨
òåîði¨ i êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Ç äîñëiäíèõ äàíèõ âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó ñëàáêèõ åëåêòðè÷íèõ ïîëiâ â
içîòðîïíîìó ñåðåäîâèùi âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ 𝑃 ïðîïîðöiéíèé íàïðóæåíîñòi
ïîëÿ 𝐸⃗. Öþ çàëåæíiñòü çàïèñóþòü ó âèãëÿäi

𝑃 = 𝜀0κ𝐸⃗, (5.52)

äå êîåôiöi¹íò κ íàçèâàþòü дiелектричною сприйнятливiстю середови-
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ща. Òîäi çàëåæíiñòü (5.33) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝐷⃗ = 𝜀0𝐸⃗ + 𝑃 = 𝜀0(1 + κ)𝐸⃗ = 𝜀0𝜀𝐸⃗. (5.53)

Âåëè÷èíó
𝜀 = 1 + κ (5.54)

íàçèâàþòü дiелектричною проникнiстю ñåðåäîâèùà.
Çàìiñòü çàëåæíîñòi 𝑃𝑚(𝐵⃗) ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ âèêîðèñòîâóþòü çàëå-

æíiñòü 𝑃𝑚(𝐻⃗), òîäi ó âèïàäêó ñëàáêîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ â içîòðîïíîìó íå-
ôåðîìàãíiòíîìó ñåðåäîâèùi

𝑃𝑚 = κ𝑚𝐻⃗, (5.55)

𝐵⃗ = 𝜇0𝐻⃗ + 𝜇0𝑃𝑚 = 𝜇0(1 + κ𝑚)𝐻⃗ = 𝜇0𝜇𝐻⃗. (5.56)

Êîåôiöi¹íò κ𝑚 íàçèâàþòü магнiтною сприйнятливiстю, à âåëè÷èíó 𝜇 =
1 + κ𝑚 � магнiтною проникнiстю середовища.

Ñïiââiäíîøåííÿ

𝐷⃗ = 𝜀𝜀0𝐸⃗, (5.57)

𝐵⃗ = 𝜇𝜇0𝐻⃗; (5.58)

i

𝑃 = 𝜀0κ𝐸⃗, (5.59)

𝑃𝑚 = κ𝑚𝐻⃗, (5.60)

íàçèâàþòü матерiальними рiвняннями. Âîíè äîïîâíþþòü ðiâíÿííÿ Ìà-
êñâåëëà (5.48) � (5.51).

5.6 Граничнi умови для векторiв електромагнiтного по-

ля в речовинi

Êðiì ìàòåðiàëüíèõ ðiâíÿíü (5.57) � (5.60) ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü Ìàêñâåëëà (5.48) � (5.51) ìà¹ äîïîâíþâàòèñÿ ùå ãðàíè÷íèìè óìîâàìè
äëÿ âåêòîðiâ 𝐸⃗, 𝐷⃗, 𝐵⃗ i 𝐻⃗ ó ìiñöÿõ ¨õ ðîçðèâiâ, äå ðiâíÿííÿ ó äèôåðåíöi-
àëüíié ôîðìi íåçàñòîñîâíi ÷åðåç ñòðèáêîïîäiáíó çìiíó öèõ âåêòîðiâ (ñòié-
êiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ïåðåäáà÷à¹, ùî íåñêií÷åííî ìà-
ëèì çìiíàì êîîðäèíàò i ÷àñó, ìàþòü âiäïîâiäàòè íåñêií÷åííî ìàëi çìiíè
âåêòîðiâ ïîëÿ.
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Âîäíî÷àñ ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà â iíòåãðàëüíié ôîðìi, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì
äîñëiäíèõ ôàêòiâ, çàñòîñîâíi â óñiõ âèïàäêàõ. Òîìó ¨õ âèêîðèñòîâóþòü ïiä
÷àñ âñòàíîâëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ âåêòîðiâ 𝐸⃗, 𝐷⃗, 𝐵⃗ i 𝐻⃗.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 çàçíà÷àëîñÿ, ùî ðîçðèâè âåêòîðiâ åëåêòðîìàãíiòíîãî
ïîëÿ iñíóþòü çà íàÿâíîñòi ïîâåðõíåâèõ çàðÿäiâ i ñòðóìiâ. Ó ðå÷îâèíi òàêi
çàðÿäè i ñòðóìè ìîæóòü âèíèêàòè íà ìåæi ïîäiëó äâîõ ñåðåäîâèù ç ðiçíèìè
åëåêòðîäèíàìi÷íèìè ïàðàìåòðàìè (𝜀1, 𝜇1 òà 𝜀2, 𝜇2). Ïiä ÷àñ ïåðåõîäó êðiçü
òàêó ìåæó âåêòîðè ïîëÿ ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ ñòðèáêîïîäiáíî. Ó çàçíà÷å-
íèõ ïàðàãðàôàõ ðîçãëÿäàëè òàêîæ ñïîñiá óñòàíîâëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ çà
äîïîìîãîþ ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà â iíòåãðàëüíié ôîðìi. Çàñòîñó¹ìî éîãî áåç
äåòàëüíèõ ðîçðàõóíêiâ äî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ðå÷îâèíi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìó ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (5.49) i ìið-
êóâàííÿ, ïðèâåäåíi ó ïiäðîçäiëi 5.1.1, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ íîð-
ìàëüíèõ êîìïîíåíòiâ âåêòîðà åëåêòðè÷íî¨ iíäóêöi¨ 𝐷⃗ ïiä ÷àñ ïåðåõîäó êðiçü
çàðÿäæåíó ïîâåðõíþ ïîäiëó äâîõ ñåðåäîâèù ãðàíè÷íà óìîâà ìà¹ âèãëÿä

𝐷1𝑛 −𝐷2𝑛 = 𝜎 (5.61)

äå 𝐷𝑛 = 𝐷⃗ 𝑛⃗ � ïðîåêöiÿ âåêòîðà 𝐷⃗ íà íîðìàëü 𝑛⃗ äî ìåæi ïîäiëó ñåðåäî-
âèù, ñïðÿìîâàíà âiä äðóãîãî ñåðåäîâèùà äî ïåðøîãî (äèâ. ðèñ. 5.1); 𝜎 �
ïîâåðõíåâà ãóñòèíà âiëüíèõ çàðÿäiâ íà ìåæi ïîäiëó.

Ó ðå÷îâèíi 𝐷⃗ = 𝜀𝜀0𝐸⃗ òîìó óìîâó (5.61) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

𝜀1𝐸1𝑛 − 𝜀2𝐸2𝑛 =
𝜎

𝜀0
, (5.62)

äå 𝜀1,2 � äiåëåêòðè÷íà ïðîíèêíiñòü âiäïîâiäíî ïåðøîãî òà äðóãîãî ñåðåäîâè-
ùà. Ç (5.62) âèïëèâà¹, ùî ïðè 𝜎 = 0 i 𝜀1 ̸= 𝜀2 íåìîæëèâî, ùîá 𝐸1𝑛 = 𝐸2𝑛.

Ãðàíè÷íà óìîâà äëÿ òàíãåíöiéíî¨ ñêëàäîâî¨ âåêòîðà 𝐸⃗ âèïëèâà¹ ç ðiâ-
íÿííÿ Ìàêñâåëëà (5.48). Íà ïiäñòàâi ïîäàíèõ ó ïiäðîçäiëi 5.1.2 ìiðêóâàíü i
âðàõîâóþ÷è, ùî ó ðàçi ñïðÿìóâàííÿ íà ðèñ. 5.2 âèñîòè êîíòóðó 𝐿 äî íóëÿ
ïîòiê âåêòîðà ìàãíiòíî¨ iíäóêöi¨ 𝐵⃗ êðiçü éîãî ïëîùó òàêîæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ.
Òîäi îòðèìà¹ìî óìîâó

𝐸1𝜏 = 𝐸2𝜏 àáî
𝐷1𝜏

𝜀1
=
𝐷2𝜏

𝜀2
. (5.63)

Òàêèì ÷èíîì, òàíãåíöiàëüíi ñêëàäîâi âåêòîðà íàïðóæåíîñòi åëåêòðè÷íîãî
ïîëÿ íà ìåæi ïîäiëó ñåðåäîâèù ¹ íåïåðåðâíèìè, îäíàê àíàëîãi÷íi ñêëàäîâi
âåêòîðà iíäóêöi¨ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ çàçíàþòü ðîçðèâó.

Äiþ÷è àíàëîãi÷íî, ÿê i â ïiäðîçäiëi 5.1.3, íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (5.51)

òà âðàõîâóþ÷è âiäñóòíiñòü ìàãíiòíèõ çàðÿäiâ, äëÿ íîðìàëüíî¨ ñêëàäîâî¨ 𝐵⃗
îäåðæèìî

𝐵1𝑛 = 𝐵2𝑛 àáî 𝜇1𝐻1𝑛 = 𝜇2𝐻2𝑛. (5.64)

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ óìîâè äëÿ òàíãåíöiéíèõ ñêëàäîâèõ âåêòîðà
𝐻⃗ âèêîðèñòà¹ìî ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (5.50) i çàñòîñó¹ìî ìiðêóâàííÿ, íàâå-
äåíi ó ïiäðîçäiëi 5.1.4. Ïðè ñïðÿìóâàííi âèñîòè êîíòóðó 𝐿 äî íóëÿ ïîòiê
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âåêòîðà 𝐷⃗ êðiçü éîãî ïëîùó òàêîæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òîìó

𝐻1𝜏 −𝐻2𝜏 = 𝐼𝜈, (5.65)

äå 𝐼𝜈 � ïðîåêöiÿ ãóñòèíè ïîâåðõíåâîãî ñòðóìó íà íîðìàëü êîíòóðó.

5.7 Закон збереження енергiї для електромагнiтного по-

ля у речовинi

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî åíåðãiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ìàòåðiàëüíî-
ìó ñåðåäîâèùi, ââàæàþ÷è éîãî içîòðîïíèì, íåôåðîìàãíiòíèì, íåïîãëèíàþ-
÷èì i íåðóõîìèì, äî ñêëàäó ÿêîãî âõîäÿòü ïðîâiäíèêè i äiåëåêòðèêè.

Àíàëîãi÷íî ÿê â ïiäðîçäiëi 3.6, ñòàðòóþ÷è ç âèðàçó äëÿ ñèëè Ëîðåíöà,
çàïèøåìî ðîáîòó ñèë åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ íàä çàðÿäàìè â îá'¹ìi 𝑉 , ùî
âèêîíó¹òüñÿ çà îäèíèöþ ÷àñó

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑉

𝑗⃗𝐸⃗ 𝑑𝑉. (5.66)

Iç ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (5.50) çíàõîäèìî 𝑗⃗ i ïiäñòàâëÿ¹ìî â (5.66)

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑉

𝐸⃗ rot 𝐻⃗ 𝑑𝑉 −
∫︁
𝑉

𝐸⃗
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
𝑑𝑉. (5.67)

Äîäàìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèðàç

−
∫︁
𝑉

𝐻⃗

(︃
rot 𝐸⃗ +

𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡

)︃
𝑑𝑉,

ÿêèé â ñèëó ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëëà (5.48) ðiâíèé íóëþ. Òîäi

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

∫︁
𝑉

(𝐸⃗ rot 𝐻⃗ − 𝐻⃗ rot 𝐸⃗) 𝑑𝑉 −
∫︁
𝑉

(︃
𝐸⃗
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
+ 𝐻⃗

𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡

)︃
𝑑𝑉 (5.68)

Âðàõóâàâøè çâ'ÿçîê ìiæ âåêòîðàìè 𝐸⃗ i 𝐷⃗ òà 𝐵⃗ i 𝐻⃗ çà äîïîìîãîþ (5.57) i
(5.58), ìîæíà çàïèñàòè òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

𝐸⃗
𝜕𝐷⃗

𝜕𝑡
+ 𝐻⃗

𝜕𝐵⃗

𝜕𝑡
=
𝜕𝑤⃗

𝜕𝑡
; (5.69)

𝑤 =
𝜀𝜀0𝐸

2 + 𝜇𝜇0𝐻
2

2
=

1

2
𝐸⃗𝐷⃗ +

1

2
𝐻⃗𝐵⃗; (5.70)∫︁

𝑉

(𝐸⃗ rot 𝐻⃗ − 𝐻⃗ rot 𝐸⃗)𝑑𝑉 = −
∫︁
𝑉

div[𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑉 = −
∮︁
𝑆

[𝐸⃗𝐻⃗]𝑑𝑆⃗ = −
∮︁
𝑆

Π⃗ 𝑑𝑆⃗.

(5.71)
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Òîäi (5.68) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= −

∮︁
𝑆

Π⃗ 𝑑𝑆⃗ − 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

𝑤 𝑑𝑉. (5.72)

ßêùî îá'¹ì iíòåãðóâàííÿ 𝑉 íåîáìåæåíî çðîñòà¹ i ïîâåðõíÿ 𝑆 îõîïëþ¹
âåñü ïðîñòið â ÿêîìó ¹ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå, òî â òî÷êàõ öi¹¨ ïîâåðõíi ïîëå
ìà¹ áóòè âiäñóòíiì i ïåðøèé iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.72)
äîðiâíþâàòèìå íóëþ, îòæå,

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

𝑤 𝑑𝑉 = −𝜕𝑊
𝜕𝑡

. (5.73)

Öå îçíà÷à¹, ùî ðîáîòà ñèñòåìè âèêîíó¹òüñÿ âíàñëiäîê çìåíøåííÿ âåëè÷èíè

𝑊 =

∫︁
𝑉

(︂
𝜀𝜀0𝐸

2 + 𝜇𝜇0𝐻
2

2

)︂
𝑑𝑉, (5.74)

ÿêó ñëiä ââàæàòè енергiєю електромагнiтного поля у речовинi, à âå-
ëè÷èíó (5.70) � густиною енергiї електромагнiтного поля у речовинi.

ßêùî ïîâåðõíÿ 𝑆 íå îõîïëþ¹ âñüîãî ïîëÿ, àëå ñèñòåìà íå ìiñòèòü ïðîâiä-
íèêiâ (⃗𝑗 = 0), òî çãiäíî (5.66) ðîáîòà ïîëÿ ðiâíà íóëþ. Òîäi ç (5.72) âèïëèâà¹,
ùî ∮︁

𝑆

Π⃗𝑑𝑆⃗ = −𝜕𝑊
𝜕𝑡

, (5.75)

òîáòî çìåíøåííÿ åíåðãi¨ ïîëÿ𝑊 âiäáóâà¹òüñÿ âíàñëiäîê âòðàòè åíåðãi¨ ïîëÿ
êðiçü ïîâåðõíþ 𝑆. Òîìó âåêòîð

Π⃗ = [𝐸⃗𝐻⃗] (5.76)

ìà¹ çìiñò âåêòîðà Ïîéíòiíãà.
Iìïóëüñ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ðå÷îâèíi âèçíà÷à¹òüñÿ íå îäíîçíà÷íî,

òîìó éîãî íå ðîçãëÿäàòèìåìî.

5.8 Потенцiали електромагнiтного поля в речовинi

Ó ðå÷îâèíi åëåêòðîìàãíiòíi ïîòåíöiàëè âèçíà÷àþòü òàê ñàìî, ÿê i ó âà-
êóóìi, òîáòî íà îñíîâi ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà (5.48) � (5.51), ÿêi ó âèïàäêó ñëàá-
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êîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ (𝐷⃗ = 𝜀𝜀0𝐸⃗, 𝐵⃗ = 𝜇𝜇0𝐻⃗) íàáóâàþòü âèãëÿäó

rot 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗
𝜕𝑡

; (5.77)

div 𝐸⃗ =
𝜌

𝜀𝜀0
; (5.78)

rot 𝐵⃗ = 𝜇𝜇0⃗𝑗 + 𝜀𝜇𝜀0𝜇0
𝜕𝐸⃗

𝜕𝑡
; (5.79)

div 𝐵⃗ = 0. (5.80)

Öi ðiâíÿííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðiâíÿíü Ìàêñâåëëà äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî
ïîëÿ ó âàêóóìi (5.17) � (5.20) çàìiíàìè

𝜀0 → 𝜀𝜀0, 𝜇0 → 𝜇𝜇0;

𝑐 = 1/
√
𝜀0𝜇0 →1/

√
𝜀𝜇𝜀0𝜇0 = 𝑐/

√
𝜀𝜇. (5.81)

Ñêàëÿðíèé 𝜙 i âåêòîðíèé 𝐴⃗ ïîòåíöiàëè âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè (3.33)
i (3.36). Íà ïiäñòàâi ðiâíÿíü (3.42), (3.43) i (5.81) ðiâíÿííÿ Ä'Àëàìáåðà äëÿ
åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ ó ðå÷îâèíi íàáóâàþòü âèãëÿäó

△𝐴⃗− 𝜀𝜇

𝑐2
𝜕2𝐴⃗

𝜕𝑡2
= −𝜇𝜇0⃗𝑗, (5.82)

△𝜙− 𝜀𝜇

𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕2𝑡
= − 𝜌

𝜀𝜀0
. (5.83)

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ä'Àëàìáåðà ó âàêóóìi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè
(3.76) i (3.77). Òîìó ïî àíàëîãi¨ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü Ä'Àëàìáåðà (5.82) i (5.83)
çàïèøåìî òàê

𝜙(𝑟⃗, 𝑡) =
1

4𝜋𝜀𝜀0

∫︁ 𝜌
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

√
𝜀𝜇
)︁
𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
, (5.84)

𝐴⃗(𝑟⃗, 𝑡) =
𝜇𝜇0
4𝜋

∫︁ 𝑗⃗
(︁
𝑟⃗ ′, 𝑡− |𝑟⃗−𝑟⃗ ′|

𝑐

√
𝜀𝜇
)︁
𝑑𝑉 ′

|𝑟⃗ − 𝑟⃗ ′|
. (5.85)

Êðiì òîãî, åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå â ðå÷îâèíi, ÿê i ïîëå ó âàêóóìi, iíâàðiàíòíå
âiäíîñíî êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ïîòåíöiàëiâ (3.37) òà (3.38).

Iç (5.81), (5.82) � (5.85) âèïëèâà¹, ùî â ðå÷îâèíi åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå
ïîøèðþ¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ

𝑣 =
𝑐

√
𝜀𝜇
. (5.86)
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