
Курс: «Диференцiальнi рiвняння» ст. викл. Варга Я.В.

До Модуля 1

Цикл лекцiй по темах роздiлу:

НАЙПРОСТIШI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ,

IНТЕГРОВНI В КВАДРАТУРАХ

1 Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними та звiднi до них.

Диференцiальне рiвняння

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0, (1)

деM1(x),M2(x) та N1(y), N2(y) – неперервнi функцiї своїх аргументiв, називається рiвнянням

з вiдокремлюваними змiнними.
Вiдокремимо змiннi в рiвняннi (1): подiлимо обидвi його частини на добуток функцiйM2(x)N1(y),

причому вважаємо, що M2(x) 6= 0 та N1(y) 6= 0. Матимемо

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0.

Iнтегруючи останню рiвнiсть, отримуємо загальний iнтеграл рiвняння (1):∫
M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C,

де C – довiльна стала.
Якщо a – корiнь рiвняння M2(x) = 0, то x = a є розв’язком рiвняння (1). Аналогiчно, якщо

b – корiнь рiвняння N1(y) = 0, то y = b – розв’язок рiвняння (1).
Приклад 1. Розв’язати рiвняння

(y − x2y)dy − (x− xy2)dx = 0.

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна записати також у виглядi

y′ = f1(x)f2(y), (2)

де f1(x) та f2(y) – неперервнi функцiї.
Вiдокремимо змiннi в рiвняннi (2): подiлимо обидвi його частини на функцiю f2(y),

вважаючи, що f2(y) 6= 0, i помножимо на dx, врахувуючии, що dy = y′dx. Матимемо

1

f2(y)
dy = f1(x)dx.

Iнтегруючи останню рiвнiсть, отримуємо загальний iнтеграл рiвняння (2):∫
dy

f2(y)
=

∫
f1(x)dx+ C.

Якщо f2(a) = 0, то y = a є також розв’язком рiвняння (2).
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До рiвняння з вiдокремлюваними змiнними зводиться рiвняння вигляду

y′ = f(ax+ by + c),

де a, b, c – довiльнi сталi. Дiйсно, виконавши замiну z = ax+ by + c, для знаходження функцiї
z отримаємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

z′ = a+ bf(z).

Приклад 2. Розв’язати рiвняння

y′ = (4x+ y + 5)2.

2 Однорiднi диференцiальнi рiвняння першого порядку.

Функцiя f(x, y) називається однорiдною функцiєю вимiру m, якщо ∀λ > 0 виконується
рiвнiсть

f(λx, λy) = λmf(x, y).

Функцiя f(x, y) називається однорiдною функцiєю, якщо вона є однорiдною функцiєю
вимiру нуль, тобто ∀λ > 0 виконується рiвнiсть

f(λx, λy) = f(x, y). (3)

Диференцiальне рiвняння
y′ = f(x, y) (4)

називається однорiдним рiвнянням , якщо функцiя f(x, y) є однорiдною функцiєю.
Однорiдне рiвняння зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Оскiльки права частина рiвняння (4) – однорiдна функцiя, то пiдставивши в рiвнiсть (3)

λ =
1

x
, матимемо f(x, y) = f

(
1,
y

x

)
. Таким чином, однорiдне рiвняння (4) можна записати у

виглядi
y′ = f

(
1,
y

x

)
. (5)

Виконаємо замiну шуканої функцiї y = zx, де z = z(x) – нова шукана функцiя. Тодi
y′ = z′x+ z i рiвняння (5) набуде вигляду

z′x+ z = f (1, z) . (6)

Отже, для знаходження функцiї z одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Вiдокремивши змiннi в рiвняннi (6)

dz

f (1, z)− z
=
dx

x

та проiнтегрувавши отриману рiвнiсть, одержимо∫
dz

f (1, z)− z
= ln |x|+ C.
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Якщо ввести позначення F (z) =
∫

dz

f (1, z)− z
, то загальний iнтеграл однорiдного рiвняння

(4) можемо записати у виглядi
F
(y
x

)
= ln |x|+ C.

Розв’язками однорiдного рiвняння (4) можуть бути також функцiї y = ax (x 6= 0), де a –
корiнь рiвняння f(1, z) − z = 0, та x = 0 (y 6= 0), якi могли бути втраченi при вiдокремленнi
змiнних. Цi розв’язки можуть виявитись особливими.

Приклад 3. Розв’язати рiвняння

xy′ = y +
√
x2 + y2.

Диференцiальне рiвняння в симетричнiй формi

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

є однорiдним, якщо M(x, y) та N(x, y) – однорiднi функцiї однакового вимiру.
3. Рiвняння, звiднi до однорiдних.

a) Розглянемо диференцiальне рiвняння

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
, (7)

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 – деякi сталi.
Якщо c1 = c2 = 0, то диференцiальне рiвняння (7) є однорiдним рiвнянням.

Якщо 4 =

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ 6= 0, то диференцiальне рiвняння (7) можна звести до однорiдного

рiвняння за допомогою замiни

x = u+ x0, y = v(u) + y0, y′ = v′, (8)

де (x0, y0) є розв’язком системи алгебраїчних рiвнянь:{
a1x0 + b1y0 + c1 = 0,

a2x0 + b2y0 + c2 = 0.
(9)

Оскiльки 4 6= 0, то лiнiйна неоднорiдна система (9) має єдиний розв’язок.
Пiдставимо (8) в (7) i таким чином, одержимо диференцiальне рiвняння

dv

du
= f

(
a1u+ b1v + a1x0 + b1y0 + c1
a2u+ b2v + a2x0 + b2y0 + c2

)
,

або, враховуючи (9),
dv

du
= f

(
a1u+ b1v

a2u+ b2v

)
. (10)

Очевидно, що диференцiальне рiвняння (10) є однорiдним i розв’язується замiною змiнних
v(u) = z(u)u.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння

(2x− 4y + 6)dx+ (x+ y − 3)dy = 0.
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b) Якщо 4 =

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = 0, тобто a1b2 = a2b1, то a1 = λa2, b1 = λb2, а тому диференцiальне

рiвняння (7) можна записати у виглядi

y′ = f

(
λ(a2x+ b2y) + c1
a2x+ b2y + c2

)
= f1 (a2x+ b2y) .

Таким чином, одержали диференцiальне рiвняння, яке за допомогою замiни z = a2x + b2y

зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

z′ = a2 + b2f1(z).

Зауважимо, що для зведення рiвняння (7) до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними можна
застосовувати також замiни z = a1x+ b1y, z = a1x+ b1y + c1 або z = a2x+ b2y + c2.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння

(2x+ y + 1)dx− (4x+ 2y − 3)dy = 0.

4. Квазiоднорiднi рiвняння

Диференцiальне рiвняння
y′ = f(x, y) (11)

називається квазiоднорiдним рiвнянням з показником квазiоднорiдностi σ, якщо ∀λ > 0

виконується рiвнiсть
f(λx, λσy) = λσ−1f(x, y), (12)

тобто рiвняння (11) iнварiантне (не змiнює свого вигляду) вiдносно замiни

x→ λx, y → λσy.

За допомогою замiни шуканої функцiї y = zxσ, де z = z(x) – нова шукана функцiя,
квазiоднорiдне рiвняння (11) зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Дiйсно, пiсля замiни шуканої функцiї, замiсть (11) отримаємо рiвняння

xσz′ + σxσ−1z = f(x, xσz).

Згiдно з рiвнiстю (12)
f(x, xσz) = f(x · 1, xσz) = xσ−1f(1, z).

Таким чином, для знаходження функцiї z одержимо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

z′ =
f(1, z)− σz

x
. (13)

Розв’язавши рiвняння (11) та зробивши обернену замiну, знайдемо загальний розв’язок ква-
зiоднорiдного рiвняння (11). При цьому слiд пам’ятати про можливiсть втрати сталих розв’яз-
кiв, якi визначаються коренями рiвняння f(1, z)−σz = 0, при вiдокремленнi змiнних у рiвняння
(13).
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Приклад 6. Розв’язати рiвняння

2x2y′ = y3 + xy.
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