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Цикл практичних занять по темах розділу: 

 
СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

 
1. Розв’язування систем диференціальних рівнянь 

шляхом зведення до звичайних диференціальних рівнянь 
 

Приклад 1.1. Знайти загальний розв’язок )(txx  , )(tyy  , )(tzz   лінійної 
однорідної системи диференціальних рівнянь (ЛОСДР) 
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Розв’язання. Як відомо, за виконання певних умов нормальну систему n-го порядку 
можна звести до одного диференціального рівняння n-го порядку відносно однієї з 
шуканих функцій. Перевіримо можливість застосування цього методу. Для цього 
продиференціюємо перше рівняння системи (1.1) за змінною t із урахуванням другого і 
третього рівнянь системи: 

zyxzxyxzyxzyxx 223)3()(   .                  (1.2) 
Із (1.2) і першого з рівнянь (1.1) одержимо: 
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Очевидно, що y і z із системи (1.3) не визначаються однозначно як функції x, x  і x , 
тому ЛОСДР (1.1) не можна звести до одного диференціального рівняння третього 
порядку відносно невідомої функції )(tx . Однак це ще не означає, що такого рівняння 
не можна отримати відносно функцій )(ty  або )(tz . Будемо наполегливими й почнемо 
все спочатку, виходячи з другого рівняння системи (1.1). Маємо: 

zxyxzyxyxy  2)( .                                   (1.4) 
Цього разу умова можливості застосування методу очевидно виконується, адже з (1.1) 
і (1.4) для х і z отримуємо однозначні вирази 

yyx   ,  yyyyxz   222 .                                     (1.5) 
Щоб отримати шукане рівняння третього порядку, продиференціюємо рівняння (1.4) 
за змінною t з урахуванням (1.1) та (1.5): 

)22(32)(32)3()(22 yyyyyyzyxzxzyxzxy   , 
звідки 

0573  yyyy  .                                                   (1.6) 
Загальний розв’язок рівняння (1.6) знаходимо за методом Ейлера для звичайних ліній-
них диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. Характеристичне рівняння 

0)52)(1(573 223   
має корені 11  , i213,2  , яким відповідають лінійно незалежні частинні розв’язки 

ty e1  , ty t 2cose2  , ty t 2sine3  . Тоді загальний розв’язок рівняння (1.6) 
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)2sin2cos(e 321332211 tCtCCyCyCyCy t  , 
де 1C , 2C , 3C  – довільні сталі. Підставивши знайдену )(ty  у формули (1.5), знаходимо 
дві інші невідомі функції: 
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Відповідь. ),2sin2cos(e2 23 tCtCx t   )2sin2cos(e 321 tCtCCy t  , 
)2sin32cos3(e 321 tCtCCz t  . 

 
Приклад 1.2. Знайти розв’язок задачі Коші для ЛОСДР 
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                                                         (1.7) 

за початкових умов 
0)0(,1)0(,1)0(  zyx .                                          (1.8) 

Розв’язання. Спробуємо застосувати метод зведення до рівняння третього порядку 
аналогічно до прикладу 1.1. Виходячи з першого рівняння системи (1.7), маємо: 

zyxzyxzyxzyxzyxx 5514)2()2()4(44   .       (1.9) 
Із (1.9) і першого з рівнянь (1.7) одержимо: 
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Очевидно, що y і z із системи (1.10) не визначаються однозначно як функції x, x  і x , 
тому ЛОСДР (1.7) також не можна звести до одного диференціального рівняння тре-
тього порядку відносно невідомої функції )(tx . Ба більше, виходячи з другого і тре-
тього рівнянь системи (1.7), можна переконатися, що задану ЛОСДР не вдасться звес-
ти до рівняння третього порядку відносно жодної з невідомих функцій. 
Ну що ж, тоді спробуємо хоча б понизити порядок заданої системи, аби спростити 
розв’язання. Для цього застосуємо так званий метод інтегровних комбінацій. 
Як відомо, інтегровною комбінацією шуканих функцій та їх похідних називається 
будь-яке диференціальне рівняння, яке є наслідком системи і легко інтегрується. 
Побудувавши k лінійно незалежних інтегровних комбінацій для заданої системи 
диференціальних рівнянь n-го порядку, можна понизити порядок останньої на k 
одиниць. Якщо вдалося побудувати n таких комбінацій, то знаходження розв’язку СДР 
можна звести до розв’язання системи алгебраїчних рівнянь. 
Підбираючи інтегровні комбінації для системи (1.7) у вигляді zcybxa   , де a, b, c –
дійсні коефіцієнти, знаходимо два придатні співвідношення: 

zyxzyx 222   ,  yxyx 33   . 
Звідси отримуємо два лінійно незалежні перші інтеграли системи (1.7): 

tCzyxzyx
dt

zyxd 2
1 e)(2)(


 , 
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tCyxyx
dt

yxd 3
2 e)(3)(


 , 

де 1C , 2C  – довільні сталі. Із отриманих рівностей визначаємо 
tt CCz 3

2
2

1 ee  ,   tCyx 3
2 e .                                    (1.11) 

Підставивши функції (1.11) у друге рівняння системи (1.7), дістанемо лінійне 
неоднорідне рівняння першого порядку для визначення невідомої функції )(ty : 

tttt CyCCyCyzyxy 2
1

3
2

2
1

3
2 e3)ee(2e2  . 

Розв’язавши це рівняння методом варіації сталої чи методом підстановки, дістанемо 
tt CCy 3

3
2

1 ee  , а тоді з (1.11) tt CСCx 3
32

2
1 e)(e  . 

Отже, загальний розв’язок ЛОСДР (1.7) має вигляд 
tt CСCx 3

32
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1 e)(e  ,  tt CCy 3
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2
1 ee  ,  tt CCz 3

2
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1 ee  .         (1.12) 
Щоб знайти шуканий розв’язок задачі Коші, підставимо (1.12) у початкові умови (1.8): 
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Із останньої системи алгебраїчних рівнянь знаходимо: 221 CC , 13 C . Підклавши 
ці значення в (1.12), отримаємо шуканий частинний розв’язок. 
Відповідь. ttx 32 e3e2  ,  tty 32 ee2  ,  ttz 32 e2e2  . 
 

2. Лінійні однорідні системи диференціальних рівнянь 
зі сталими коефіцієнтами. Метод Ейлера 

 
Приклад 2.1. Розв’язати лінійну однорідну систему диференціальних рівнянь методом 
Ейлера: 
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Розв’язання. Згідно з алгоритмом методу Ейлера спочатку знаходимо власні значення 
матриці А як корені характеристичного рівняння 
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)det( 2 
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 EA . 

Звідси 11  , 03,2  . 
Для власного значення 11   – однократного кореня характеристичного рівняння – 
знаходимо власний вектор 0),,col( 1312111


 hhhh , елементи якого визначаються з 

рівності 0)( 11


 hEA , тобто 
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або у скалярному вигляді 
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Алгебраїчна система (2.2) має безліч нетривіальних розв’язків, одним із яких є, 
наприклад, 1131211  hhh . Отже, за власний вектор можна взяти )1,1,1col(1 h . 
Тоді згідно з правилами методу Ейлера для побудови фундаментальної системи 
частинних розв’язків ЛОСДР власному значенню 11   відповідає частинний 
розв’язок 

ttht e
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Власне значення 0  є коренем кратності 2m  характеристичного рівняння. 
Кратність цього власного значення, тобто кількість відповідних йому лінійно 
незалежних власних векторів, визначається числом )rang( EAns  , де n – порядок 
заданої ЛОСДР. У нашому випадку 
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Отже, для побудови 2m  лінійно незалежних частинних розв’язків системи (2.1), що 
відповідають власному значенню 0 , треба визначити 1s  власний вектор 

0),,col( 2322212
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 hhhh  із рівності 0)( 2


 hEA , а також 112  sm  
приєднаний до нього вектор ),,col( 3332313 hhhh   із рівності 23)( hhEA  . Маємо: 
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Згідно з правилами методу Ейлера для кратних коренів характеристичного рівняння 
відповідні до 0  частинні розв’язки записуються у вигляді 
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Тоді загальний розв’язок системи (2.1) рівний )()()( 332211 tCtCtCX  , де 1C , 
2C , 3C  – довільні сталі. Підклавши в останню формулу знайдену ФСЧР, отримаємо 

шукану вектор-функцію. 
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Відповідь. 
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Приклад 2.2. Методом Ейлера побудувати загальний розв’язок лінійної однорідної 
системи диференціальних рівнянь: 
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A .                                            (2.3) 

Розв’язання. Згідно з алгоритмом методу Ейлера спочатку знаходимо власні значення 
матриці А як корені характеристичного рівняння 
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 EA . 

Звідси 21  , i223,2  . 
Для власного значення 21   – однократного кореня характеристичного рівняння – 
знаходимо власний вектор 0),,col( 1312111


 hhhh , елементи якого визначаються з 

рівності 0)( 11


 hEA , тобто 
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Одним із нетривіальних розв’язків є, наприклад, 011 h , 112 h , 113 h . Отже, за 
власний вектор можна взяти )1,1,0col(1 h . Тоді згідно з правилами методу Ейлера 
для побудови фундаментальної системи частинних розв’язків ЛОСДР власному 
значенню 21   відповідає частинний розв’язок 
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






 . 

Щоб знайти дійсні частинні розв’язки, що відповідають комплексно спряженим 
кореням характеристичного рівняння i223,2  , знайдемо власний вектор 

0),,col( 321


  для одного з цих власних значень, наприклад, для i222  . 

Комплекснозначні елементи цього вектора визначаються з рівності 0)( 2


 EA , 
тобто 




























































0
0
0

203
021
112

3

2

1

i
i

i
. 
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Одним із нетривіальних розв’язків є, наприклад, i21  , 12  , 33  . Отже, за 
власний вектор можна взяти )3,1,2col(  i . Тоді згідно з правилами методу 
Ейлера для побудови фундаментальної системи частинних розв’язків ЛОСДР парі 
комплексно спряжених власних значень i223,2   відповідають дійсні частинні 
розв’язки, що отримуються як дійсна і уявна частини комплексної вектор-функції 

)2sin2(cose
3
1

2
e

3
1

2
e)( 2)22(2 tit

ii
t ttit 





































  . 

Отже, маємо: 





















 

t
t
t

tt t

2cos3
2cos
2sin2

e)(Re)( 2
2 ,  


















 

t
t
t

tt t

2sin3
2sin
2cos2

e)(Im)( 2
3 . 

Тоді загальний розв’язок системи (2.3) рівний )()()( 332211 tCtCtCX  , де 1C , 
2C , 3C  – довільні сталі. Підклавши в останню формулу знайдену ФСЧР, отримаємо 

шукану вектор-функцію. 

Відповідь. 




















 

tCtCC
tCtCC
tCtC

X t

2sin32cos3
2sin2cos
2cos22sin2

e

321

321

32
2 . 

 
Приклад 2.3. Застосувати метод Ейлера для знаходження загального розв’язку 
системи (1.7), розглянутої в Прикладі 1.2. 
Розв’язання. Система (1.7) задається матрицею 






















211
121
114

A  

Знайдемо власні значення матриці А як корені характеристичного рівняння 

0)3)(2(
211

121
114

)det( 2 





 EA . 

Звідси 21  , 33,2  . 
Для власного значення 21   – однократного кореня характеристичного рівняння – 
знаходимо власний вектор 0),,col( 1312111


 hhhh , елементи якого визначаються з 

рівності 0)( 11


 hEA , тобто 






















































0
0
0

011
101
112

13

12

11

h
h
h

. 
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Одержана алгебраїчна система має безліч нетривіальних розв’язків, одним із яких є, 
наприклад, 1131211  hhh . Отже, за власний вектор можна взяти )1,1,1col(1 h . 
Тоді власному значенню 21   відповідає частинний розв’язок 

ttht 2
11 e

1
1
1

e)( 1
















  . 

Власне значення 3  є коренем кратності 2m  характеристичного рівняння. 
Кратність цього власного значення, тобто кількість відповідних йому лінійно 
незалежних власних векторів, рівна )rang( EAns  . У нашому випадку 

213
111
111
111

rang3 




















s . 

Отже, для побудови 2m  лінійно незалежних частинних розв’язків системи (1.7), що 
відповідають власному значенню 3 , треба визначити 2s  лінійно незалежні 
власні вектори 2h , 3h  вигляду 0),,col( 321


  із рівності 0)(


 EA . Маємо: 





























































































1
0
1

,
0
1
1

0
0
0

111
111
111

32

3

2

1

hh . 

Згідно з правилами методу Ейлера для кратних коренів характеристичного рівняння у 
цьому випадку відповідні до 3  частинні розв’язки записуються у вигляді 

ttht 3
22 e

0
1
1

e)(















  ,  ttht 3

33 e
1
0
1

e)(















  . 

Тоді загальний розв’язок системи (1.7) )()()(),,col( 332211 tCtCtCzyx  , де 

1C , 2C , 3C  – довільні сталі. Підклавши в останню формулу знайдену ФСЧР, дістанемо 
шукану вектор-функцію. Результат із точністю до позначень довільних сталих цілком 
узгоджується з формулами (1.12), отриманими із застосуванням методу інтегровних 
комбінацій. 

Відповідь. 





































tt

tt

tt

CC
CC

CCC

z
y
x

3
3

2
1

3
2

2
1

3
32

2
1

ee
ee

e)(e
. 

 
3. Лінійні неоднорідні системи диференціальних рівнянь. 

Метод варіації сталих (метод Лаґранжа) 
 
Метод Лаґранжа (варіації сталих) є універсальним методом інтегрування лінійних 
неоднорідних диференціальних рівнянь та їх систем. Суть цього методу у випадку 
систем диференціальних рівнянь (СДР) полягає в наступному. 
Нехай відомий загальний розв’язок лінійної однорідної СДР n-го порядку AXX   
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



n

i
iiз.о. tCtX

1
)()( ,                                                    (3.1) 

де 1C , ..., nC  – довільні сталі, )}(...,),({ 1 tt n  – фундаментальна система частинних 
розв’язків (ФСЧР) однорідної СДР. Тоді загальний розв’язок лінійної неоднорідної 
СДР )(tFAXX   можна шукати у вигляді 





n

i
ii ttCtX

1
)()()( ,                                                  (3.2) 

де коефіцієнти )(tCi , ni ,1  знаходяться з системи Лаґранжа 

)()()(
1

tFttC
n

i
ii 



                                                    (3.3) 

шляхом розв’язування алгебраїчної системи (3.3) і подальшого n-кратного 
інтегрування. 
 
Приклад 3.1. Методом варіації сталих розв’язати лінійну неоднорідну СДР 











.csce2

,sece2
2

2

tyxy

tyxx
t

t




                                                (3.4) 

Розв’язання. Знайдемо спочатку загальний розв’язок (3.1) відповідної однорідної СДР 








.2
,2

yxy
yxx




                                                         (3.5) 

Ця система задається матрицею 






 


21
12

A . Власні значення цієї матриці є коренями 

характеристичного рівняння 

054
21

12
)det( 2 




 EA . 

Звідси i 22,1 . 
Щоб знайти ФСЧР системи (3.5), що відповідає знайденим комплексно спряженим 
власним значенням, визначимо власний вектор 0),col( 21


  для одного з цих 

власних значень, наприклад, для i 21 . Комплекснозначні елементи цього вектора 
визначаються з рівності 0)( 1


 EA , тобто 
































0
0

1
1

2

1

i
i

. 

Одним із нетривіальних розв’язків є, наприклад, i1 , 12  . Отже, за власний вектор 
можна взяти )1,col(i . Тоді згідно з правилами методу Ейлера для побудови ФСЧР 
парі комплексно спряжених власних значень i 22,1  відповідають дійсні частинні 
розв’язки, що отримуються як дійсна і уявна частини комплексної вектор-функції 

)sin(cose
1

e
1

e)( 2)2(1 tit
ii

t ttit 
















  . 

Отже, маємо: 
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









t
t

tt t

cos
sin

e)(Re)( 2
1 ,  










t
t

tt t

sin
cos

e)(Im)( 2
2 . 

Тоді загальний розв’язок однорідної системи (3.5) )()(),col( 2211 tCtCyx з.о.  , де 

1C , 2C  – довільні сталі. 
Згідно з алгоритмом методу варіації сталих загальний розв’язок неоднорідної системи 
(3.4) будемо шукати у вигляді (3.2), тобто у нашому випадку 





















]sin)(cos)([e
]cos)(sin)([e)()()()(

21
2

21
2

2211 ttCttC
ttCttCttCttC

y
x

t

t
.                (3.6) 

Для визначення невідомих коефіцієнтів )(1 tC , )(2 tC  складаємо систему Лаґранжа 
(3.3): 








,csce]sin)(cos)([e
,sece]cos)(sin)([e

2
21

2

2
21

2

tttCttC
tttCttC

tt

tt




 

або після спрощення 












.sinsin)(cos)(
,coscos)(sin)(

1
21

1
21

tttCttC
tttCttC




                                       (3.7) 

Визначник системи (3.7) 1
sincos
cossin





tt
tt

. Тоді за методом Крамера 

ttt
tt
tttC 2ctg2ctgtg

sinsin
coscos)( 1

1
1

1 



 


 , 

2
sincos
cossin)( 1

1
2

2 






 



tt
tttC . 

Звідси шляхом двократного інтегрування отримуємо: 
  11 |2sin|ln2ctg2)( cttdttC ,    22 22)( ctdttC , 

де 1c , 2c  – довільні сталі. Підставивши знайдені коефіцієнти у (3.6), дістанемо 
шуканий загальний розв’язок неоднорідної системи (3.4). 

Відповідь. 


















tcttct
tcttct

y
x t

sin)2(cos)|2sin|(ln
cos)2(sin)|2sin|(ln

e
21

212 . 

 
Приклад 3.2. Із застосуванням методу Лаґранжа розв’язати задачу Коші для лінійної 
неоднорідної системи диференціальних рівнянь 












1e
234

,23

tyxy

yxx





                                                    (3.8) 

за початкових умов 
,0)0( x  4ln)0( y .                                                   (3.9) 

Розв’язання. Знайдемо спочатку загальний розв’язок (3.1) відповідної однорідної СДР 








.34
,23

yxy
yxx




                                                        (3.10) 
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Ця система задається матрицею 











34
23

A . Власні значення цієї матриці є коренями 

характеристичного рівняння 

01
34

23
)det( 2 




 EA . 

Звідси 11  , 12  . 
Щоб знайти ФСЧР системи (3.5), що відповідає знайденим дійсним однократним 
кореням характеристичного рівняння, визначимо власні вектори 0),col( 12111


 hhh  

та 0),col( 22212


 hhh , елементи яких визначаються з рівностей 0)( 11


 hEA , 

0)( 22


 hEA , тобто 






























0
0

24
24

12

11

h
h

,  




























0
0

44
22

22

21

h
h

. 

Нетривіальними розв’язками наведених систем, є, наприклад, 111 h , 212 h ; 
12221  hh . Отже, за власні вектори можна взяти )2,1col(1 h , )1,1col(2 h . Тоді 

згідно з правилами методу Ейлера відповідна до власних значень 11  , 12   ФСЧР 
системи (3.10) має вигляд 

ttht 








 e

2
1

e)( 1
11 ,  ttht e

1
1

e)( 2
22 








  . 

Тоді загальний розв’язок однорідної системи (3.10) )()(),col( 2211 tCtCyx з.о.  , де 

1C , 2C  – довільні сталі. 
Згідно з алгоритмом методу варіації сталих загальний розв’язок неоднорідної системи 
(3.8) будемо шукати у вигляді (3.2), тобто у нашому випадку 

























tt

tt

tCtC
tCtCttCttC

y
x

e)(e)(2
e)(e)()()()()(

21

21
2211 .                     (3.11) 

Для визначення невідомих коефіцієнтів )(1 tC , )(2 tC  складаємо систему Лаґранжа 
(3.3): 


















.
1e

2e)(e)(2

,0e)(e)(

21

21

t
tt

tt

tCtC

tCtC





                                         (3.12) 

Віднявши від другого рівняння алгебраїчної системи (3.12) перше і поділивши на te , 
маємо: 

111 )1ln(e2)(
1e

e2)( ctCtC t
t

t



 . 

Тоді з першого рівняння (3.12), підставивши відоме значення )(1 tC , дістанемо 

22

2

2 )]e1ln(e1[2)(
e1

e2
1e

e2)( ctCtC tt
t

t

t

t






 




  

( 1c , 2c  – довільні сталі). Підставивши знайдені коефіцієнти у (3.11), дістанемо 
загальний розв’язок неоднорідної системи (3.8). Випишемо його покомпонентно: 
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].)e1ln(2e22[e])1ln(e2[e2

],)e1ln(2e22[e])1ln(e2[e

21

21

ccy

ccx
ttttt

ttttt








                 (3.13) 

Виділимо з (3.13) частинний розв’язок, що справджує початкові умови (3.9). 
Підставивши функції (3.13) у (3.9), маємо: 

.4ln422ln2)0(
,04)0(

21

21




ccy
ccx

 

Звідси 01 c , 42 c . Підклавши ці значення в (3.13), одержимо шуканий розв’язок 
задачі Коші (3.8)-(3.9). 

Відповідь. .
)]e1ln(1[ee2)1ln(ee4
)]e1ln(1[ee2)1ln(ee2
























ttttt

ttttt

y
x

 

 
4. Лінійні неоднорідні системи диференціальних рівнянь 

зі сталими коефіцієнтами. Метод невизначених коефіцієнтів 
 

Метод невизначених коефіцієнтів дозволяє знаходити загальний розв’язок лінійної 
неоднорідної системи диференціальних рівнянь (ЛНСДР) зі сталими коефіцієнтами n-
го порядку 

)(tFAXX                                                        (4.1) 
без інтегрування у випадку, якщо вільний член )(tF  має вигляд векторного 
квазіполінома, тобто 

]sin)(cos)([e)(
21

ttQttPtF kk
t   ,                                   (4.2) 

де R,   – деякі сталі, а )(
1

tPk , )(
2

tQk  – вектор-функції, елементами яких є поліноми 
степенів, що не перевищують значення 1k  та 2k  відповідно. 
Тоді загальний розв’язок системи (4.1) можна шукати у вигляді 

)()()( .. tXtXtX нчз.о.  ,                                               (4.3) 
де )(tX з.о.  загальний розв’язок відповідної до (4.1) однорідної системи AXX  , а 

)(.. tX нч  частинний розв’язок неоднорідної системи (4.1), який знаходиться у вигляді 
]sin)(cos)([e)( ttQttPtX mkmk

t
ч.н.  

 ,                               (4.4) 
де },max{ 21 kkk  , а т – кратність кореня характеристичного рівняння  i  
[контрольного числа для квазіполінома (4.2)]. Поліноми у вектор-функції (4.4) 
записуємо з невизначеними коефіцієнтами, значення яких вираховуються шляхом 
безпосередньої підстановки (4.4) у неоднорідну систему (4.1). 
 
Приклад 4.1. Побудувати загальний розв’язок ЛНСДР методом невизначених 
коефіцієнтів (числових значень коефіцієнтів не знаходити): 
















.7e3sin6

,e543

,9cos24

2

2

tttzxz

ttzyxy

tyxx

t

t







                                        (4.5) 

Розв’язання. Усі доданки вільних членів у рівняннях системи (4.5) мають вигляд 
квазіполіномів, тому для її розв’язання застосовний метод невизначених коефіцієнтів. 
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Отже, будемо шукати загальний розв’язок системи (4.5) у вигляді (4.3), і знайдемо 
спочатку )(tX з.о.  методом Ейлера із відповідної однорідної системи 














,
,3

,4

zxz
zyxy

yxx







                                                       (4.6) 

яка задається матрицею 




















101
113

014
A . Її власні значення є коренями 

характеристичного рівняння 

0)2(
101

113
014

)det( 3 





 EA . 

Звідси 23,2,1  . 
Отже, власне значення 2  є коренем кратності 3m  характеристичного рівняння. 
Кратність цього власного значення, тобто кількість відповідних йому лінійно 
незалежних власних векторів, рівна )rang( EAns  . У нашому випадку 

123
101
113

012
rang3 





















s . 

Отже, для побудови 3m  лінійно незалежних частинних розв’язків системи (4.6), що 
відповідають власному значенню 2 , треба визначити 1s  власний вектор 

0),,col( 1312111


 hhhh  із рівності 0)( 1


 hEA , а також ланцюжок із 
213  sm  приєднаних до нього векторів ),,col( 2322212 hhhh  , 

),,col( 3332313 hhhh   із рівностей 12)( hhEA  , 23)( hhEA  . Маємо: 








































































1
2
1

0
0
0

101
113

012

1

13

12

11

h
h
h
h

, 










































































1
1

0

1
2
1

101
113

012

2

23

22

21

h
h
h
h

, 










































































1
0
0

1
1

0

101
113

012

3

33

32

31

h
h
h
h

. 

Згідно з правилами методу Ейлера для кратних коренів характеристичного рівняння 
відповідні до 2  частинні розв’язки записуються у вигляді 
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ttht 2
11 e

1
2
1

e)(















  ,  tt ththt 2

212 e
1
1

0

1
2
1

e)()(


















































  , 

tt tthththt 2
2

32

2

13 e
1
0
0

1
1

0

2
1
2
1

e
2

)(












































































  . 

Тоді загальний розв’язок системи (4.6) )()()(),,col( 332211 tctctczyx  , де 1c , 

2c , 3c  – довільні сталі, тобто 







































)15,0()1(
)()12(2

5,0
e

2
321

2
321

2
321

2

ttctcc
ttctcc

tctcc

z
y
x

t

з.о.

.                             (4.7) 

Побудуємо тепер частинний розв’язок )(.. tX нч  неоднорідної системи (4.5). Оскільки 
вільні члени рівнянь цієї системи містять доданки, яким відповідають різні контрольні 
числа – у цьому можна переконатися, порівнюючи кожен доданок із загальним 
виглядом (4.2), – то )(.. tX нч  буде сумою частинних розв’язків, побудованих за 
формулою (4.4) для кожного з квазіполіномів, утвореного з доданків, яким відповідає 
однакове контрольне число. Таких квазіполіномів отримуємо чотири: 




















tt

t
tF

sin6
0

cos2
)(1 ,  






















t
ttF
7

4
9

)( 2
2 ,  
















 

0
e5

0
)(3

tttF ,  

















t
tF

2
4

e3
0
0

)( . 

Визначимо вигляд частинного розв’язку для кожного з цих квазіполіномів. 
1. Для вектор-функції )(1 tF  маємо: 0  (числовий коефіцієнт у степені експоненти), 

1  (числовий коефіцієнт в аргументі косинуса чи синуса), тоді контрольне число 
ii  . Це число не є коренем характеристичного рівняння (маємо 

нерезонансний випадок), тому 0m . Останнє необхідне для застосування формули 
(4.4) число 1k  (коефіцієнт при синусі є поліномом першого степеня – вищого за 
коефіцієнт при косинусі). Підставивши визначені  ,  , m і k в формулу (4.4), 
одержимо загальний вигляд першої складової частинного розв’язку 

ttQttPtX ч.н. sin)(cos)()( 111  , 
тобто з невизначеними коефіцієнтами 

t
DtC
DtC
DtC

t
BtA
BtA
BtA

z
y
x

ч.н.

sincos

33

22

11

33

22

11

1

























































.                             (4.8) 

2. Для вектор-функції )(2 tF  маємо: 0 , 0 , тоді контрольне число 0 i . 
Це число також не є коренем характеристичного рівняння, тому 0m . Порівнюючи 
степені поліномів, знаходимо 2k  (найвищий степінь). Підставивши визначені  , 
 , m і k в формулу (4.4), одержимо загальний вигляд другої складової частинного 
розв’язку 

)()( 22 tPtX ч.н.  , 
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тобто з невизначеними коефіцієнтами 






































33
2

3

22
2

2

11
2

1

2 GtFtE
GtFtE
GtFtE

z
y
x

ч.н.

.                                         (4.9) 

3. Для вектор-функції )(3 tF  маємо: 1 , 0 , і контрольне число 1 i . 
Це число знову не є коренем характеристичного рівняння, тому 0m . Також 
очевидно 1k . Підставивши визначені  ,  , m і k в формулу (4.4), одержимо 
загальний вигляд третьої складової частинного розв’язку 

t
ч.н. tPtX  e)()( 13 , 

тобто з невизначеними коефіцієнтами 

t

ч.н. ItH
ItH
ItH

z
y
x






































e

33

22

11

3

.                                         (4.10) 

4. Нарешті, для вектор-функції )(4 tF  маємо: 2 , 0 , і контрольне число 
2 i . Це число є трикратним коренем характеристичного рівняння, тому 

3m  (резонансний випадок). Числовий коефіцієнт при експоненті є поліномом 
нульового степеня, тому 0k . Підставивши визначені  ,  , m і k в формулу (4.4), 
одержимо загальний вигляд четвертої й останньої складової частинного розв’язку 

t
ч.н. tPtX 2

34 e)()(  , 
тобто з невизначеними коефіцієнтами 

t

ч.н. MtLtKtJ
MtLtKtJ
MtLtKtJ

z
y
x

2

33
2

3
3

3

22
2

2
3

2

11
2

1
3

1

4

e




































.                                (4.11) 

Шуканий частинний розв’язок )(.. tX нч  буде сумою чотирьох його складових (4.8), 
(4.9), (4.10) і (4.11). Позначені літерами коефіцієнти теоретично можна знайти 
безпосередньою підстановкою )(.. tX нч  у систему (4.5), однак у завданні знаходження 
їх числових значень не вимагається. 
Згідно з формулою (4.3) загальний розв’язок неоднорідної системи (4.5) рівний сумі 
побудованого частинного розв’язку )(.. tX нч  і загального розв’язку (4.7) відповідної 
однорідної системи. 

Відповідь. 






































)15,0()1(
)()12(2

5,0
e

2
321

2
321

2
321

2

ttctcc
ttctcc

tctcc

z
y
x

t + t
DtC
DtC
DtC

t
BtA
BtA
BtA

sincos

33

22

11

33

22

11










































+ 

+




















33
2

3

22
2

2

11
2

1

GtFtE
GtFtE
GtFtE

+ t

ItH
ItH
ItH






















e

33

22

11

+ t

MtLtKtJ
MtLtKtJ
MtLtKtJ

2

33
2

3
3

3

22
2

2
3

2

11
2

1
3

1

e




















. 
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Приклад 4.2. Із застосуванням методу невизначених коефіцієнтів розв’язати задачу 
Коші для лінійної неоднорідної системи диференціальних рівнянь 










t

t

yxy

yxx
4e32

,e22




                                                    (4.12) 

за початкових умов 
,0)0( x  4)0( y .                                                   (4.13) 

Розв’язання. Усі доданки вільних членів у рівняннях системи (4.12) мають вигляд 
квазіполіномів, тому для її розв’язання застосовний метод невизначених коефіцієнтів. 
Отже, будемо шукати загальний розв’язок системи (4.12) у вигляді (4.3), і знайдемо 
спочатку )(tX з.о.  методом Ейлера із відповідної однорідної системи 








.2
,2

yxy
yxx




                                                        (4.14) 

Ця система задається матрицею 









21
12

A . Власні значення цієї матриці є коренями 

характеристичного рівняння 

034
21

12
)det( 2 




 EA . 

Звідси 11  , 32  . 
Щоб знайти ФСЧР системи (4.14), що відповідає знайденим дійсним однократним 
кореням характеристичного рівняння, визначимо власні вектори 0),col( 12111


 hhh  

та 0),col( 22212


 hhh , елементи яких визначаються з рівностей 0)( 11


 hEA , 

0)( 22


 hEA , тобто 



























0
0

11
11

12

11

h
h

,  




























0
0

11
11

22

21

h
h

. 

Нетривіальними розв’язками наведених систем, є, наприклад, 111 h , 112 h ; 
12221  hh . Отже, за власні вектори можна взяти )1,1col(1 h , )1,1col(2 h . Тоді 

згідно з правилами методу Ейлера відповідна до власних значень 11  , 32   ФСЧР 
системи (4.14) має вигляд 

ttht e
1

1
e)( 1

11 









  ,  ttht 3
22 e

1
1

e)( 2








  . 

Тоді загальний розв’язок однорідної системи (4.14) )()(),col( 2211 tCtCyx з.о.  , де 

1C , 2C  – довільні сталі. 
Побудову частинного розв’язку )(.. tX нч  неоднорідної системи (4.12) розпочнемо з 
визначення кількості його складових. Для цього виділимо з вільного члена 
квазіполіноми, що відповідають різним контрольним числам. Таких квазіполіномів 
отримуємо два: 











0
e2)(1

t
tF ,  










 ttF 42 e3
0

)( . 

Знайдемо вигляд частинного розв’язку для кожного з цих квазіполіномів. 
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1. Для вектор-функції )(1 tF  маємо: 1 , 0 , тоді контрольне число 1 i . 
Це число є однократним коренем характеристичного рівняння тому 1m . 
Числовий коефіцієнт при експоненті є поліномом нульового степеня, тому 0k . 
Підставивши визначені  ,  , m і k в формулу (4.4), одержимо загальний вигляд 
першої складової частинного розв’язку 

t
ч.н. tPtX e)()( 11  , 

тобто з невизначеними коефіцієнтами 
t

ч.н. BtA
BtA

y
x

e
22

11

1



















 .                                            (4.15) 

2. Для вектор-функції )(2 tF  маємо: 4 , 0 , і контрольне число 4 i . Це 
число не є коренем характеристичного рівняння, тому 0m . Числовий коефіцієнт 
при експоненті є поліномом нульового степеня, тому 0k . Підставивши визначені 
 ,  , m і k в формулу (4.4), одержимо загальний вигляд другої складової 
частинного розв’язку 

t
ч.н. tPtX 4

02 e)()(  , 
тобто з невизначеними коефіцієнтами 

t

ч.н. D
D

y
x 4

2

1

2
e
















 .                                                (4.16) 

Частинний розв’язок буде сумою двох його складових (4.15) і (4.16). Випишемо його 
покомпонентно: 

.ee)(

,ee)(
4

222..

4
111..

tt
нч

tt
нч

DBtAy

DBtAx




                                        (4.17) 

Числові значення невизначених коефіцієнтів знаходимо підстановкою (4.17) у 
неоднорідну систему (4.12). Маємо: 

.e3e2e)(2ee)(e4e)(

,e2ee)(e2e)(2e4e)(
44

222
4

111
4

2222

4
222

4
111

4
1111

ttttttt

ttttttt

DBtADBtADABtA

DBtADBtADABtA




 

Щоб останні рівності виконувалися для довільних t, коефіцієнти при однакових 
функціях зліва і справа повинні співпадати. Отже, 








;2
,2

:e
212

211

AAA
AAA

t t   






;2

,22
:e

2122

2111

BBAB
BBABt   








.324
,24

:e
212

2114

DDD
DDDt  

Наведені рівності справджуються, наприклад, для наступного набору числових 
значень: 11 A , 1122  DBA , 01 B , 22 D . Підклавши ці значення у (4.17), 
одержимо остаточний вигляд частинного розв’язку 

.e2e)1(

,ee
4

..

4
..

tt
нч

tt
нч

ty

tx




                                        (4.17) 

Додавши до (4.17) покомпонентно загальний розв’язок )()(),col( 2211 tCtCyx з.о.   
однорідної системи (4.14), одержимо загальний розв’язок ЛНСДР (4.12): 

.e2e)1(ee

,eeee
43

21

43
21

tttt

tttt

tCCy

tCCx




                                 (4.18) 
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Виділимо з (4.18) частинний розв’язок, що справджує початкові умови (4.13). 
Підставивши функції (4.18) у (4.13), маємо: 

.43)0(
,01)0(

21

21




ССy
ССx

 

Звідси 31 C , 42 C . Підклавши ці значення в (4.18), одержимо шуканий розв’язок 
задачі Коші (4.12)-(4.13). 

Відповідь. .
e2e4)2(e

ee4)3(e
43

43





















ttt

ttt

t
t

y
x

 

 
5. Експонента матриці 

 
Приклад 5.1. Знайти експоненту матриці 








 


13
31

A . 

Розв’язання. Згідно з властивостями експоненти матриці, матрицю Ae  можна знайти, 
побудувавши матрицант AttX e)(   – фундаментальну матрицю лінійної однорідної 
системи диференціальних рівнянь AXX  , для якої справджується початкова умова 

EX )0(  (одинична матриця). Якщо відомий матрицант AttX e)(  , то тоді експонента 
матриці А рівна )1(e XA  . 
Для знаходження матрицанта користуються співвідношеннями 

JAHH 1 ,                                                          (5.1) 
1ee)(  HHtX JtAt ,                                                (5.2) 

де Н – матриця, сформована з усіх власних і приєднаних векторів, що відповідають 
різним власним значенням матриці А (у випадку комплексно спряжених власних 
значень беруться дійсна і уявна частини комплексно спряжених власних векторів), J – 
канонічна жорданова форма матриці А, а Jte  – експонента матриці Jt. 
Для застосування формул (5.1), (5.2) спочатку знайдемо власні значення матриці А як 
корені характеристичного рівняння 

0102
13

31
)det( 2 




 EA . 

Звідси i312,1  . 
Щоб сформувати матрицю перетворення (5.1) Н, знайдемо для одного з комплексно 
спряжених власних значень, наприклад, i311  , відповідний власний вектор 

0),col( 21


 , елементи якого визначаються з рівності 0)( 1


 EA , тобто 
































0
0

33
33

2

1

i
i

. 

Одним із нетривіальних розв’язків є, наприклад, i1 , 12  . Отже, за власний вектор 
можна взяти )1,col(i . За стовпці матриці Н візьмемо вектори )1,0col(Re1 h , 

)0,1col(Im2 h . Тоді 
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
















 

01
10

01
10 1 HHH . 

Згідно з правилами формування жорданових клітин парі комплексно спряжених 
власних значень i312,1   відповідає один двовимірний жордановий блок 












13
31

J .                                                       (5.3) 

Для перевірки правильності обчислень на цьому етапі скористаємося рівністю (5.2): 

JAHH 
























 










13
31

01
10

13
31

01
101 , 

тобто рівність справді виконується. 
Згідно з правилами запису експоненти матриці Jt за відомою жордановою формою 
(5.3) отримуємо: 













tt
tt

tt

tt
Jt

3cose3sine
3sine3cosee . 

Тепер можемо знайти шуканий матрицант із рівності (5.2): 








 



























 

tt
tt

tt
ttHHtX tt

tt

tt

tt
JtAt

3cose3sine
3sine3cose

01
10

3cose3sine
3sine3cose

01
10

ee)( 1 . 

Зауважимо, що для отриманої матриці очевидно справджується початкова умова 
EX )0( , яка повинна виконуватися за означенням матрицанта. 

Тоді експонента матриці А )1(e XA  . 

Відповідь. 






 


3cos3sin
3sin3cos

eeA . 

 
Приклад 5.2. Знайти експоненту матриці 






















322
101
110

A . 

Розв’язання. Будемо шукати експоненту за алгоритмом, викладеним у Прикладі 5.1. 
Спочатку знайдемо власні значення матриці А як корені характеристичного рівняння 

0)1(
322

11
11

)det( 3 





 EA . 

Звідси 13,2,1  . 
Отже, власне значення 1  є коренем кратності 3m  характеристичного рівняння. 
Кратність цього власного значення, тобто кількість відповідних йому лінійно 
незалежних власних векторів, рівна )rang( EAns  . У нашому випадку 

213
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111

rang3 













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



s . 
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Отже, щоб сформувати матрицю перетворення (5.1) Н, треба для власного значення 
1  визначити 2s  лінійно незалежних власних векторів 0),,col( 1312111


 hhhh ,  

0),,col( 2322212


 hhhh  із рівностей 0)( 1


 hEA , 0)( 2


 hEA , а також 
123  sm  приєднаний до одного з них, наприклад, до 2h , вектор 

),,col( 3332313 hhhh   із рівності 23)( hhEA  . Маємо: 
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Система рівнянь для елементів вектора 3h  має розв’язок, якщо )2,,col(2 kkkh  , де k 
– будь-яке дійсне число, не рівне нулю. Зауважимо, що за 0k  вектор 2h  очевидно 
буде лінійно незалежним відносно вибраного вектора 1h . Покладемо 1k , тоді 

)2,1,1col(2 h , а за приєднаний вектор можна взяти )0,0,1col(3 h . 
Тепер можемо сформувати матрицю Н, стовпцями якої будуть знайдені вектори, і 
побудувати обернену до неї матрицю 1H : 
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Оскільки власному значенню 1  відповідають два лінійно незалежні власні 
вектори, то для кожного з них формується окрема жорданова клітина, причому 
вектору 1h  відповідатиме одновимірний блок )1()(1 J , а вектору 2h  – двовимірний 

блок 












10
11

)(2J  (одиниця у правому верхньому куті позначає приєднаний 

вектор). Тому канонічна жорданова форма матриці А має вигляд 
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J .                                                   (5.4) 

Для перевірки правильності обчислень на цьому етапі скористаємося рівністю (5.2): 
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тобто рівність справді виконується. 
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Згідно з правилами запису експоненти матриці Jt за відомою жордановою формою 
(5.4) отримуємо: 
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Тепер можемо знайти шуканий матрицант із рівності (5.2): 
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Зауважимо, що для отриманої матриці очевидно справджується початкова умова 
EX )0( , яка повинна виконуватися за означенням матрицанта. 

Тоді експонента матриці А )1(e XA  . 

Відповідь. 
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