Тема 4. Кристалографічні символи.

4.1. Теоретична частина.

4.1.1. Закон раціональних співвідношень параметрів.


Для позначення взаємного розміщення граней і ребер кристалу в просторі, а також відносно координатного реперу, користуються спеціальною кристалографічною символікою. Вона застосовується після відкриття у 
1819 році Рене Жюстом Аюї закону цілих чисел або раціональних співвідношень параметрів: подвійні співвідношення параметрів двох граней становлять цілі та порівняно невеликі числа.


На рис.4.1 показано координаційний репер будь-якого кристалу, побудований на трьох вузлових рядах просторової гратки, що позначено як координатні вісі І, ІІ і ІІІ, тобто як X, Y і Z. Кожна з них поділена вузлами на відповідні проміжки рядів, що дорівнюють ОА1, ОВ1 і ОС1. Якщо будь-яку грань кристалу, як двовимірну площину, продовжити до перетину з координатними осями репера, отримаємо між ними відповідну її частину у вигляді трикутника. На рисунку 1 показано отримані таким чином дві грані А1В1С1 і А2В2С2 між трьома позитивними кінцями координатного реперу. Відрізки, які відтинає грань на координатних осях, називаються параметрами грані. Мінімальні параметри вздовж координатних осей X, Y і Z звичайно позначаються як а0, b0, c0. Вони відповідають періодам просторової гратки або параметрам елементарної комірки, що разом з координатними кутами репера – геометричними константами речовини. В данному випадку вони дорівнюють параметрам грані ОА1=а0, ОВ1=b0 і ОС1=с0, яку будемо рахувати мірильною, тобто її параметри слугуватимуть одиницями виміру параметрів всіх інших граней, але підкреслимо – по відповідних координатних осях. Така грань (А1В1С1) називається одиничною, оскільки співвідношення її параметрів між собою завжди 1:1:1 безвідносно до їх лінійних розмірів.


Тепер візьмемо подвійні співвідношення параметрів двох позначених граней А1В1С1 та А2В2С2:


[image: image1.wmf]).
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Навіть якщо б параметри першої грані не дорівнювали одиницям, співвідношення параметрів двох граней завжди будуть представлені числами цілими, оскільки дроби можна звести до спільного знаменника і позбутися його. Ці числа p, q, r називаються параметрами Вейса (1818).


У 1839 р. Міллер запропонував скористатися оберненими співвідношеннями, що зручніше, тому що в числівниках дробів фігуруватимуть параметри одиничної грані, які завжди дорівнюватимуть одиницям. Тоді:
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Числа 3, 2 і 1 у їх співвідношенні називаються індексами символа грані А2В2С2 Міллера, який в загальному вигляді завжди позначається без знаків співвідношень і в круглих дужках як (hkl). Отже, символом грані називається сукупність трьох найменших чисел, обернено пропорційних її параметрам. Символом одиничної грані завжди буде (111). Індекси h, k і l символа послідовно відповідають її параметрам вздовж координат за їх порядком 
Х, Y і Z. Якщо грань відтинає параметр з від’ємного кінця координатної вісі, індекс матиме знак мінус, але розміщати його прийнято над індексом: 
[image: image3.wmf]l
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. Зрозуміло, якщо грань є паралельною до будь-якої координатної осі, тобто відтинає від неї нескінчено великий відрізок ∞, то відповідним індексом у символі буде 0, оскільки 1/∞ = 0. Таким чином грань, паралельна площині, наприклад ХY, індексується як (001), а паралельна координатній вісі Z – 
як (hk0).

4.1.2. Правила установки кристалів різних сингоній та приклади визначення символів граней деяких кристалічних багатогранників.

Вибір напрямків трьох вузлових рядів кристалу в якості координатних і його одиничної грані називається установкою кристалу. Очевидно, якщо кристал установлено, параметри Вейса будь-якої його грані завжди дають однозначне її положення в просторі даного координатного репера. При установці кристал розміщується таким чином, щоб позитивні кінці координатних осей були направлені: Z вертикально, Х – на спостерігача, 
а Y – зліва направо. В кристалах триклинної сингонії в якості координатних осей обираються три найбільш розвинені (в яких перетинається більшість граней) ребра, особливо стосовно Z, з координатними кутами, бажано наближеними до прямих. У моноклінних кристалах за вісь Y завжди обирається подвійна вісь симетрії або нормаль до площини симетрії, а за дві інші осі – максимально розвинені ребра таким чином, щоб кут моноклінності β був тупим, але по можливості ближче до 90º. У ромбічних кристалах за вісь Z завжди обирається подвійна вісь симетрії, а за осі Х і Y дві інші подвійні осі або нормалі до площин симетрії. Одинична грань в усіх низькосиметричних кристалах відтинає параметри різної довжини. В усіх середньосиметричних кристалах за вісь Z приймається вісь вищого порядку, а в якості осей Х та Y – горизонтальні взаємно перпендикулярні подвійні осі симетрії або нормалі до відповідних вертикальних площин симетрії. При їх відсутності (примітивний клас симетрії) за ці осі приймаються реальні або можливі взаємно перпендикулярні ребра, нормальні до осі четвертого порядку в тетрагональних кристалах, або такі ребра під кутом 120º, нормальні до осі третього порядку, в гексагональних і тригональних кристалах. В середньосиметричних кристалах параметри по горизонтальних кристалографічних осях а і b завжди рівні. Існує особлива установка тільки для тригональних кристалів, коли в якості трьох координатних осей обираються три реальних або можливих ребра, розміщених під рівними кутами як один до одного, так і по відношенню до потрійної осі симетрії. Одиничною гранню буде тоді горизонтальний пінакоїд або моноедр. Така установка називається ромбоедричною (рис.4.2). У кристалів кубічної сингонії в якості кристалографічних обираються три взаємно перпендикулярні осі четвертого (а при їх відсутності другого) порядку. Тригональні кристали у ромбоедричній установці і кубічні кристали мають всі три рівні параметри одиничних граней.


На рис.4.3 приведено позначення символів деяких граней куба.


Попарно паралельні їм грані будуть мати символи відповідно 
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. Одинична грань (111) розміщена нормально до потрійної вісі куба.

Грані простих форм символізують у фігурних дужках: {hkl} в 
загальному вигляді; {111} – символізує октаедр або тетраедр, {100} – гексаедр, {110} – ромбододекаедр тощо. При цьому в символі простої форми має бути мінімальна кількість від’ємних індексів. Як ми бачимо на гранях куба (рис.4.3), символи граней одної простої форми складено одними і тими ж індексами тільки в різній послідовності і з різними знаками.


Щоб усі грані простих форм тригональної і гексагональної сингонії мали однакові індекси, як і у всіх інших сингоніях, для них використовується чотирьох координатний кристалографічний репер: Х, Y, U, Z, де три перші осі розміщено в горизонтальній площині під кутом 120º, а остання є вертикальною (рис.4.4). Відповідна послідовність індексів у символі буде (hkil).

На рис.4.4 показано два способи (А і В) розміщення одиничних граней у гексагональних та тригональних кристалів.


У середньосиметричних кристалах з головною потрійною віссю симетрії одинична грань обирається:

1. Паралельно одній з горизонтальних координат (грань АА паралельна Y).

2. Перпендикулярно одній з них (грань ВВ перпендикурна U). 


Очевидно, внаслідок рівності параметрів грані АА по +Х і -U при паралельності її Y, символ грані буде 
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1

1

10

(

. У другому випадку внаслідок того, що параметри грані ВВ по +Х і +Y рівні між собою, але вдвічі перевищують параметр по -U (що очевидно з прямокутного трикутника з кутом 60º між +Х і -U), символ розраховується як 
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. Відповідні грані призм матимуть в якості індекса 1 нулі. Зауважимо, що, виходячи з геометрії розміщення трьох горизонтальних координатних напрямків, сума перших трьох індексів символа грані будь-якого гексагонального або тригонального кристалу завжди дорівнює нулеві: h+k+i=0 або h+k=-i.


На рис.4.5 показано гномостереограми проіндексованих кристалів у вигляді комбінацій гексагональної призми з пінакоїдом (а) і тригональної піраміди з моноедром (б). 


Слід запам’ятати, що як видно з рис.4.5 на гранях призми і пінакоїда, дві паралельні грані завжди мають однакові символи але із знакозмінними індексами.


На рис.4.6 приведено гномостеріографічні проекції і символи граней деяких кристалічних багатогранників.

4.1.3. Теорема косинусів.


Символи граней можна визначати за теоремою косинусів: символ грані дорівнює співвідношенням трьох направляючих косинусів нормалі 
до неї з відповідними координатними напрямками.


На рис.4.7 перпендикуляр ОР, опущений з початку координат на грань АВС, утворює кути ψ1, ψ2, ψ3 з координатними осями в прямокутниках ОРА, ОРВ і ОРС.
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Візьмемо їх співвідношення: 
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4.1.4. Символи ребер.

Ребра кристалу, як і будь-які напрямки, також підлягають індексуванню. Шлях визначення символу ребра показаний на рис.8. Для цього виконуємо наступне:

1. Переносимо ребро паралельно до самого себе так, щоб воно пройшло через початок координат (ребро кристалу АА займе положення А'А').

2. Виберемо будь-яку точку на ребрі в цьому положенні (точка К).

3. Визначимо координати цієї точки. Для цього опустимо з неї перпендикуляр на площину XY і отримаємо точку k, з якої проведемо в цій площині дві прямі, паралельні координатним осям ОХ і ОY до перетину з ними, отримавши точки a і b. Відрізки Oa, Ob і Oc (=Kk) і дадуть координати точки К.

4. Подвійні співвідношення отриманих координат з параметрами одиничної грані, тобто з лінійними константами гратки, і дадуть символ ребра:
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Рис.4.8. До виводу символу ребра:

АА║А'А';  Кс║А'k;  bk ║OX;  ak║OY;  Kk║Oc
Символи ребер пишуться в квадратних дужках без знаків співвідношень між індексами символу. На відміну від індексів символів граней індекси символів ребер не є зворотніми до числових параметрів, а дорівнюють їм. Символи всіх паралельних ребер однакові. Оскільки ребро можна розглядати в двох напрямках, то символом його при підрахунках може бути як [rst], так і 
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 характеризують одне і те ж саме ребро.


Припустимо, що треба визначити символ координатної осі ОХ. Зрозуміло, що будь-яка точка на цій координаті (наприклад, точка а) матиме координати х00, і символ такого напрямку отримаємо
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через те, що по відношенню до нулів будь-яке значення дробу можна прирівняти до одиниці. Очевидно, що символами координат Y і Z будуть 
[010] i [001].
4.1.5. Закон зон.


Зоною (або поясом) називається сукупність граней, що перетинаються в паралельних ребрах. Такі грані називаються таутозональними. Всі ці ребра “дивляться” в одному напрямку, який характеризується віссю зони. Вона має той же самий символ, що і символи цих ребер.


Кожна грань кристалу належить принаймні двом його зонам. Цей закон зон (поясів) має ґрунтовне значення при індексуванні граней, ребер і напрямків у кристалах.


Законом зон користуються, якщо треба встановити характерну ознаку символів граней одної зони. Так, для зони [111] можемо записати: h1+k1+l1=0. Звідси зрозуміло, що до цієї зони належать всі грані, сума символів яких дорівнює нулеві, наприклад: 
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 тощо. В такий же спосіб можна показати, що до зони [100] (перша кристалографічна вісь) належатимуть грані з першим нульовим індексом у символі, тому що h1+k0+l0=0, тобто h=0.


Вище ми бачили, що часто символ нормалі до грані (наприклад [001]) співпадає з символом цієї грані (001). Корисно запам’ятати, що це справедливо для:

· граней (010) і (010) моноклінних кристалів;

· граней базальних пінокоїдів (типу (100), (010), (001) тощо) ромбічних кристалів;

· всіх граней вертикальних зон [001] і базопінакоїдів (001) та (001) середньосиметричних кристалів;

· всіх граней кубічних кристалів.


Коли йдеться мова про розрахунки чотирьохіндексних символів граней і ребер тригональних і гексагональних кристалів, процес дещо ускладнюється. В цих випадках слід керуватися наступною формулою закону зон для грані (hkil) і ребра [rsmt]:

(h-i)r + (k-i)s + l·t = 0

Число в дужках називають субіндексами.


Так, при визначенні символу ребра за символами двох граней, а далі перехресним множенням визначають перший, другий і четвертий індекси ребра.


Наприклад, визначити символ ребра між гранями 
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1. Визначаємо субіндекси для першої і другої грані


1) 3-(-2)=5;
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2) (-1)-0=-1;
      1-0=1
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2. Перехресним множенням визначаємо символ ребра
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Аналогічним способом вирішується обернена задача: за символами осей двох зон визначити символ грані на їх перетині. Наприклад, [0001] i [0
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1. Визначаємо субіндекси
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2. Розрахунок
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4.1.6. Визначення символів граней і ребер за правилом 
перехресного множення. Правило Гольдшмідта.


Якщо дві грані (hkl) i (mnp) перетинаються у ребрі [rst], справедлива система двох рівнянь зі співвідношенням трьох невідомих:
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, рішенням якої у вигляді визначників буде:
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Співвідношення цих визначників дасть символ шуканого ребра:
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В постійній практиці для розкриття детермінантів користуються “методом перехресного множення” індексів. Двічі переписують символи двох граней, відтинають крайні лівий і правий стовпчики, виконують попарне перехресне множення індексів і беруть різницю отриманих добутків (див. вище).


Так, дві грані (100) і (001) перетинаються в ребрі, яке розраховується:

1  0 0 1 0  0

0  0 1 0 0  1



[ 0 1 0 ] = [0 1 0 ],
що очевидно, бо дві грані, паралельні площинам YZ і XY, природньо перетинаються в ребрі, паралельному осі Y.


Цілком аналогічним способом розраховується символ будь-якої грані кристалу за символами двох ребер, що її обмежують.


Згідно т.зв. комплікаційному правилу Гольдшмідта за символами двох граней можна визначити символ третьої, що симетрично зрізає ребро між 
ними (рис.4.9). 

Рис.4.9. Ілюстрація до правила комплікації


Якщо дві вертикальні грані (h1k1l1) i (h2k2l2) перетинаються в ребрі [rst], то грань (hkl) (нормальна до бісектриси кута між двома попередніми), матиме символ, індекси якого дорівнюють відповідним сумам їх індексів: h=h1+h2; k=k1+k2; l=l1+l2.

4.1.7. Питання для самопідготовки.

1. Закон раціональних відношень параметрів.

2. Поняття одиничної грані.

3. Правила установки кристалів різних сингоній.

4. Особливості установки тригональних та гексагональних кристалів. Положення одиничної грані відносно чотирьох координатних осей.

5. Закон зон.

6. Теорема косинусів.

7. Символи ребер.

8. Правила перехресного множення.

9. Правило Гольдштейна.

4.1.8. План проведення практичного заняття.

1. Фронтальне опитування по темі.

2. Вибір кристалографічних осей та одиничної грані для всіх сингоній.

3. Кожний студент отримує по три моделі кристалічних багатогранників, на яких повинен встановити: назву простої форми, сингонію, категорію; нанести на стереографічну проекцію елементи симетрії та записати вид симетрії; нанести на гномостеріографічну проекцію грані; вибрати кристалографічні осі; визначити параметри кожної грані; визначити символи кожної грані.

4. За даними символами двох граней визначити символ ребра, вздовж якого перетинаються ці ребра, і за символами двох ребер визначити символ грані, обмеженої цими ребрами (студентам надаються вихідні дані).
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