
Ìiíiñòåðñòâî îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè

Äåðæàâíèé âèùèé íàâ÷àëüíèé çàêëàä

”
Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò“

Iãîð Øàïî÷êà

ÊÓÐÑ ËÅÊÖIÉ Ç ÀËÃÅÁÐÈ
Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê

Óæãîðîä
Âèäàâíèöòâî ÓæÍÓ

”
Ãîâåðëà“

2013



ÓÄÊ 512.6
ÁÁÊ 22.14

Ø 242

Ðåöåíçåíòè:

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð À. Ï. Ïåòðàâ÷óê ;

êàíäèäàò ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, äîöåíò Î. À. Êèðèëþê

Øàïî÷êà I. Â. Êóðñ ëåêöié ç àëãåáðè. Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê. �
Óæãîðîä: Âèäàâíèöòâî ÓæÍÓ

”
Ãîâåðëà“, 2013. � 221 ñ. �

ISBN 978-966-2095-79-1.

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ êóðñ ëåêöié ç àëãåáðè, ùî ÷èòàâ-
ñÿ àâòîðîì ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Óæãîðîäñüêîãî íàöiîíàëüíî-
ãî óíiâåðñèòåòó. Â íüîìó ðîçãëÿäàþòüñÿ i âèâ÷àþòüñÿ íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi
òàêèõ ïîíÿòü ÿê ìíîæèíà, âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí, ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ïå-
ðåñòàíîâêà, ïiäñòàíîâêà, ìàòðèöÿ, äåòåðìiíàíò ìàòðèöi, n-âèìiðíèé âåêòîðíèé
ïðîñòið, êîìïëåêñíå ÷èñëî, ìíîãî÷ëåí ç îäíi¹þ òà äåêiëüêîìà çìiííèìè, êîðiíü
ìíîãî÷ëåíà ç îäíi¹þ çìiííîþ, ãðóïà, êiëüöå, ïîëå, ïîëå ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ.
Ïîñiáíèê ìiñòèòü òàêîæ çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ.

Äëÿ ñòóäåíòiâ âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ íàïðÿìó ïiäãîòîâêè 6.040201
”
ìà-

òåìàòèêà“.

Ðåêîìåíäîâàíî äî äðóêó Ðåäàêöiéíî-âèäàâíè÷îþ ðàäîþ ÄÂÍÇ

”
Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò“ (ïðîòîêîë �3 âiä 18 ëèñ-
òîïàäà 2013 ðîêó).

ISBN 978-966-2095-79-1 c⃝Øàïî÷êà I. Â., 2013



Çìiñò

Ïåðåäìîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

� 1. Ìíîæèíè. Âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí . . . . . . . . . . . . . . . . 5

� 2. Êîìïëåêñíi ÷èñëà. Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 15

� 3. Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ïiäíåñåííÿ
äî ñòåïåíÿ i äîáóâàííÿ êîðåíiâ ç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë . . . . . 25

� 4. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ìåòîä �àóññà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñè-
ñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

� 5. Ïåðåñòàíîâêè. Ïiäñòàíîâêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

� 6. Äåòåðìiíàíòè n-ãî ïîðÿäêó òà ¨õíi âëàñòèâîñòi . . . . . . . . 65

� 7. Ìiíîðè òà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ. Îá÷èñëåííÿ äåòåðìi-
íàíòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

� 8. Ïðàâèëî Êðàìåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

� 9. Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ . . . . . . . . . . . . . 90

� 10. n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ 106

� 11. Ðàíã ìàòðèöi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

� 12. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi . . . 131

� 13. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü . . . . . . . . . . . . . 138

� 14. Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

� 15. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ. Ïîäiëüíiñòü ó êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ . . . . 160

� 16. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

� 17. Íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

� 18. Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

� 19. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä êiëüêîõ íåâiäîìèõ. Ñèìåòðè÷íi ìíî-
ãî÷ëåíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

Ëiòåðàòóðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

Ïðåäìåòíèé ïîêàæ÷èê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218



4

Ïåðåäìîâà

Öåé ïîñiáíèê íàïèñàíèé íà äîïîìîãó ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷íîãî
ôàêóëüòåòó, ÿêi ïîâèííi âèâ÷èòè íàâ÷àëüíó äèñöèïëiíó

”
Àëãåáðà“,

ùî ÷èòà¹òüñÿ ó ïåðøîìó ñåìåñòði ñòóäåíòàì, ÿê äåííî¨ òàê i çàî-
÷íî¨ ôîðì íàâ÷àííÿ. Äàíèé êóðñ îõîïëþ¹ íàñòóïíi òåìè: ìíîæèíè,
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí, ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü, ïåðåñòàíîâêè, ïiäñòàíîâêè, äåòåðìiíàíòè, ìàòðèöi òà
äi¨ íàä íèìè, n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, ðàíã ìàòðèöi, ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, ãðóïè, êiëüöÿ, ïîëÿ, ìíîãî÷ëåíè âiä
îäíi¹¨ òà êiëüêîõ íåâiäîìèõ, êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ, íåçâiäíi ìíîãî÷ëå-
íè, ïîëå ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ, ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè. Âñi çãàäóâàíi
âèùå ïîíÿòòÿ â òié ÷è iíøié ìiði çóñòði÷àþòüñÿ â áóäü-ÿêîìó ðîçäiëi
ìàòåìàòèêè.

Ïîñëiäîâíiñòü âèêëàäåíèõ òåì ó äàíîìó ïîñiáíèêó ïðîäèêòîâàíà
áàãàòîði÷íîþ òðàäèöi¹þ ÷èòàííÿ öi¹¨ íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè ëåêòî-
ðàìè êàôåäðè àëãåáðè Óæãîðîäñüêîãî óíiâåðñèòåòó (äèâ. [1]).

Êîæåí ïàðàãðàô öi¹¨ ìåòîäè÷íî¨ ðîçðîáêè ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ
÷àñòèí. Ïåðøà ÷àñòèíà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð, òóò äàþòüñÿ îçíà-
÷åííÿ, ôîðìóëþþòüñÿ îñíîâíi òâåðäæåííÿ ðàçîì ç ¨õ äîâåäåííÿìè.
Ó äðóãié ÷àñòèíi ïàðàãðàôó íàâîäÿòüñÿ çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òè-
ïîâèõ çàäà÷ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ ïèòàíü ïðîãðàìè íàâ÷àëüíî¨ äè-
ñöèïëiíè

”
Àëãåáðà“. Òðåòÿ ÷àñòèíà ïàðàãðàôó ñêëàäà¹òüñÿ ç âïðàâ,

ñàìîñòiéíå ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ äàñòü ìîæëèâiñòü ÷èòà÷ó ãëèáøå çðîçó-
ìiòè òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ïåðøî¨ ÷àñòèíè i âèðîáèòè ïåâíi íàâè÷êè
îïåðóâàííÿ âèùå çãàäàíèìè ïîíÿòòÿìè àëãåáðè.

Ââàæà¹ìî, ùî ñèñòåìàòè÷íå îïðàöþâàííÿ ñòóäåíòîì êîæíîãî iç
ïàðàãðàôiâ ïîñiáíèêà ñïðèÿòèìå ó âèâ÷åííi íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè

”
Àëãåáðà“, à òàêîæ äîïîìîæå ïiäãîòóâàòèñÿ äî ñêëàäàííÿ iñïèòó ç
öüîãî ïðåäìåòó.

Äëÿ áiëüø ãëèáøîãî ðîçóìiííÿ àëãåáðè òà é óïåâíåíiøîãî ïîñòó-
ïó ó ÷àðiâíèé ñâiò ìàòåìàòèêè ìè íàïîëåãëèâî ðàäèìî ïðî÷èòàòè
ïiäðó÷íèêè ç àëãåáðè [2�7], ùî âêëþ÷åíi äî ñïèñêó ëiòåðàòóðè. Âî-
äíî÷àñ ìè ðåêîìåíäó¹ìî ïåðåëiê çáiðíèêiâ çàäà÷ ç àëãåáðè [8�12].

Àâòîð
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� 1. Ìíîæèíè. Âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí

Ó ìàòåìàòèöi äåÿêi ïîíÿòòÿ ¹ ïåðâèííèìè àáî, ùå êàæóòü, íåîçíà-
÷åíèìè. Çîêðåìà, îäíèì iç òàêèõ ïîíÿòü ¹ ïîíÿòòÿ ìíîæèíà. Éîãî
ñëiä ðîçóìiòè, ÿê äîâiëüíó ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ, ÿêi íàçèâàþòü åëå-
ìåíòàìè ìíîæèíè. Ðîçãëÿäàþòü òàêîæ ïîðîæíþ ìíîæèíó, òîáòî
ìíîæèíó, ùî íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòó.

Ìíîæèíè íàé÷àñòiøå ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè áóêâàìè ëàòèíñüêî-
ãî àëôàâiòó: A, B, . . . , Z, à ¨õíi åëåìåíòè � ìàëèìè áóêâàìè: a,
b, . . . , z. Äëÿ äåÿêèõ âàæëèâèõ ìíîæèí ïðèéíÿòî ñòàíäàðòíi ïî-
çíà÷åííÿ. Òàê, áóêâàìè N, Z, Q, R ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ìíîæèíó
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë, ìíîæèíó ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë i ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîðîæíþ ìíîæèíó ïîçíà÷àþòü ñèì-
âîëîì ∅.

Ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ, íàçè-
âà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ. ×èñëî åëåìåíòiâ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X ïîçíà-
÷à¹òüñÿ |X|. Ñêií÷åííi ìíîæèíè ìîæóòü áóòè îïèñàíi øëÿõîì ïåðå-
ðàõóâàííÿ âñiõ ¨¨ åëåìåíòiâ; çâè÷àéíî öi åëåìåíòè çàïèñóþòüñÿ ó ôi-
ãóðíèõ äóæêàõ. Íàïðèêëàä, ìíîæèíó A ïåðøèõ òðüîõ ëàòèíñüêèõ
ëiòåð çàïèñóþòü ó âèãëÿäi {a, b, c}. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî
åëåìåíò a íàëåæèòü ìíîæèíi A i çàïèñóþòü a ∈ A àáî A ∋ a. Çàïèñ
d /∈ A îçíà÷à¹, ùî d íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A.

Ìíîæèíó B íàçèâàþòü ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A, ÿêùî âñi åëå-
ìåíòè ìíîæèíè B íàëåæàòü ìíîæèíi A, i ïèøóòü B ⊂ A àáî A ⊃ B.
Çà îçíà÷åííÿì ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ ïiäìíîæèíîþ áóäü-ÿêî¨ ìíîæè-
íè.

Äâi ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè (ïîçíà÷àþòü A = B),
ÿêùî ìíîæèíà A ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B i, íàâïàêè, ìíîæèíà
B ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè A. Çàïèñ A ̸= B îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíè A
i B � íå ðiâíi.

Ïiäìíîæèíà A ìíîæèíè B íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ, ÿêùî A ̸= ∅ i
A ̸= B.

Äëÿ âèäiëåííÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ B ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äåÿêó
âëàñòèâiñòü, ÿêié çàäîâîëüíÿþòü òiëüêè åëåìåíòè iç A. Íàïðèêëàä,
{n ∈ Z | n = 2m äëÿ äåÿêîãî m ∈ Z} � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ öiëèõ
÷èñåë.

Îá'¹äíàííÿì äâîõ ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹-
òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü õî÷à á îäíié ç öèõ ìíîæèí. Îá'-
¹äíàííÿ ìíîæèí A i B ïîçíà÷à¹òüñÿ A ∪B.

Ïåðåðiçîì äâîõ ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
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óñiõ åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü îäíî÷àñíî îáîì öèì ìíîæèíàì. Ïåðåðiç
ìíîæèí A i B ïîçíà÷à¹òüñÿ A ∩B.

Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí A i B ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Äiéñíî, ÿêùî ïåðåðàõîâóâàòè ñïî÷àòêó âñi åëåìåíòè ìíîæèíè A,
à îïiñëÿ � ìíîæèíè B, òî âñi åëåìåíòè ïåðåðiçó A∩B áóäóòü ïåðåðà-
õîâàíi äâi÷i. Îòæå, ÷èñëî åëåìåíòiâ îá'¹äíàííÿ A∪B äîðiâíþ¹ ñóìi
÷èñåë åëåìåíòiâ êîæíî¨ ç ìíîæèí A i B áåç ÷èñëà åëåìåíòiâ ïåðåðiçó
A ∩B.

Ðiçíèöåþ äâîõ ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè A, ÿêi íå íàëåæàòü ìíîæèíi B.
Ðiçíèöþ ìíîæèí A i B ïîçíà÷àþòü A \B.

Íåõàé X i Y � äîâiëüíi ìíîæèíè. Âïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ åëåìåí-
òiâ x ∈ X, y ∈ Y íàçèâàþòü ñèìâîë (x, y). Ââàæàþòü, ùî âïîðÿä-
êîâàíi ïàðè (a, b) i (c, d) ðiâíi, ÿêùî a = c i b = d. Äåêàðòîâèì
äîáóòêîì äâîõ ìíîæèí X i Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêî-
âàíèõ ïàð (x, y) åëåìåíòiâ x ∈ X, y ∈ Y . Äåêàðòiâ äîáóòîê ìíîæèí
X i Y ïîçíà÷àþòü X × Y .

Ïiäìíîæèíà ρ ìíîæèíè A × B íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíiñòþ àáî
áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ ìíîæèíàìè A i B. ßêùî (a, b) ∈ ρ, òî
êàæóòü, ùî åëåìåíòó a âiäïîâiäà¹ åëåìåíò b, àáî, ùî åëåìåíò a çíàõî-
äèòüñÿ ó âiäíîøåííi ρ ç åëåìåíòîì b. Çàìiñòü (a, b) ∈ ρ ÷àñòî ïèøóòü
aρb.

Âiäïîâiäíiñòü, ïðè ÿêié êîæíîìó åëåìåíòó ìíîæèíè A âiäïîâiäà¹
¹äèíèé åëåìåíò ìíîæèíè B, íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè
A â ìíîæèíó B.

Âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí çâè÷àéíî ïîçíà÷àþòü áóêâàìè: f , g, h, . . . ,

i ïèøóòü f : A→ B àáî A
f→ B. Ïðè öüîìó êàæóòü, ùî A � îáëàñòü

âèçíà÷åííÿ, à B � îáëàñòü çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ f .
ßêùî ïðè âiäîáðàæåííi f åëåìåíòó a ∈ A âiäïîâiäà¹ åëåìåíò

b ∈ B, òî åëåìåíò b íàçèâàþòü îáðàçîì åëåìåíòà a, à åëåìåíò a íà-
çèâàþòü ïðîîáðàçîì åëåìåíòà b i ïèøóòü b = f(a).

Ìíîæèíó Im f = {f(a) | a ∈ A} íàçèâàþòü îáðàçîì âiäîáðàæåííÿ
f : A→ B.

Ïîâíèì ïðîîáðàçîì åëåìåíòà b ∈ B ïðè âiäîáðàæåííi f : A → B
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà f−1(b) = {a ∈ A | f(a) = b}.

Âiäîáðàæåííÿ f :A→B íàçèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíèì, ÿêùî Imf =
= B. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êòèâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ
åëåìåíòiâ a1, a2 ∈ A (a1 ̸= a2) îáðàçè ¨õ ðiçíi, òîáòî f(a1) ̸= f(a2).
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Íàðåøòi, âiäîáðàæåííÿ f : A → B íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíèì, ÿêùî
âîíî îäíî÷àñíî ¹ ñþð'¹êòèâíèì i ií'¹êòèâíèì.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f : A → B � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Òî-
äi âiäïîâiäíiñòü f−1, âèçíà÷åíà çà ïðàâèëîì: êîæíîìó åëåìåíòó
b ∈ B âiäïîâiäà¹ éîãî ïðîîáðàç f−1(b), ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì
ìíîæèíè B â ìíîæèíó A.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, îñêiëüêè f ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì,
òî êîæåí åëåìåíò b iç ìíîæèíè B ìà¹ ¹äèíèé ïðîîáðàç iç A, à òîìó
âiäïîâiäíiñòü f−1 ¹ âiäîáðàæåííÿì iç ìíîæèíè B â ìíîæèíó A.

Ïî-äðóãå, êîæåí åëåìåíò a iç A ¹ îáðàçîì åëåìåíòà b = f(a) ïðè
âiäîáðàæåííi f−1 : B → A. Òîìó âiäîáðàæåííÿ f−1 : B → A ¹ ñþð'-
¹êòèâíèì.

Íàðåøòi, îáðàçè f−1(b1), f−1(b2) áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ åëåìåíòiâ
b1, b2 ìíîæèíè B � ðiçíi. Îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìè
îäåðæàëè á, ùî

b1 = f(f−1(b1)) = f(f−1(b2)) = b2.

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f−1 : B → A ¹ ií'¹êòèâíèì, à îòæå, i
ái¹êòèâíèì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðiâíiñòü f = g äâîõ âiäîáðàæåíü f : A→ B i g : A→ B îçíà÷à¹,
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f(a) = g(a).

Îäèíè÷íèì àáî òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè A â ñåáå
íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ eA : A → A òàêå, ùî eA(a) = a äëÿ äî-
âiëüíîãî a ∈ A. Î÷åâèäíî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ eA ¹ ái¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì iç ìíîæèíè A ó ìíîæèíó A.

Äîáóòêîì äâîõ âiäîáðàæåíü f : A → B i g : B → C íàçèâà¹òüñÿ
âiäîáðàæåííÿ gf : A→ C, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ gf(a) = g(f(a))
äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A.

Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ f : A→ B

feA = f, eBf = f.

Òåîðåìà 2. Äîáóòîê âiäîáðàæåíü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíîìó
çàêîíó. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òðüîõ âiäîáðàæåíü f : A→ B,
g : B → C, h : C → D ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

h[gf ] = [hg]f.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : A → B, g : B → C, h : C → D äîâiëüíi
âiäîáðàæåííÿ, a � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè A. Òîäi iç îçíà÷åííÿ
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äîáóòêó âiäîáðàæåíü ñëiäó¹, ùî îáèäâà âiäîáðàæåííÿ h[gf ] i [hg]f ¹
âiäîáðàæåííÿìè iç ìíîæèíè A â ìíîæèíó D, à òàêîæ ñïðàâåäëèâi
íàñòóïíi ðiâíîñòi

h[gf ](a) = h(gf(a)) = h(g(f(a))) = hg(f(a)) = [hg]f(a).

Òîìó çà îçíà÷åííÿì ðiâíîñòi âiäîáðàæåíü âiäîáðàæåííÿ h[gf ] i [hg]f
ðiâíi.

Íåõàé f : A→ B � äåÿêå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî iñíó¹ âiäîáðàæåí-
íÿ g : B → A òàêå, ùî

gf = eA, fg = eB, (1)

òî êàæóòü, ùî f � îáîðîòíå âiäîáðàæåííÿ, à g íàçèâàþòü îáåðíåíèì
âiäîáðàæåííÿì äî f i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì f−1. Öå ïîçíà÷åííÿ ¹
âèïðàâäàíèì. Ïî-ïåðøå òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ f−1 : B → A, ïðî
ÿêå ãîâîðèòüñÿ ó òåîðåìi 1 ¹ îáåðíåíèì äî âiäîáðàæåííÿ f (íàãà-
äà¹ìî, ùî â óìîâi òåîðåìè 1 âèìàãà¹òüñÿ ái¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåí-
íÿ f). Ïî-äðóãå, îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî f , ÿêùî âîíî iñíó¹, âè-
çíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Äiéñíî, ÿêùî iñíó¹ ùå îäíå âiäîáðàæåííÿ
g′ : B → A, äëÿ ÿêîãî

g′f = eA, fg′ = eB , (2)

òî ñïèðàþ÷èñü íà ðiâíîñòi (1), (2) i íà òåîðåìó 2, îäåðæèìî

g′ = eAg
′ = [gf ]g′ = g[fg′] = geB = g.

I íàðåøòi, ïî-òðåò¹, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Âiäîáðàæåííÿ f : A→ B ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíî ¹ ái¹êòèâíèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíó ëåìó, ÿêà ïðåäñòàâ-
ëÿ¹ ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ.

Ëåìà 1. ßêùî f : A → B, g : B → A � äîâiëüíi âiäîáðàæåííÿ,
äëÿ ÿêèõ gf = eA, òî f � ií'¹êòèâíå, à g � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ.

Äiéñíî, íåõàé a1, a2 ∈ A i f(a1) = f(a2). Òîäi

a1 = eA(a1) = gf(a1) = g(f(a1)) = g(f(a2)) = gf(a2) = eA(a2) = a2.

Îòæå, f � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.
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ßêùî a � äîâiëüíèé åëåìåíò iç A, òî

a = eA(a) = gf(a) = g(f(a)),

òîáòî a ¹ îáðàçîì åëåìåíòà f(a) ìíîæèíè B ïðè âiäîáðàæåííi g.
Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî g � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Ëåìó
äîâåäåíî.

Ïîâåðíåìîñÿ äî äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî
âiäîáðàæåííÿ f ¹ îáîðîòíèì, à g � îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî f . Òî-
äi iç ðiâíîñòåé (1) i iç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè ñëiäó¹, ùî f îäíî÷àñíî ¹
ií'¹êòèâíèì òà ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Iíøèìè ñëîâàìè, âiä-
îáðàæåííÿ f ¹ ái¹êòèâíèì.

Íàâïàêè, íåõàé f ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿ iç ìíîæèíè A â
ìíîæèíó B. Òîäi âiäïîâiäíiñòü f−1, âèçíà÷åíà â òåîðåìi 1, ¹ âiäîá-
ðàæåííÿì, äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi

f−1f(a) = f−1(f(a)) = a, ff−1(b) = f(f−1(b)) = b,

äå a i b � äîâiëüíi åëåìåíòè âiäïîâiäíî ìíîæèí A i B. Òîáòî
f−1f = eA, ff−1 = eB . Òàêèì ÷èíîì, f � îáîðîòíå âiäîáðàæåííÿ,
à f−1 � îáåðíåíå äî íüîãî âiäîáðàæåííÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ó ãðóïi iç 50 ñòóäåíòiâ 36 ñòóäåíòiâ âîëîäiþòü óêðà¨í-
ñüêîþ ìîâîþ, 12 � óãîðñüêîþ, 5 � îáîìà óêðà¨íñüêîþ òà óãîðñüêîþ
ìîâàìè. Çíàéäiòü ÷èñëî ñòóäåíòiâ, ÿêi íå âîëîäiþòü æîäíîþ iç öèõ
ìîâ.
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Ðèñ. 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé S � ìíîæèíà
âñiõ ñòóäåíòiâ ãðóïè, U � ìíîæèíà, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ ñòóäåíòiâ öi¹¨ ãðóïè,
ÿêi âîëîäiþòü óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ, à M �
ìíîæèíà âñiõ ñòóäåíòiâ ãðóïè, ùî âîëî-
äiþòü óãîðñüêîþ ìîâîþ. Òîäi øóêàíå ÷è-
ñëî ñòóäåíòiâ, ÿêi íå âîëîäiþòü íi óêðà-
¨íñüêîþ, íi óãîðñüêîþ ìîâàìè äîðiâíþ¹
|S \ (U ∪M)|.

Îñêiëüêè U ∪M ⊂ S, òî

|S \ (U ∪M)| = |S| − |U ∪M |.
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Äàëi, çà òâåðäæåííÿì 1

|U ∪M | = |U |+ |M | − |U ∩M | = 36 + 12− 5 = 43.

Òîìó |S \ (U ∪M)| = 50− 43 = 7. Òàêèì ÷èíîì, 7 ñòóäåíòiâ ãðóïè íå
âîëîäiþòü íi óêðà¨íñüêîþ, íi óãîðñüêîþ ìîâàìè. Íà ðèñ. 1 ïðîiëþ-
ñòðîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ êðóãiâ Åéëåðà-Âåííà.

Çàäà÷à 2. Íåõàé f : A → B � âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè A â ìíî-
æèíó B. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè X ⊂ A ïîçíà÷èìî f(X) = {f(x)|
x ∈ X}. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí X i Y ìíîæèíè A

f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y ), (3)

f(X ∩ Y ) ⊂ f(X) ∩ f(Y ). (4)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ðiâíiñòü (3). Äëÿ öüîãî äîñèòü
ïîêàçàòè, ùî

f(X ∪ Y ) ⊂ f(X) ∪ f(Y ), f(X) ∪ f(Y ) ⊂ f(X ∪ Y ). (5)

Íåõàé b ∈ f(X∪Y ). Òîäi b ¹ îáðàçîì äåÿêîãî åëåìåíòà z ∈ X ∪ Y .
Îñêiëüêè z ∈ X àáî z ∈ Y , òî b = f(z) ∈ f(X) àáî b = f(z) ∈ f(Y ).
Îòæå, b ∈ f(X)∪f(Y ). Òàêèì ÷èíîì, ïåðøå iç âêëþ÷åíü (5) äîâåäåíî.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî b ∈ f(X) ∪ f(Y ). Òîäi b ∈ f(X) àáî b ∈ f(Y ).
Çâiäñè b = f(z) äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà z ∈ X àáî b = f(z′) äëÿ äåÿêîãî
åëåìåíòà z′ ∈ Y . Àëå åëåìåíòè z i z′ íàëåæàòü îá'¹äíàííþ X ∪ Y .
Òîìó b ∈ f(X ∪ Y ), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (3).

Íåõàé òåïåð b ∈ f(X ∩ Y ). Òîäi b = f(z) äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà
z ∈ X ∩ Y . Îñêiëüêè z ∈ X i z ∈ Y , òî b ∈ f(X) i b ∈ f(Y ). Îòæå,
b ∈ f(X) ∩ f(Y ). Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâäæó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ (4).

Çàóâàæèìî, ùî íå çàâæäè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f(X ∩ Y ) = f(X) ∩ f(Y ).

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : Z→ N ∪ {0}, âèçíà÷åíå çà
ïðàâèëîì f(z) = |z| (z ∈ Z). Ïîêëàäåìî X = N, Y = Z \ N. Òîäi
f(X ∩ Y ) = ∅, f(X) ∩ f(Y ) = N.

Çàäà÷à 3. Íåõàé X � ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç n åëåìåíòiâ
(n ∈ N). Çíàéòè ÷èñëî Cm

n âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ÿêi ñêëàäà-
þòüñÿ iç m åëåìåíòiâ (öå ÷èñëî íàçèâàþòü ÷èñëîì êîìáiíàöié iç n
åëåìåíòiâ ïî m).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
, (6)

äå k! = 1 · 2 · 3 · · · k (k ∈ N). Iíäóêöiþ ïðîâåäåìî ïî m.
Î÷åâèäíî, ÷èñëî C1

n âñiõ ïiäìíîæèí â X, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç îäíî-
ãî åëåìåíòà äîðiâíþ¹ n. À òîìó C1

n = n!
1!(n−1)! .

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü (6) ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíèõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë m ìåíøèõ âiä äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k (k ≤ n).
Íåõàé X = {a1, a2, . . . , an}. Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà i ∈ {1, 2, . . . , n} ìíîæèíó Mi = {Y ⊂ X | |Y | = k, ai ∈ Y }
(âîíà ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ ïiäìíîæèí iç k åëåìåíòiâ ìíîæèíè X, ÿêi
ìiñòÿòü åëåìåíò ai). Î÷åâèäíî,

|Mi| = Ck−1
n−1,

∣∣∣∣∣∣
n∪

j=1

Mi

∣∣∣∣∣∣ = Ck
n, (7)

äå
n∪

j=1

Mi =

n−1∪
j=1

Mi ∪Mn (n = 2, 3, 4 . . .).

Äàëi, ÿêùî Y = {aj1 , aj2 , . . . , ajk} ⊂ X, òî Y ∈ Mi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè i ∈ {j1, j2, . . . , jk}. Çâiäñè, iç ðiâíîñòåé (7) òà iç ïðèïóùå-
ííÿ iíäóêöi¨ ñëiäó¹, ùî

Ck
n =

n · Ck−1
n−1

k
=

n · (n− 1)!

k · (k − 1)!(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Çàäà÷à 4. Íåõàé f = {(a, [a]) | a ∈ Q} ⊂ Q × Z (äå [a] � öi-
ëà ÷àñòèíà ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà a). Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü f ¹
ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè Q â ìíîæèíó Z. ×è ¹ âiä-
îáðàæåííÿ f ái¹êòèâíèì?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî öiëà ÷àñòèíà áóäü-ÿêîãî ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹òüñÿ öèì ÷èñëîì îäíîçíà÷íî. Òîìó âiäïîâiä-
íiñòü f ¹ âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè Q â ìíîæèíó Z, îñêiëüêè êîæíîìó
ðàöiîíàëüíîìó ÷èñëó a âiäïîâiäà¹ öiëêîì ïåâíèé åëåìåíò [a] ∈ Z.

Äàëi, áóäü-ÿêèé åëåìåíò a ∈ Z ¹ îáðàçîì åëåìåíòà a ∈ Q, îñêiëüêè
f(a) = [a] = a. Òàêèì ÷èíîì, Im f = Z, òîáòî f � ñþð'¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ.
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Àëå, îñêiëüêè [ 12 ] = 0, òî f(0) = 0 = f( 12 ). Òîìó âiäîáðàæåííÿ f
íå ¹ ií'¹êòèâíèì, à îòæå, âîíî íå ¹ ái¹êòèâíèì.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. ßêi ç íàñòóïíèõ âêëþ÷åíü âiðíi? Îá ðóíòóéòå âiäïîâiäü:

à)212 ∈ {5037, 4095, 38} ; á)
√
5 ∈ Q; â)

√
3+

√
2√

3−
√
2
− 2
√
6 ∈ Q;

ã) {1, 2} ∈ {{1, 2}}; ä) ∅ ∈ ∅; å) 1 ∈ {{1, 2}}.

2. Ïåðåðàõóéòå åëåìåíòè íàñòóïíèõ ìíîæèí:

à) {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0};
á) {x ∈ R | x2 + 1 = 0};
â) {x ∈ R | 2x

x2+1 < 30};
ã) ìíîæèíà âñiõ øåñòèçíà÷íèõ òåëåôîííèõ íîìåðiâ, â ÿêèõ âñi
öèôðè ðiçíi i ìiñòÿòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ïàðíèõ i íåïàðíèõ
öèôð;

ä) ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìåíøèõ çà òðèäöÿòü, ÿêi ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ äâîõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë.

3. ßêà ç íàñòóïíèõ ìíîæèí ñêií÷åííà:

à) {x ∈ N| ∃y ∈ N, 2x+3y = 24}; á) {x ∈ N| ∃y ∈ Z, 2x+3y = 24}?

4. ×è ðiâíi ìíîæèíè:

à) {x ∈ R | x2 − 2x− 2 = 0} i {x ∈ Q | x2 − 2x− 2 = 0};
á) {x ∈ Z | 12

x ∈ Z} i {x ∈ Z | 12
x2 ∈ Z};

â) {1, 2, 3} i {{1}, {2}, {3}};
ã) {x ∈ R | 1

x−2 < 1} i {x ∈ R | x > 3}?

5. Âèïèñàòè âñi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A:

a) A = {{1, 2}, {3}, 1}; á) A = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.

6. Íàâåäiòü ïðèêëàä ìíîæèí A, B, C òàêèõ, ùîá âèêîíóâàëèñü
íàñòóïíi óìîâè:

à) A ∈ B, B /∈ C, A ⊂ C; á) A ∈ B, A /∈ C, C ⊂ B.
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7. Íåõàé A, B, C � ïiäìíîæèíè ìíîæèíè X. Äîâåñòè, ùî:

à) A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C); á) A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C).

8. Íåõàé X � ìíîæèíà i |X| = n (n ∈ N). Çíàéòè ÷èñëî âñiõ
ïiäìíîæèí â X, ùî ñêëàäàþòüñÿ iç ïàðíîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ.

9. Äîâåñòè ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑

i=0

Ci
na

ibn−i (a, b ∈ R; n ∈ N).

10. Íàâåäiòü ïðèêëàäè âiäîáðàæåíü:

à) R→ R; á) R→ {0, 1}; â) Z→ N; ã) N→ {0, 1, 2}.

11. Äîâåäiòü, ùî êîæíà iç íàñòóïíèõ âiäïîâiäíîñòåé ¹ âiäîáðàæå-
ííÿì iç R â R i çíàéòè éîãî îáðàç:

à) {(x, y) ∈ R× R | y = x2 − 1};
á) {(x, y) ∈ R× R | y = sinx+ 1};
â) {(x, y) ∈ R× R | y = 2x};
ã) {(x, y) ∈ R× R | y = log2(x

2 + 3x+ 3)}.
12. Çíàéäiòü ïîâíèé ïðîîáðàç åëåìåíòà 0 ∈ R ïðè íàñòóïíèõ

âiäîáðàæåííÿõ R→ R:

à) x→ sinx; á) x→ lg(x2 + 1); â) x→ x2 + x+ 2.

13. Äëÿ êîæíîãî iç íàñòóïíèõ âiäîáðàæåíü äîñëiäèòè, ÷è ¹ âîíî
ií'¹êòèâíèì, ñþð'¹êòèâíèì:

à) f : R→ R, f(x) = x2 + 3x+ 5;

á) f : R→ R, f(x) = 2x
2+3x+4;

â) f : R→ R, f(x) = (x+ 3)3;

ã) f : Z× Z→ Z, f((a, b)) = a+ b;

ä) f : Z→ Z× Z, f(a) = (a, a).

14. Âêàæiòü âñi ñþð'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè A = {1, 2, 3}
â ìíîæèíó B = {a, b}. ×è iñíóþòü ií'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè
A â ìíîæèíó B?

15. Çíàéäiòü âñi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè A = {1, 2} â ñåáå, âêà-
æiòü ÿêi ç íèõ ií'¹êòèâíi, ñþð'¹êòèâíi.
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16. Íåõàé f � âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A â ñåáå. Äîâå-
ñòè, ùî f � ií'¹êòèâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f � ñþð'¹êòèâíå.

17. Íåõàé X, Y � ñêií÷åííi ìíîæèíè i |X| = m, |Y | = n. Çíàéòè
÷èñëî

à) âiäîáðàæåíü;

á) ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü;

â) ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü;

ã) ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü

ìíîæèíè X â ìíîæèíó Y .
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� 2. Êîìïëåêñíi ÷èñëà. Àëãåáðà¨÷íà
ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Íåõàé C = R × R � äåêàðòiâ äîáóòîê ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë íà
ñåáå. ßê i ðàíiøå (äèâ. �1), áóäåìî ââàæàòè, ùî äâi âïîðÿäêîâàíi
ïàðè (a, b) òà (c, d) ðiâíi ìiæ ñîáîþ, ÿêùî a = c òà b = d, i òàêîæ
ïèñàòèìåìî â öüîìó âèïàäêó

(a, b) = (c, d). (1)

Ñóìîþ äâîõ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a, b), (c, d) ∈ C íàçè-
âà¹òüñÿ ïàðà öi¹¨ ìíîæèíè âèãëÿäó

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d). (2)

Äîáóòêîì äâîõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a, b), (c, d) ∈ C íàçèâà¹òüñÿ
ïàðà ìíîæèíè C âèãëÿäó

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc). (3)

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð (a, b), (c, d), (e, f)
iç ìíîæèíè C ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

(a, b) + (c, d) = (c, d) + (a, b), (4)

[(a, b) + (c, d)] + (e, f) = (a, b) + [(c, d) + (e, f)] , (5)

(a, b) · (c, d) = (c, d) · (a, b), (6)

[(a, b) · (c, d)] · (e, f) = (a, b) · [(c, d) · (e, f)] , (7)

(a, b) · [(c, d) + (e, f)] = (a, b) · (c, d) + (a, b) · (e, f). (8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (a, b), (c, d), (e, f) äîâiëüíi âïîðÿäêîâàíi ïàðè
ç ìíîæèíè C. Òîäi iç îçíà÷åíü ñóìè òà äîáóòêó åëåìåíòiâ ìíîæèíè C
òà âëàñòèâîñòåé îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ñëiäó¹
ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) = (c+ a, d+ b) = (c, d) + (a, b),

[(a, b) + (c, d)] + (e, f) = (a+ c, b+ d) + (e, d) =

= ([a+ c] + e, [b+ d] + f) = (a+ [c+ e], b+ [d+ f ]) =

= (a, b) + (c+ e, d+ f) = (a, b) + [(c, d) + (e, f)],

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) = (ca− db, da+ cb) = (c, d) · (a, b).
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Öèì ñàìå äîâåäåíi êîìóòàòèâíiñòü òà àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ òà êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè C,
òîáòî ðiâíîñòi (4), (5), (6). Äàëi, îá÷èñëèâøè òà ïîðiâíÿâøè íàñòóïíi
âèðàçè

[(a, b) · (c, d)] · (e, f) = (ac− bd, ad+ bc) · (e, f) =
= (ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade+ bce),

(a, b) · [(c, d) · (e, f)] = (a, b) · (ce− df, cf + de) =

= (ace− adf − bcf − bde, acf + ade+ bce− bdf),

îòðèìà¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü çàêîíó àñîöiàòèâíîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
åëåìåíòiâ ìíîæèíè C (ðiâíiñòü (7)).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåí-
íÿ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè C (ðiâíiñòü (8)).
Âií âèïëèâà¹ iç íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé

[(a, b) + (c, d)] · (e, f) = (a+ c, b+ d) · (e, f) =
= (ae+ ce− bf − df, af + cf + be+ de),

(a, b) · (e, f) + (c, d) · (e, f) = (ae− bf, af + be) + (ce− df, cf + de) =

= (ae− bf + ce− df, af + be+ cf + de).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Òàêèì ÷èíîì, íà ìíîæèíi C íàìè âèçíà÷åíî äâi àëãåáðà¨÷íi îïå-

ðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, ÿêi ìàþòü òi æ ñàìi îñíîâíi âëàñòèâî-
ñòi, ùî i îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèí äiéñíèõ
òà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî âîíè îáèäâi êîìóòàòèâíi, àñîöiàòèâíi i
çâ'ÿçàíi çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòi.

Íóëüîâîþ ïàðîþ ìíîæèíè C íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (x, y), ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíîñòi (a, b) + (x, y) = (a, b) äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (a, b) ∈ C.

Îäèíè÷íîþ ïàðîþ ìíîæèíè C íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (x, y), ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíîñòi (a, b) · (x, y) = (a, b) äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (a, b) ∈ C.

Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ (çàëèøèìî äîâåäåííÿ ÷èòà÷åâi), ùî ïà-
ðè (0, 0) i (1, 0) ¹ âiäïîâiäíî íóëüîâîþ òà îäèíè÷íèìè ïàðàìè ìíîæè-
íè C. Ïðè÷îìó öi ïàðè ¹ ¹äèíèìè âiäïîâiäíî íóëüîâîþ òà îäèíè÷íîþ
ïàðàìè ìíîæèíè C. Äiéñíî, ÿêùî (x, y) äåÿêà íóëüîâà ïàðà, òî

(0, 0) = (0, 0) + (x, y) = (x, y) + (0, 0) = (x, y).

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî (x′, y′) � äåÿêà îäèíè÷íà ïàðà, òî

(1, 0) = (1, 0) · (x′, y′) = (x′, y′) · (1, 0) = (x′, y′).



� 2. Êîìïëåêñíi ÷èñëà. Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 17

Íóëüîâà òà îäèíè÷íi ïàðè ìàþòü àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, ÿêi ìà-
þòü âiäïîâiäíî íóëü òà îäèíèöÿ â ìíîæèíàõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë òà
äiéñíèõ ÷èñåë.

Ïðîòèëåæíîþ äî ïàðè (a, b) ∈ C íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (x, y) ∈ C
òàêà, ùî (a, b) + (x, y) = (0, 0). Ïðîòèëåæíó ïàðó äî ïàðè (a, b) ïî-
çíà÷àòèìåìî −(a, b).

Îáåðíåíîþ äî ïàðè (a, b) ∈ C íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (x, y) ∈ C òàêà,
ùî (a, b) · (x, y) = (1, 0). Îáåðíåíó ïàðó äî ïàðè (a, b) ïîçíà÷àòèìåìî
(a, b)−1.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (a, b) ìíîæèíè C iñíó¹ ¹äèíà
ïðîòèëåæíà ïàðà, ïðè÷îìó −(a, b) = (−a,−b). Äëÿ äîâiëüíî¨ íåíó-
ëüîâî¨ ïàðè (a, b) ìíîæèíè C iñíó¹ ¹äèíà îáåðíåíà ïàðà, ïðè÷îìó

(a, b)−1 =

(
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (a, b) � äîâiëüíà âïîðÿäêîâàíà ïàðà iç ìíî-
æèíè C. Îñêiëüêè (a, b) + (−a,−b) = (a + (−a), b + (−b)) = (0, 0),
òî ïàðà (−a,−b) ¹ ïðîòèëåæíîþ äî ïàðè (a, b). ßêùî (x, y) � äåÿêà
iíøà ïðîòèëåæíà ïàðà äî ïàðè (a, b), òî

(x, y) = (x, y) + (0, 0) = (x, y) + ((a, b) + (−a,−b)) =

= ((x, y) + (a, b)) + (−a,−b) = (0, 0) + (−a,−b) = (−a,−b).

Öèì ñàìå äîâåäåíà ¹äèíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ïàðè äî ïàðè (a, b).
Íåõàé òåïåð (a, b) � äîâiëüíà íåíóëüîâà âïîðÿäêîâàíà ïàðà iç

ìíîæèíè C. Òîäi a2 + b2 ̸= 0 i ìîæíà ðîçãëÿíóòè ïàðó(
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.

Îá÷èñëèìî

(a, b) ·
(

a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
=

=

(
a · a

a2 + b2
− b ·

(
− b

a2 + b2

)
, a ·
(
− b

a2 + b2

)
+ b · a

a2 + b2

)
=(1, 0).

Îòæå, ïàðà (
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.

¹ îáåðíåíîþ ïàðîþ äî ïàðè (a, b). �äèíiñòü îäèíè÷íî¨ ïàðè äîâîäè-
òüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ïàðè. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äî íóëüîâî¨ ïàðè íå iñíó¹ îáåðíåíî¨, îñêiëüêè
äëÿ äîâiëüíîþ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè (x, y) ∈ C

(x, y) · (0, 0) = (0, 0).

Ìíîæèíà C âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ ÷èñåë iç âèçíà÷åíè-
ìè íà íié îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ïàð, ùî çàäàþòüñÿ
ôîðìóëàìè (2), (3), íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à
ñàìi åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.

Iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíèõ îïåðàöié äî îïåðàöié
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. ßêi âiäïîâiäíî áóäóòü
íàçèâàòèñÿ âiäíiìàííÿì òà äiëåííÿì i âèçíà÷àòèìóòüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì

(a, b)− (c, d) = (a, b) + [−(c, d)],
(a, b)
(c, d)

= (a, b) · (c, d)−1 ((c, d) ̸= 0).

Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî ïiä-
ìíîæèíó R = {(a, 0) | a ∈ R} ⊂ C. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíî-
ìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó (a, 0) öi¹¨ ìíîæèíè äiéñíå ÷èñëî a ((a, 0)→a).
Î÷åâèäíî, öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè R
â ìíîæèíó R äiéñíèõ ÷èñåë i

(a, 0) + (b, 0)→ a+ b, (a, 0) · (b, 0)→ a · b

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R. Òîáòî êîìïëåêñíi ÷èñëà âèãëÿäó (a, 0) äîäàþ-
òüñÿ òà ïåðåìíîæóþòüñÿ îäíå ç îäíèì ïîäiáíî âiäïîâiäíèì äiéñíèì
÷èñëàì. Îòæå, ðîçãëÿäóâàíà ìíîæèíà R çà ñâî¨ìè àëãåáðà¨÷íèìè
âëàñòèâîñòÿìè íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë.
Öå äîçâîëÿ¹ îòîòîæíèòè êîìïëåêñíå ÷èñëî (a, 0) ç äiéñíèì ÷èñëîì
a, òîáòî ââàæàòè, ùî ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìiñòèòü ÿê ïiä-
ìíîæèíó ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êîìïëåêñíå ÷èñëî (0, 1) i îá÷èñëèìî êâàäðàò
öüîãî ÷èñëà: (0, 1)2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0). Â ðåçóëüòàòi îäåðæàëè
êîìïëåêñíå ÷èñëî (−1, 0), ÿêå âiäïîâiäà¹ äiéñíîìó ÷èñëó −1. Òàêèì
÷èíîì, íà âiäìiíó âiä ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë â ìíîæèíi êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0.

Îñêiëüêè (b, 0) · (0, 1) = (0, b), òî äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî (a, b)
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

(a, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1). (9)
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Ïîçíà÷èâøè êîìïëåêñíå ÷èñëî (0, 1) ÷åðåç i, ÿêå íàäàëi íàçèâàòè-
ìåìî óÿâíîþ îäèíèöåþ, ðiâíiñòü (9) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
(a, b) = a+ b · i àáî (a, b) = a+ bi.

Çàïèñ a + bi íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ôîðìîþ çàïèñó êîìïëå-
êñíîãî ÷èñëà γ = (a, b). ×èñëî a â öüîìó çàïèñi íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ
÷àñòèíîþ, à bi � óÿâíîþ ÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ.

Ç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè C, òîáòî âïîðÿäêîâàíèõ
ïàð (a, b) i (c, d), âèïëèâà¹ ùî êîìïëåêñíi ÷èñëà a+ bi i c+ di ðiâíi
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíî ðiâíi ¨õ äiéñíi ÷àñòèíè i êîåôi-
öi¹íòè óÿâíèõ ÷àñòèí, òîáòî êîëè a = c i b = d.

Äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
çàïèñàíèõ â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi ïðîâîäÿòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i,

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i,

a+ bi

c+ di
=

ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i (c+ di ̸= 0).

Êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi ÷èñëà. Íåõàé çàäàíî êîìïëåêñíå ÷è-
ñëî γ = a + bi. Êîìïëåêñíå ÷èñëî a − bi íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíî
ñïðÿæåíèì (àáî íàäàëi ïðîñòî ñïðÿæåíèì) äî ÷èñëà γ. Êîìïëåêñíî
ñïðÿæåíå äî ÷èñëà γ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì γ. Î÷åâèäíî, ÷èñëîì,
ùî ñïðÿæåíå äî ÷èñëà γ, ¹ γ. Òîìó éòèìåòüñÿ ïðî ïàðó ñïðÿæåíèõ
÷èñåë. Êîæíå äiéñíå ÷èñëî ¹ ñïðÿæåíèì ç ñàìèì ñîáîþ. Íàâïàêè,
ÿêùî äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî ¹ ñïðÿæåíèì ç ñàìèì ñîáîþ, òî öå
÷èñëî ¹ äiéñíèì.

Òåîðåìà 3. Ñóìà i äîáóòîê ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ äié-
ñíèìè ÷èñëàìè.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé γ = a + bi � äîâiëüíå êîìïëåêñíå
÷èñëî, çàïèñàíå â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi. Òîäi

γ + γ = (a+ bi) + (a− bi) = 2a ∈ R,

γ · γ = (a+ bi) · (a− bi) = a2 + b2 ∈ R.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4. ×èñëî, ñïðÿæåíå ç ñóìîþ (äîáóòêîì) äâîõ êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ ñóìi (äîáóòêó) ÷èñåë, ñïðÿæåíèõ ç äîäàíêàìè
(ñïiâìíîæíèêàìè) :

γ + δ = γ + δ
(
γ · δ = γ · δ

)
.
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×èñëî, ñïðÿæåíå äî ïðîòèëåæíîãî (îáåðíåíîãî) äî äàíîãî ÷èñëà
¹ ïðîòèëåæíèì (îáåðíåíèì) äî ñïðÿæåíîãî äî äàíîãî ÷èñëà:

−γ = −γ
(
γ−1 = γ−1

)
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé γ = a+ bi i δ = c+ di � äîâiëüíi êîìïëåêñíi
÷èñëà, çàïèñàíi â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi. Òîäi

γ + δ = (a+ c) + (b+ d)i =

= (a+ c)− (b+ d)i = (a− bi) + (c− di) = γ + δ,

γ · δ = (ac− bd) + (ad+ bc)i = (ac− bd)− (ad+ bc)i =

= (ac− (−b)(−d)) + (a(−d) + (−b)c)i = (a− bi) · (c− di) = γ · δ,

−γ = −a− bi = −a+ bi = −γ.
Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ âæå äîâå-

äåíèì. Íåõàé γ � äîâiëüíå íåíóëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Òîäi äëÿ
íüîãî iñíó¹ îáåðíåíå γ−1 òàêå, øî γ · γ−1 = 1. Çà äîâåäåíèì ðàíiøå

γ · γ−1 = γ · γ−1 = 1 = 1.

Îòæå, γ−1 ¹ îáåðíåíèì äî ÷èñëà γ, òîáòî γ−1 = γ−1.
Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïîäiáíî äî

òîãî, ÿê äiéñíi ÷èñëà ìîæíà çîáðàæàòè òî÷êàìè ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨,
êîìïëåêñíi ÷èñëà ìîæíà çîáðàæàòè òî÷êàìè ïëîùèíè. Äiéñíî, ÿêùî
ðîçãëÿíóòè ïëîùèíó íà ÿêié çàäàíî ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy, òî êî-
æíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó a+ bi ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü
òî÷êó öi¹¨ ïëîùèíè ç êîîðäèíàòàìè (a, b). Öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ ái¹êòèâ-
íèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè C â ïëîùèíó Oxy.
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Ðèñ. 2.

Äàëi, ç êîæíîþ òî÷êîþ A êîîðäèíàòíî¨
ïëîùèíè Oxy ìîæíà ïîâ'ÿçàòè âåêòîð

−→
OA,

ÿêèé âèõîäèòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò i çàêií-
÷ó¹òüñÿ â òî÷öi A. Òîìó êîìïëåêñíi ÷èñëà
äîïóñêàþòü ùå îäíó ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðå-
òàöiþ: êîæíå êîìïëåêñíå ÷èñëî a+ bi ìîæíà
ãåîìåòðè÷íî iíòåðïðåòóâàòè ÿê âåêòîð

−→
OA ç

êîîðäèíàòàìè (a, b) (ðèñ. 2).
Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíèõ

÷èñåë äà¹ ìîæëèâiñòü íàî÷íî òðàêòóâàòè ñó-
ìó i ðiçíèöþ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Íåõàé äàíî äâà êîìïëå-
êñíèõ ÷èñëà γ = a + bi i δ = c + di. �õ ñóìîþ ¹ êîìïëåêñíå ÷èñëî
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γ + δ = (a + c) + (b + d)i. Ç iíøîãî áîêó âiäîìî, ùî ïðè äîäàâàííi
âåêòîðiâ ¨õíi âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè äîäàþòüñÿ. Òîìó, ÿêùî âåêòîð−→
OA ìà¹ êîîðäèíàòè (a, b) (ðèñ. 3), à âåêòîð

−−→
OB � êîîðäèíàòè (c, d),

òî ¨õíÿ ñóìà (âåêòîð
−−→
OC) ìàòèìå êîîðäèíàòè (a + c, b + d). Âåêòîð

−−→
OC i ¹ ãåîìåòðè÷íèì çîáðàæåííÿì ñóìè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë γ i δ.
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Ðèñ. 3.
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Ðèñ. 4.

Îñêiëüêè ðiçíèöÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë γ = a+ bi i δ = c+ di
¹ ñóìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ i ÷èñëà, ïðîòèëåæíîãî êîìïëåêñíîìó
÷èñëó δ, òî ãåîìåòðè÷íî ¨¨ ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ñóìó âåêòîðà

−→
OA ç

êîîðäèíàòàìè (a, b) i âåêòîðà
−−→
OB′ ç êîîðäèíàòàìè (−c,−d) (ðèñ. 4),

òîáòî ÿê âåêòîð
−−→
OC ç êîîðäèíàòàìè (a− c, b− d).

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ âèðàçó (2+i)(3−i)+(2+3i)(3+4i).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà âëàñòèâiñòþ äîáóòêó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çàïè-
ñàíèõ â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi

(2 + i)(3− i) = (2 · 3− 1 · (−1)) + (2 · (−1) + 1 · 3)i = 7 + i,

(2 + 3i)(3 + 4i) = (2 · 3− 3 · 4) + (2 · 4 + 3 · 3)i = −6 + 17i.

Äàëi, ñêîðèñòàâøèñü àíàëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ äîäàâàííÿ êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë îòðèìà¹ìî, ùî

(2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i) = (7 + i) + (−6 + 17i) = 1 + 18i.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèòè êîìïëåêñíi ÷èñëà çàïèñàíi â àëãåáðà¨÷íié
ôîðìi ìîæíà òàêîæ êîðèñòóþ÷èñü àñîöiàòèâíîþ, êîìóòàòèâíîþ, äè-
ñòðèáóòèâíîþ âëàñòèâîñòÿìè îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä,

(2 + i)(3− i) = 2 · 3 + 2 · (−i) + i · 3 + i · (−i) = 6− 2i+ 3i+ 1 = 7 + i.
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Çàäà÷à 2. Çíàéòè äiéñíi ÷èñëà x òà y, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

(1 + 2i)x+ (3− 5i)y = 1− 3i.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, äiéñíi ÷èñëà x òà y çàäîâîëüíÿþòü çà-
äàíié â óìîâi ðiâíîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíiñòü (x+ 3y) + (2x− 5y)i = 1− 3i. Îñêiëüêè x, y � äiéñíi ÷èñëà,
òî x + 3y, 2x − 5y � òàêîæ äiéñíi ÷èñëà. À òîìó iç óìîâè ðiâíîñòi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî x + 3y = 1, 2x − 5y = −3.
Âèðàçèâøè ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ x ÷åðåç y (x = 1− 3y) i ïiäñòàâèâøè
îòðèìàíå çíà÷åííÿ äëÿ x ó äðóãå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî −11y = −5.
Çâiäñè y = 5

11 , x = − 4
11 .

Çàäà÷à 3. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü{
(1 + i)x + (1− i)y = 1 + i,
(1− i)x + (1 + i)y = 1 + 3i.

(10)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (10) âèïëèâà¹, ùî

x =
1 + i− (1− i)y

1 + i
=

(1 + i− (1− i)y)(1− i)

(1 + i)(1− i)
=

2 + 2iy

2
= 1 + iy.

Ïiäñòàâèìî îòðèìàíå çíà÷åííÿ äëÿ íåâiäîìî¨ x ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñè-
ñòåìè (10)

(1− i)(1 + iy) + (1 + i)y = 1 + 3i.

Çâiäñè
(1− i) + 2(1 + i)y = 1 + 3i.

Äàëi,

y =
4i

2(1 + i)
=

2i(1− i)

(1 + i)(1− i)
= 1 + i.

Òåïåð x = 1 + i · (1 + i) = i. Òàêèì ÷èíîì, x = i, y = 1 + i.

Çàäà÷à 4. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ z2 − (2 + i)z − 1 + 7i = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ëiâà ÷àñòèíà çàäàíîãî â óìîâi ðiâíÿííÿ ¹ êâàäðà-
òíèì òðè÷ëåíîì âiä íåâiäîìî¨ z ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Òîìó
ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ áóäåìî øóêàòè àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó
êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äèñêðèìiíàíò êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà

D = (2 + i)2 − 4 · 1 · (−1 + 7i) = 7− 24i.
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Äàëi, çíàéäåìî êâàäðàòíi êîðåíi äèñêðèìiíàíòà D. Íåõàé x + iy �
áóäü-ÿêèé iç öèõ êîðåíiâ, çàïèñàíèé â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi (x, y ∈ R).
Òîäi (x+ iy)2 = D. Çâiäñè (x2 − y2) + 2xyi = 7− 24i. Îòæå,{

x2 − y2 = 7,
2xy = −24. (11)

Iç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11) ñëiäó¹, ùî y ̸= 0, à òîìó x = − 12
y .

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíå çíà÷åííÿ äëÿ íåâiäîìî¨ x ó ïåðøå ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî 144

y2 − y2 = 7. Çâiäñè y4 + 7y2 − 144 = 0. Çà
òåîðåìîþ Âi¹òà y2 = 9 àáî y2 = −16. Îñêiëüêè y � äiéñíå ÷èñëî, òî
y2 = 9, à òîìó y = 3 àáî y = −3. Ó âèïàäêó y = 3, îäåðæèìî, ùî
x = −4. ßêùî æ y = −3, òîäi x = 4. Òàêèì ÷èíîì

√
D = {4 − 3i,

−4 + 3i}.
Òîäi ðîçâ'ÿçêàìè çàäàíîãî â óìîâi êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ÷èñëà

z1 =
(2 + i) + (4− 3i)

2
= 3− i, z2 =

(2 + i) + (−4 + 3i)

2
= −1 + 2i.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Îá÷èñëèòè âèðàçè:

à) (4 + 2i)(1− i) + (5 + 2i)(3− 5i); ã) (3+i)(4−3i)
1+2i ;

á) (5− 3i)(2 + i) + (−1 + i)(8 + 3i); ä) (3−i)(1−4i)
2−i ;

â) (7− 2i)(3 + 4i) + (3 + i)(1 + 2i); å) (1+3i)(8−i)
(2+i)2 .

2. Îá÷èñëèòè i77; i98; in, äå n � öiëå ÷èñëî.

3. Äîâåñòè ðiâíîñòi:

à) (1 + i)8n = 24n (n ∈ Z); á) (1 + i)4n = (−1)n22n (n ∈ Z).

4. Çíàéòè äiéñíi ÷èñëà x i y, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ:

à) (2 + i)x+ (1 + 2i)y = 1− 4i;

á) (3 + 2i)x+ (1 + 3i)y = 4− 9i.

5. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

à)
{

(3− i)x + (4 + 2i)y = 2 + 6i,
(4 + 2i)x − (2 + 3i)y = 5 + 4i;
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á)
{

(2 + i)x + (2− i)y = 6,
(3 + 2i)x + (3− 2i)y = 8;

â)
 x+ iy − 2z = 10,

x− y + 2iz = 20,
ix+ 3iy − (1 + i)z = 30.

6. Íåõàé γ ∈ C i
√
γ � êîìïëåêñíå ÷èñëî òàêå, ùî (

√
γ)2 = γ.

Îá÷èñëèòè:
à)
√
2i; á)

√
−15 + 8i; â)

√
−3− 4i; ã)

√
−11 + 60i;

ä) 4
√
−1; å)

√
8 + 6i; ¹)

√
1− i

√
3; æ) 4

√
2− i

√
12.

7. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) x2 − (2 + i)x− 1 + 7i = 0;

á) x2 − (3− 2i)x+ 5− 5i = 0;

â) (2 + i)x2 − (5− i)x+ 2− 2i = 0;

ã) (1− i)x2 − (2− 16i)x− 23− 39i = 0.

8. Äîâåñòè, ùî
à) êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ äiéñíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè z̄ = z;
á) êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹ ÷èñòî óÿâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

z̄ = −z.
9. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë x, y

à) x+ y = x+y; á) x · y = x ·y; â) −x = −x; ã) y−1 = (y)−1 (y ̸= 0).

10. Çíàéòè âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî ¹ ñïðÿæåíèìè äî ñâîãî êâà-
äðàòó.

11. Çîáðàçèòè íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi òî÷êè, ùî âiäïîâiäàþòü
÷èñëàì

5, −2, −3i, ±1±
√
3i.

12. Çíàéòè êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî âiäïîâiäàþòü

à) âåðøèíàì êâàäðàòó ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, çi ñòîðî-
íàìè äîâæèíîþ 1, ÿêi ïàðàëåëüíi îñÿì êîîðäèíàò;

á) âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò, çi ñòîðîíîþ, ùî ïàðàëåëüíà îñi îðäèíàò, âåðøèíîþ íà âiä'¹ì-
íié äiéñíié ïiâîñi i ðàäióñîì îïèñàíîãî êîëà, ùî äîðiâíþ¹ 1.

13. ßê ðîçìiùåíi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi òî÷êè, ùî âiäïîâiäà-
þòü êîìïëåêñíèì ÷èñëàì x, y, z, äëÿ ÿêèõ

x+ y + z = 0, xx̄ = yȳ = zz̄ ̸= 0.
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� 3. Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ i äîáóâàííÿ êîðåíiâ ç
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Íåõàé êîìïëåêñíå ÷èñëî γ = a + bi ̸= 0 çîáðàæó¹òüñÿ âåêòîðîì
−→
OA

ç êîîðäèíàòàìè (a, b) (ðèñ. 5). Ïîçíà÷èìî ìîäóëü âåêòîðà
−→
OA ÷åðåç

r, à êóò, ÿêèé âií óòâîðþ¹ ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñi Ox, � ÷åðåç φ.
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Ðèñ. 5.

Òîäi
a = r cosφ, b = r sinφ (1)

i êîìïëåêñíå ÷èñëî γ = a + bi ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

γ = a+ bi = r cosφ+ (r sinφ)i =

= r(cosφ+ i sinφ). (2)

Iç ôîðìóë (1) âèïëèâà¹, ùî r =
√
a2 + b2, à

âåëè÷èíà êóòà φ âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâ

cosφ =
a√

a2 + b2
, sinφ =

b√
a2 + b2

. (3)

Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ ó âèãëÿäi r(cosφ + i sinφ), äå r �
íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî, à φ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, íàçèâà¹òüñÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ çàïèñó öüîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Äiéñíå
÷èñëî r íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ i ïîçíà÷à¹òüñÿ
|γ|, à ÷èñëî φ � àðãóìåíòîì ÷èñëà γ. Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
γ ïîçíà÷à¹òüñÿ arg γ.

ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ìîäóëü éîãî ¹ äî-
äàòíèì äiéñíèì ÷èñëîì; ÿêùî æ γ = a + bi = 0, òî é ìîäóëü éîãî
äîðiâíþ¹ íóëþ. Ìîäóëü áóäü ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî.

ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî γ = a + bi íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî éîãî
àðãóìåíò âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè (3) ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëà, êðàòíîãî
2π. ßêùî æ γ = 0, òî àðãóìåíò éîãî íå âèçíà÷åíî.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë γ1 = r1(cosφ1 +
+ i sinφ1), γ2 = r2(cosφ2 + i sinφ2), çàïèñàíèõ ó òðèãîíîìåòðè÷íié
ôîðìi, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

γ1 · γ2 = r1r2[cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)]. (4)

Òîáòî ìîäóëü äîáóòêó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìîäó-
ëiâ ñïiâìíîæíèêiâ; àðãóìåíò äîáóòêó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹
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ñóìi àðãóìåíòiâ ñïiâìíîæíèêiâ (ç òî÷íiñòþ äî äîäàíêó êðàòíî-
ãî 2π).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé γ1 i γ2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà, çàïèñàíi
ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi:

γ1 = r1(cosφ1 + i sinφ1), γ2 = r2(cosφ2 + i sinφ2).

Ïåðåìíîæèìî öi ÷èñëà

γ1 · γ2 = [r1(cosφ1 + i sinφ1)] · [r2(cosφ2 + i sinφ2)] =

= r1r2(cosφ1 cosφ2 + i cosφ1 sinφ2 + i sinφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2)=

= r1r2([cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2] + i[cosφ1 sinφ2 + sinφ1 cosφ2]),

òîáòî

γ1 · γ2 = r1r2[cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)]. (5)

Ñïiââiäíîøåííÿ (5) ¹ çàïèñîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ1γ2 ó òðè-
ãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, r1r2 � ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà γ1γ2, à
φ1 + φ2 � àðãóìåíòîì öüîãî ÷èñëà. Îòæå, |γ1γ2| = r1r2, arg(γ1γ2) =
= φ1 + φ2, àáî

|γ1γ2| = |γ1| · |γ2|, arg(γ1γ2) = arg γ1 + arg γ2.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàâæäè, êîëè éäåòüñÿ ïðî ðiâíiñòü àðãóìåíòiâ êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë, öþ ðiâíiñòü ðîçóìiþòü ç òî÷íiñòþ äî äîäàíêà êðà-
òíîãî 2π.

Ïîäiáíi ïðàâèëà ìàþòü ìiñöå i äëÿ ÷àñòêè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë γ1 = r1(cosφ1 +
+ i sinφ1), γ2 = r2(cosφ2 + i sinφ2), çàïèñàíèõ ó òðèãîíîìåòðè÷íié
ôîðìi,

γ1
γ2

=
r1
r2

(
cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)

)
. (6)

Òîáòî ìîäóëü ÷àñòêè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ ÷àñòöi ìî-
äóëiâ äiëåíîãî i äiëüíèêà, à àðãóìåíò ÷àñòêè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë äîðiâíþ¹ ðiçíèöi àðãóìåíòiâ äiëåíîãî i äiëüíèêà (ç òî÷íiñòþ äî
äîäàíêó êðàòíîãî 2π).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé γ1 i γ2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà, çàïèñàíi
ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi:

γ1 = r1(cosφ1 + i sinφ1), γ2 = r2(cosφ2 + i sinφ2)
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i γ2 ̸= 0. Ïîäiëèìî γ1 íà γ2

γ1
γ2

=
r1(cosφ1 + i sinφ1)

r2(cosφ2 + i sinφ2)
=

r1(cosφ1 + i sinφ1)(cosφ2 − i sinφ2)

r2(cos2 φ2 − i2 sin2 φ2)
=

=
r1
r2

(cosφ1 cosφ2 − i cosφ1 sinφ2 + i sinφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2) =

=
r1
r2

(
(cosφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2) + i(cosφ1 sinφ2 − sinφ1 cosφ2)

)
=

=
r1
r2

(
cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)

)
.

Îòæå, ∣∣∣∣ γ1γ2
∣∣∣∣ = |γ1||γ2| , arg

(
γ1
γ2

)
= arg γ1 − arg γ2.
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φ1 + φ2

γ1
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γ1 · γ2

|γ1|·|γ2|

Ðèñ. 6.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìíîæåííÿ i äi-
ëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèÿñíÿ¹òüñÿ
òåïåð áåç âåëèêèõ òðóäíîùiâ. Äiéñíî,
âåêòîð, ùî çîáðàæà¹ äîáóòîê (÷àñòêó)
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë γ1 i γ2, îäåðæèìî â
ðåçóëüòàòi ïîâîðîòó ïðîòè (çà) ãîäèííè-
êîâî¨ ñòðiëêè âåêòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ ÷è-
ñëó γ1, íà êóò φ2 i ðîçòÿãîì (ñòèñêîì)
éîãî â |γ2| ðàç (äèâ. ðèñ. 6). Ïåâíî, ùî
îñòàííþ îïåðàöiþ ïîòðiáíî ïðîâîäèòè ó
âèïàäêó |γ2| > 1. Êîëè æ |γ2| < 1, òîäi
ïîòðiáíî ñòèñêàòè (ðîçòÿãíóòè) âåêòîð
γ1 â |γ2| ðàç.

ßê íàñëiäîê iç ôîðìóëè (6) îäåðæèìî, ùî äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷è-
ñëà γ = r(cosφ+ i sinφ) ̸= 0 îáåðíåíèì ¹ ÷èñëî

γ−1 = r−1(cos(−φ) + i sin(−φ)), (7)

òîáòî |γ−1| = |γ|−1, arg(γ−1) = −arg γ.
Ïiäíåñåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äî öiëîãî ñòåïåíÿ. Àñîöi-

àòèâíèé çàêîí ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äà¹ çìîãó ââåñòè ïîíÿ-
òòÿ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà1. Íåõàé n � äîâiëüíå

1ßêùî äàíî n êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó äåÿêîìó ïîðÿäêó: γ1, γ2, . . . ,
γn, òî ìîæíà êiëüêîìà ñïîñîáàìè ðîçñòàâèòè äóæêè, ÿêi âêàçèâàòèìóòü ïîðÿäîê
ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íàä öèìè ÷èñëàìè. Iç àñîöiàòèâíî¨
âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ñëiäó¹, ùî ðåçóëüòàò ïîñëiäîâ-
íîãî âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íàä äàíèìè n ÷èñëàìè íå çàëåæèòü âiä ñïîñî-
áó ðîçñòàâëåííÿ äóæîê (äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó äèâ. íàïðèêëàä [2], ðîçä. IV, �4).
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íàòóðàëüíå ÷èñëî. n-ì ñòåïåíåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α íàçèâà¹òüñÿ
êîìïëåêñíå ÷èñëî ω, ÿêå îäåðæó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷èñëà
α ñàìîãî íà ñåáå n ðàç, òîáòî

ω = α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
n ìíîæíèêiâ

.

Ïîçíà÷àþòü n-é ñòåïiíü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α ñèìâîëîì αn. Ïðè
öüîìó ÷èñëî α íàçèâàþòü îñíîâîþ ñòåïåíÿ, à íàòóðàëüíå ÷èñëî n �
ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ. Ïîíÿòòÿ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ ìîæíà ðîçøè-
ðèòè äî ïîíÿòòÿ öiëîãî ñòåïåíÿ. Çà îçíà÷åííÿì

α0 = 1, α−n =
(
α−1

)n
, α ∈ C \ {0}, n ∈ N.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë α i β
òà äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë m i n ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

αm · αn = αm+n, (8)

(αm)
n
= αmn, (9)

αm · βm = (αβ)m. (10)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α � äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî, m i n � äî-
âiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi áåçïîñåðåäíüî iç îçíà÷åííÿ íàòóðàëü-
íîãî ñòåïåíÿ i àñîöiàòèâíîãî çàêîíó ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
ñëiäóþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi

αm · αn = (α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
m ðàç

) · (α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
n ðàç

) = α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
m+n ðàç

= αm+n.

Ó âèïàäêó, êîëè m = 0 àáî n = 0 i α ̸= 0 ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíî-
ñòi (8) î÷åâèäíà.

ßêùîm i n� öiëi âiä'¹ìíi ÷èñëà i α ̸= 0, òî çà îçíà÷åííÿì ñòåïåíÿ
i iç äîâåäåíîãî ðàíiøå ìà¹ìî:

αm · αn =
(
α−1

)−m ·
(
α−1

)−n
=
(
α−1

)−m−n
= αm+n.

Íàðåøòi, äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (8) ó âèïàäêó, êîëè
îäíå iç ÷èñåëm àáî n ¹ íàòóðàëüíèì, à iíøå öiëèì âiä'¹ìíèì ÷èñëîì.
Íåõàé m > 0, n < 0 i m > |n| (|n| = −n). Òîäi

αm · αn = αm ·
(
α−1

)−n
= (α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸

m ðàç

) · (α−1 · α−1 · · ·α−1︸ ︷︷ ︸
−n ðàç

) =

= ( α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
m−(−n) ðàç

) · (α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
−n ðàç

·α−1 · α−1 · · ·α−1︸ ︷︷ ︸
−n ðàç

) = α · α · · ·α︸ ︷︷ ︸
m+n ðàç

= αm+n.
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Iíøi âèïàäêè äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.
Òàêèì ÷èíîì ðiâíiñòü (8) äîâåäåíà äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë m

i n.
Äîâåäåííÿ æ ðiâíîñòåé (9) i (10) àíàëîãi÷íi äîâåäåííþ ïîïåðå-

äíüî¨ ðiâíîñòi. Âîíè âèìàãàþòü íåñêëàäíèõ òåõíi÷íèõ îá÷èñëåíü i
òîìó çàëèøà¹ìî ¨õ ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó. Ñëiä çàóâàæè-
òè, ùî äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (10) îêðiì àñîöiàòèâíî¨ âëàñòèâîñòi
ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè ùå é êîìóòàòèâíó âëàñòèâiñòü ìíîæåííÿ êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α = r(cosφ +
+ i sinφ), çàïèñàíîãî â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, òà äîâiëüíîãî öi-
ëîãî ÷èñëà n ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

αn = rn(cosnφ+ i sinnφ), (11)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ìóàâðà.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî
ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè (11) äëÿ íàòóðàëüíèõ n. Ïðè n = 1ôîðìóëà
(11), î÷åâèäíî, ïðàâèëüíà. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà ñïðàâåäëèâà äëÿ
äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ìåíøîãî çà äàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî
n. Òîäi

[r(cosφ+ i sinφ)]n = [r(cosφ+ i sinφ)] · [r(cosφ+ i sinφ)]n−1 =

= [r(cosφ+ i sinφ)] · [rn−1(cos(n− 1)φ+ i sin(n− 1)φ)] =

= rn(cosnφ+ i sinnφ),

òîáòî ôîðìóëà (11) ñïðàâåäëèâà i äëÿ ïîêàçíèêà n. Îòæå, çà ïðèí-
öèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âîíà ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî ïîêàçíèêà n.

Ïðèïóñòèìî, ùî n � öiëå âiä'¹ìíå ÷èñëî. Òîäi −n ¹ íàòóðàëüíèì
÷èñëîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (7), (9) i ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè
(11) äëÿ íàòóðàëüíèõ ïîêàçíèêiâ, ìà¹ìî:

[r(cosφ+ i sinφ)]n =
[
[r(cosφ+ i sinφ)]−1

]−n
=

=
[
r−1(cos(−φ) + i sin(−φ))

]−n
=

=
[
r−1
]−n

(cos(−n)(−φ) + i sin(−n)(−φ)) = rn(cosnφ+ i sinnφ).

Îòæå, i ïðè áóäü-ÿêîìó öiëîìó âiä'¹ìíîìó ïîêàçíèêó ôîðìóëà
(11) ¹ ïðàâèëüíîþ.
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Ïðè n = 0 ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè (11) î÷åâèäíà. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Íåõàé n � äîâiëü-
íå íàòóðàëüíå ÷èñëî, α � äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Êîðåíåì n-ãî
ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α íàçèâà¹òüñÿ òàêå êîìïëåêñíå ÷èñëî β, n-èé ñòåïiíü
ÿêîãî äîðiâíþ¹ α, òîáòî βn = α. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà α ïîçíà÷àòèìåìî n

√
α. Íàïðèêëàä, êîìïëåêñíi ÷èñëà 1, −1, i,

−i ¹ êîðåíÿìè 4-ãî ñòåïåíÿ ç 1. Òîáòî 4
√
1 = 1 àáî 4

√
1 = −1, àáî

4
√
1 = i, àáî 4

√
1 = −i.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî a � äîâiëüíå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, òî
ñèìâîëîì n

√
a ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ àðèôìåòè÷íèé êîðiíü n-ãî ñòå-

ïåíÿ ç ÷èñëà a. Òîìó íàäàëi ó âèïàäêó ìîæëèâîãî íåîäíîçíà÷íîãî
òðàêòóâàííÿ â êîíòåêñòi ñèìâîëó n

√
a, ìè áóäåìî âêàçóâàòè íà éîãî

çíà÷åííÿ.

Çàóâàæåííÿ 2. Îñêiëüêè êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà α ìîæå iñíóâàòè äåêiëüêà, òî ñèìâîëîì n

√
α iíêîëè ïîçíà÷àþòü

ìíîæèíó âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α.

Òåîðåìà 5. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α
òà äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ òî÷íî n ðiçíèõ êîðåíiâ
n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α. Ïðè÷îìó, ÿêùî r(cosφ+ i sinφ) � òðèãîíî-
ìåòðè÷íà ôîðìà ÷èñëà α, òîäi

n
√
α = n

√
r
(
cos φ+2πk

n + i sin φ+2πk
n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1, (12)

äå n
√
r � àðèôìåòè÷íèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà r.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α = r(cosφ+i sinφ) � òðèãîíîìåòðè÷íà ôîð-
ìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α i n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ïðèïó-
ñòèìî, ñïî÷àòêó, ùî êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α iñíó¹ i äîðiâíþ¹
ρ(cos θ + i sin θ). Òîäi iç îçíà÷åííÿ êîðåíÿ âèïëèâà¹, ùî

[ρ(cos θ + i sin θ)]n = r(cosφ+ i sinφ).

Îäíàê, çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà,

[ρ(cos θ + i sin θ)]n = ρn(cosnθ + i sinnθ).

Îòæå,
ρn(cosnθ + i sinnθ) = r(cosφ+ i sinφ). (13)

Âiäîìî, ùî äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ðiâíi ¨õíi ìîäóëi, à àðãóìåíòè àáî ðiâíi, àáî âiäðiçíÿþòüñÿ äîäàíêîì,
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êðàòíèì 2π. Òîìó iç ðiâíîñòi (13) âèïëèâà¹, ùî

ρn = r, nθ = φ+ 2πk,

äå k � äåÿêå öiëå ÷èñëî. Çâiäñè,

ρ = n
√
r, θ =

φ+ 2πk

n
,

äå n
√
r � àðèôìåòè÷íèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äiéñíîãî äîäàòíîãî

÷èñëà r. Íàâïàêè, äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî k n-é ñòåïiíü ÷èñëà

n
√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
äîðiâíþ¹ r(cosφ+ i sinφ) = α. Öèì ñàìå äîâåäåíî iñíóâàííÿ êîðåíÿ
n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α.

Òàêèì ÷èíîì,

n
√
α = n

√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, (14)

äå k � äåÿêå öiëå ÷èñëî.
Ïîêàæåìî, òåïåð, ùî iñíó¹ òiëüêè n ðiçíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ

ç íåíóëüîâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α. Íåõàé l � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî.
Ïîäiëèìî l íà n ç îñòà÷åþ, òîáòî ïðåäñòàâèìî ÷èñëî l ó âèãëÿäi
l = nq+ s, äå q i s � öiëi ÷èñëà, ïðè÷îìó s ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}. Òîäi

φ+ 2πl

n
=

φ+ 2π(qn+ s)

n
=

φ+ 2πs

n
+ 2πq,

òîáòî çíà÷åííÿ àðãóìåíòó êîðåíÿ (14) ïðè k = l âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
çíà÷åííÿ àðãóìåíòó ïðè k = s íà ÷èñëî, êðàòíå 2π, à öå îçíà÷à¹, ùî
êîðåíi ïðè öèõ çíà÷åííÿõ k ñïiâïàäàþòü.

Ç iíøîãî áîêó, íàäàþ÷è k ó ôîðìóëi (14) çíà÷åííÿ 0, 1, 2, . . . ,
n − 1, îäåðæèìî n ðiçíèõ çíà÷åíü êîðåíÿ, áî ïðè l, s ∈ {0, 1, . . . ,
n− 1} i l ̸= s

φ+ 2πl

n
− φ+ 2πs

n
=

2π(l − s)

n
̸= 2πt,

äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà t.
Îòæå,

n
√
r

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
,

äå k ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ 0, 1, 2, . . . , n − 1, � öå âñi n êîðåíiâ n-ãî
ñòåïåíÿ iç ÷èñëà α. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Êîðåíi ç îäèíèöi. Iç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

n
√
1 = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
(k = 0, 1, 2, . . . , n− 1). (15)

Äiéñíî, äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ ó öüîìó äîñèòü ó ôîðìóëi (12)
ïîêëàñòè r = 1 i φ = 0, îñêiëüêè ÷èñëî 1 ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi
çàïèñó¹òüñÿ òàê:

1 = cos 0 + i sin 0.

Òåîðåìà 6. Íåõàé ε0, ε1, . . . , εn−1 � âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi, β � äåÿêèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α.
Òîäi βε0, βε1, . . . , βεn−1 � âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, òî äëÿ
äîâiëüíîãî k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}

(βεk)
n = βnεnk = α · 1 = α.

Îòæå, βεk ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç α.
Äàëi, î÷åâèäíî, ùî ïðè l, s ∈ {0, 1, . . . , n− 1} i l ̸= s

βεl ̸= βεs.

Îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìè á îäåðæàëè, ùî εl = εs, à öå
ñóïåðå÷èëî á óìîâi òåîðåìè.

Òàêèì ÷èíîì, βε0, βε1, . . . , βεn−1 � ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi n-ãî
ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α. �õ ¹ n, à òîìó ç òåîðåìè 5 ñëiäó¹, ùî öå âñi êîðåíi
n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà α.

Òåîðåìà 7. Äîáóòîê äâîõ êîðåíiâ n-ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ êîðåíåì
n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. ×èñëî îáåðíåíå äî êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Äîâiëüíèé ñòåïiíü êîðåíÿ
n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi òàêîæ ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïîñëiäîâíî âñi òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Íåõàé ε, η � êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, òîáòî εn = 1 i ηn = 1.

Òîäi (εη)n = εnηn = 1. Òîìó εη òàêîæ ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi.

Äàëi, iç ðiâíîñòi ε · ε−1 = 1 âèïëèâà¹, ùî

1 = (ε · ε−1)n = εn · (ε−1)n = 1 · (ε−1)n = (ε−1)n.

Òîáòî ε−1 ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.
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Íàðåøòi, íåõàé m � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî. Òîäi

(εm)
n
= εmn = (εn)m = 1m = 1.

Ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ÿê íàñëiäîê ñëiäó¹, ùî âñÿêèé êîðiíü n-ãî

ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ òàêîæ êîðåíåì m-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi äëÿ äî-
âiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m êðàòíîãî n. Ó ñâîþ ÷åðãó, çâiäñè âè-
ïëèâà¹, ùî ñåðåä êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ìîæóòü iñíóâàòè êîðåíi k-ãî
ñòåïåíÿ, äëÿ äåÿêîãî k ùî äiëèòü n. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi
íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi , ÿêùî âií íå
¹ êîðåíåìm-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
m ìåíøîãî n. Òàêi êîðåíi iñíóþòü, íàïðèêëàä, ε1 = cos 2π

n + i sin 2π
n

¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Òåîðåìà 8. Íåõàé ε ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Êîðiíü
ε ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè éîãî ñòåïåíi ε0, ε1, . . . εn−1 � ïîïàðíî ðiçíi, òîáòî íèìè
âè÷åðïóþòüñÿ âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, ñïî÷àòêó, ε ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïå-
íÿ ç îäèíèöi. Ïîêàæåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî âñi, âêàçàíi â óìîâi
òåîðåìè, ñòåïåíi ε ïîïàðíî ðiçíi. Ïðèïóñòèìî, ùî

εk = εl (16)

äëÿ äåÿêèõ k, l ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} òàêèõ, ùî k ̸= l. Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî k > l. Òîäi ïîìíîæèâøè ëiâó i ïðàâó
÷àñòèíè ðiâíîñòi (16) íà ε−l îäåðæèìî, ùî

εk−l = 1.

Îñêiëüêè 1 ≤ k− l ≤ n− 1, òî ε íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

Íàâïàêè, ÿêùî âñi ñòåïåíi ε0, ε1, ε2, . . . εn−1 êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi ε ïîïàðíî ðiçíi, òî

ε1 ̸= ε0 = 1, ε2 ̸= ε0 = 1, . . . , εn−1 ̸= ε0 = 1.

Öå îçíà÷à¹, ùî ε ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Ïðèâåäåìî ùå îäíó îçíàêó ïåðâiñíîãî êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäè-
íèöi.
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Òåîðåìà 9. Íåõàé ε ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,
à k � äåÿêèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. ×èñëî εk ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì
n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k i n âçà¹ìíî ïðîñòi
÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òåîðåìè, òîáòî ε ¹ ïåðâi-
ñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Äîâåäåìî, ñïî÷àòêó, íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî εk ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë n òà k. Íàì
ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî d = 1. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé d ̸= 1,
òîáòî d > 1.

Îñêiëüêè d ¹ äiëüíèêîì ÷èñåë n i k, òî n = dn′, k = dk′ äëÿ äåÿêèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n′ i k′, ïðè÷îìó n′ < n. Îá÷èñëèìî

(εk)n
′
= εkn

′
= ε(k

′d)n′
= εk

′(dn′) = εk
′n = (εn)k

′
= 1.

Òàêèì ÷èíîì, εk âèÿâèâñÿ òàêîæ êîðåíåì n′-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, äå
n′ < n. À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî εk ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi. Òîáòî íàøå ïðèïóùåííÿ, ùî d ̸= 1, ¹ íåïðàâèëüíèì. Îòæå,
íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Àíàëîãi÷íî, ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî äîâåäåìî òåïåð äîñòàò-
íiñòü. Íåõàé k i n âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà i ïðèïóñòèìî, ùî εk ¹ êîðåíåì
m-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, äå 1 ≤ m < n. Òîäi

(εk)m = εkm = 1. (17)

Ïîäiëèìî km íà n ç îñòà÷åþ: km = nq+r, äå q i r � äåÿêi öiëi ÷èñëà,
ïðè÷îìó 0 ≤ r ≤ n− 1. Iç ðiâíîñòi (17) ìà¹ìî

1 = εkm = εnq+r = εnqεr = (εn)qεr = εr.

Îñêiëüêè ε ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, òî çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî r = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî äîáóòîê km äiëèòüñÿ íà n. Âðà-
õîâóþ÷è, ùî ÷èñëà k i n âçà¹ìíî ïðîñòi, îäåðæèìî, ùî m äiëèòüñÿ
íà n. À öå ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi 1 ≤ m < n. Çíîâó æ òàêè íàøå
ïðèïóùåííÿ, ùî εk íå ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi
íåïðàâèëüíå. Òåîðåìó äîâåäåíî.

ßê íàñëiäîê iç îñòàííiõ äâîõ òåîðåì ñëiäó¹, ùî ÷èñëî ïåðâiñíèõ
êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi äîðiâíþ¹ ÷èñëó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
ìåíøèõ çà n i âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n. Öå ÷èñëî ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëîì
φ(n), à âiäïîâiäíiñòü, ÿêà êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñòàâèòü
÷èñëî φ(n) íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Åéëåðà.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Çíàéòè òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
−1 + i.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ìîäóëü ÷èñëà −1 + i:

| − 1 + i| =
√
(−1)2 + 12 =

√
2.

Äàëi, ÿêùî φ = arg(−1 + i), òî cosφ = − 1√
2
, sinφ = 1√

2
. Çâiäñè φ =

= 3π
4 +2πk, äå k ∈ Z. Îòæå,

√
2(cos 3π

4 + i sin 3π
4 ) � òðèãîíîìåòðè÷íà

ôîðìà ÷èñëà −1 + i.

Çàäà÷à 2. Îá÷èñëèòè (1−
√
3i)−8.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðåäñòàâèìî êîìïëåêñíå ÷èñëî z = 1−
√
3i â òðè-

ãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Àíàëîãi÷íî ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ìî-
æíà ïîêàçàòè, ùî

z = 2
(
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

))
.

Äàëi, çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà

(1−
√
3i)−8 =

(
2
(
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)))−8
=

=2−8
(
cos 8π

3 + i sin 8π
3

)
= 1

256

(
cos 2π

3 + i sin 2π
3

)
= − 1

512 +
√
3

512 i.

Çàäà÷à 3. Ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíiâ âiä sinx i cosx
ôóíêöiþ cos 5x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèðàç (cosx + i sinx)5. Çãiäíî ç ôîð-
ìóëîþ Ìóàâðà (cosx+ i sinx)5 = cos 5x+ i sin 5x. Ç iíøîãî áîêó, ñêî-
ðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà, ìà¹ìî

(cosx+ i sinx)5 = cos5 x+ 5 cos4 x · i sinx+ 10 cos3 x · i2 sin2 x+
+10 cos2 x · i3 sin3 x+ 5 cosx · i4 sin4 x+ i5 sin5 x =

= (cos5 x− 10 cos3 x sin2 x+ 5 cosx sin4 x)+

+(5 cos4 x sinx− 10 cos2 x sin3 x+ sin5 x)i.

Iç ðiâíîñòi ëiâèõ ÷àñòèí îäåðæàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ¨õ
ïðàâèõ ÷àñòèí. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè ðiâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
îäåðæó¹ìî

cos 5x = cos5 x− 10 cos3 x sin2 x+ 5 cosx sin4 x.
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Çàäà÷à 4. Îá÷èñëèòè 9

√
−1 + i

1−
√
3i
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíiõ ïðèêëà-
äiâ i òåîðåìîþ 2, îòðèìà¹ìî, ùî

−1 + i

1−
√
3i

=

√
2(cos 3π

4 + i sin 3π
4 )

2
(
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)) =

=
√
2
2

(
cos
(
3π
4 + π

3

)
+ i sin

(
3π
4 + π

3

))
= 1√

2

(
cos 13π

12 + i sin 13π
12

)
.

Òåïåð iç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî

9

√
−1 + i

1−
√
3i

= 1
18√2

(
cos

13π
2 +2πk

9 + i sin
13π
2 +2πk

9

)
=

= 1
18√2

(
cos
(
13+4k

18 π
)
+ i sin

(
13+4k

18 π
))

,

äå k ∈ {0, 1, . . . , 8}.

Çàäà÷à 5. Âèïèñàòè âñi êîðåíi øîñòîãî ñòåïåíÿ ç 1. Âêàçàòè, ÿêi
ç íèõ ¹ ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè øîñòîãî ñòåïåíÿ ç 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà ôîðìóëîþ (15) âñi øiñòü êîðåíiâ øîñòîãî ñòå-
ïåíÿ iç 1 âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè ÷èñëàìè:

ε0 = cos 0 + i sin 0 = 1, ε1 = cos π
3 + i sin π

3 = 1
2 +

√
3
2 i,

ε2 = cos 2π
3 + i sin 2π

3 = −1
2 +

√
3
2 i, ε3 = cosπ + i sinπ = −1,

ε4 = cos 4π
3 + i sin 4π

3 = −1
2 −

√
3
2 i, ε5 = cos 5π

3 + i sin 5π
3 = 1

2 −
√
3
2 i.

Çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà

εk = εk1 (k = 0, 1, . . . , 5).

Îñêiëüêè ε1 � ïåðâiñíèé êîðiíü øîñòîãî ñòåïåíÿ iç 1, òî iç òåîðåìè 9
âèïëèâà¹, ùî εk (k ∈ {0, 1, . . . , 5}) ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì øîñòîãî ñòå-
ïåíÿ iç 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÷èñëà k i 6 âçà¹ìíî ïðîñòi. Ñåðåä
÷èñåë 0, 1, . . . , 5 òàêèìè ¹ 1, 5. Òàêèì ÷èíîì, ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè
øîñòîãî ñòåïåíÿ ç 1 ¹ ÷èñëà ε1 = 1

2 +
√
3
2 i òà ε5 = 1

2 −
√
3
2 i.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

à) −2; á) 1 + i; â)
√
3− i; ä)

√
5−
√
5i; å) 2 +

√
3 + i;

¹) 5i; æ) 1− i; ç) 1 +
√
3i; è) 1 +

√
3
3 i; i) cosφ− i sinφ.

2. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) |z|+ z = 8 + 4i; á) |z| − z = 8 + 12i.

3. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêi âiä-
ïîâiäàþòü ÷èñëàì z, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

à) 1 ≤ |z| < 2; á) |z − 1− i| < 1; â) π
6 < Arg z ≤ π

3 ;

ã) |z − 2| ≤ 1; ä) 0 < Re iz < 1; å) |z − 1|+ |z − 1| = 3.

4. Îá÷èñëèòè âèðàçè:

à) (1 + i)100; á)
(√

3+i
1−i

)30
; â)

(
1−

√
3−i
2

)24
; ã) (2−

√
3 + i)12.

5. Äîâåñòè, ùî (
√
3− i)n = 2n

(
cos πn

6 − i sin πn
6

)
, äå n ∈ N.

6. Ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíiâ âiä sinx i cosx ôóíêöi¨:

à) sin 4x; á) cos 6x; â) sin 7x.

7. Îá÷èñëèòè ñóìè:

à) 1− C2
n + C4

n − C6
n + · · · ; á) C1

n − C3
n + C5

n − C7
n + · · · .

8. Âèïèñàòè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi âñi êîðåíi:

à) 10

√
512(1−

√
3i); á) 6

√
1−i√
3+i

.

9. Âèïèñàòè â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi âñi êîðåíi:

à) 3
√
i; á) 4

√
8
√
3i− 8; â) 4

√
−72(1− i

√
3); ã)

√
2− 2i;

ä) 4
√
−4; å) 3

√
8+24i
3−i ; ¹) 3

√
27−54i
2+i ; æ) 4

√
− 18

1+i
√
3
.

10. Çíàéòè äâîìà ñïîñîáàìè êîðåíi ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ ç 1, âèðàçèòè
â ðàäèêàëàõ:

à) cos 2π
5 ; á) sin 2π

5 ; â) cos 4π
5 ; ã) sin 4π

5 .

11. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) (z + 1)n − (z − 1)n = 0; á) (z + i)n − (z − i)n = 0 (n ∈ N).
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12. Âèïèñàòè âñi êîðåíi ç 1 ñòåïåíÿ:

à) 3; á) 4; â) 8; ã) 12.

13. Âèïèñàòè âñi ïåðâiñíi êîðåíi ç 1 ñòåïåíÿ:

à) 3; á) 4; â) 8; ã) 12.

14. Äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ à) 16-ãî; á) 24-ãî ñòåïåíÿ ç 1 âêàçàòè,
ïåðâiñíèì êîðåíåì ÿêîãî ñòåïåíÿ âií ¹.

15. Çíàéòè ñóìó âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

16. Íåõàé ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2n ç 1. Îá÷èñëèòè ñóìó
1 + ε+ ε2 + · · · εn−1.

17. Çíàéòè ñóìó k-õ ñòåïåíiâ âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

18. Îá÷èñëèòè ñóìó âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ à) 16-ãî; á) 24-ãî ñòå-
ïåíÿ ç 1.

19. Íåõàé k i l � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ε � ïåðâiñíèé
êîðiíü k-ãî ñòåïåíÿ ç 1, à ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü l-ãî ñòåïåíÿ ç 1.
Äîâåñòè, ùî εξ � ïåðâiñíèé êîðiíü kl-ãî ñòåïåíÿ ç 1.

20. Íåõàé φ : N→ N � ôóíêöiÿ Åéëåðà. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëü-
íèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë k i l ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü φ(kl)=φ(k)φ(l).

21. Äîâåñòè, ùî ÿêùî n = pk1
1 pk2

2 · · · pks
s , äå p1, p2, . . . , ps � ðiçíi

ïðîñòi ÷èñëà, òî

φ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(
1− 1

ps

)
.
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� 4. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ìåòîä �àóññà
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôó F � ìíîæèíà àáî ðàöiîíàëüíèõ, àáî
äiéñíèõ, àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïiä ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n
íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn íàä ìíîæèíîþ F áóäåìî ðîçóìiòè äåÿêó
âïîðÿäêîâàíó ñóêóïíiñòü ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . .

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

(1)

äå s, n � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, aij , bi (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . .
. . . , n) � äåÿêi ÷èñëà ìíîæèíè F . ×èñëî aij , ÿêå ñòî¨òü â i-ìó ðiâíÿí-
íi ïðè j-ìó íåâiäîìîìó xj íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì, ÷èñëî bi íàçè-
âà¹òüñÿ âiëüíèì ÷ëåíîì i-ãî ðiâíÿííÿ. Çâåðòà¹ìî óâàãó íà ïîäâié-
íó iíäåêñàöiþ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Íàïðèêëàä, êîåôiöi¹íò
a12 ñëiä ÷èòàòè ÿê "à-îäèí-äâà" , à íå "à-äâàíàäöÿòü". Â îñîáëèâèõ
âèïàäêàõ, êîëè çíà÷åííÿìè iíäåêñiâ áóäóòü äâî- i áiëüøå öèôðîâi
÷èñëà, ìè áóäåìî ðîçäiëÿòè iíäåêñè êîìîþ.

ßêùî âñi âiëüíi ÷ëåíè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþþòü íóëþ,
òî òàêà ñèñòåìà ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü.

Iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìèõ ìîæíà ñêëàñòè ïðÿìîêóòíó òàáëè-
öþ

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
as1 as2 · · · asn

 , (2)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ iç s ðÿäêiâ i n ñòîâïöiâ (ìàòðèöåþ ðîç-
ìiðíîñòi s × n àáî s × n-ìàòðèöåþ), à ñàìi ÷èñëà aij íàçèâàþòüñÿ
åëåìåíòàìè ìàòðèöi. ßêùî s = n, òî ìàòðèöÿ (2) íàçèâà¹òüñÿ êâà-
äðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n. Äiàãîíàëü öi¹¨ ìàòðèöi, ùî éäå ç ëi-
âîãî âåðõíüîãî äî ïðàâîãî íèæíüîãî êóòà (òîáòî, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
åëåìåíòiâ a11, a22, . . . , ann) íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ.

ÌàòðèöÿA íàçèâà¹òüñÿìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1).
s × (n + 1)-ìàòðèöÿ, ïåðøi n ñòîâïöi ÿêî¨ òàêi æ ÿê ó ìàòðèöi A, à
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îñòàííié ñêëàäà¹òüñÿ iç âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (1) íàçèâà¹òüñÿ ðîç-
øèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1).

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñèñòå-
ìà (âïîðÿäêîâàíèé íàáið) n ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn ìíîæèíè F , ùî
êîæíå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òîòîæíiñòü ïiñëÿ çà-
ìiíè â íüîìó íåâiäîìèõ xi âiäïîâiäíî ÷èñëàìè γi (i = 1, 2, . . . , n).

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ íåñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà íå
ìà¹ æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó i ñóìiñíîþ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, òîáòî
ÿêùî âîíà ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ òiëüêè îäèí ðîçâ'ÿçîê
i íåâèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ áiëüøå ÿê îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé íàì äàíî êðiì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ùå îäíó ñèñòåìó t ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè

a′11x1 + a′12x2 + · · ·+ a′1nxn = b′1,

a′21x1 + a′22x2 + · · ·+ a′2nxn = b′2,

. . . . . . . . . . . . . . . .

a′t1x1 + a′t2x2 + · · ·+ a′tnxn = b′t.

(3)

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i (3) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè,
ÿêùî âîíè àáî îáèäâi íåñóìiñíi, àáî ñóìiñíi i ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ
ñïiâïàäàþòü. Åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ ñèñòåì ðiâíÿíü (1) i (3) áóäåìî
ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì (1) ∼ (3).

Íåñêëàäíî äîâåñòè (çàëèøà¹ìî öå ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáî-
òó), ùî îçíà÷åíå âèùå ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1) äîâiëüíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíà ñàìà ñîái
(ðåôëåêñèâíà âëàñòèâiñòü);

2) ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü (3), òî ñèñòåìà (3) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (1)
(ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3) ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâ-
íÿíü (3), à öÿ â ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà äåÿêié ñèñòåìi ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü (∗), òî ñèñòåìà (1) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi (∗)
(òðàíçèòèâíà âëàñòèâiñòü).

Íåõàé ÷èñëî t ðiâíÿíü ñèñòåìè (3) äîðiâíþ¹ ÷èñëó s ðiâíÿíü ñè-
ñòåìè (1). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (3) îäåðæàíà iç ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü (1) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó
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(I), ÿêùî âñi ðiâíÿííÿ îáîõ ñèñòåì, êðiì i-ãî òà j-ãî ðiâíÿíü, îäíà-
êîâi, à i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) òàêå æ ÿê j-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3),
à j-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) ñïiâïàäà¹ ç j-èì ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3).
ßêùî æ â ñèñòåìi (3) âñi ðiâíÿííÿ, êðiì i-ãî, òi æ ñàìi, ùî i â (1), à
i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3) ìà¹ âèãëÿä

(ai1 + cak1)x1 + (ai2 + cak2)x2 + · · ·+ (ain + cakn)xn = bi + cbk,

äå k ∈ {1, 2, . . . , s} i k ̸= i, à c � äåÿêå ÷èñëî ç ìíîæèíè F , òî áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (3) îäåðæàíà iç ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II).

Òåîðåìà 1. ßêùî îäíà iç ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü îäåðæàíà iç
iíøî¨ øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó
(I) àáî òèïó (II), òî öi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Iç òðàíçèòèâíî¨ âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåì
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñëiäó¹, ùî òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè ó âèïàäêó, êîëè
îäíà iç ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü îäåðæàíà iç iíøî¨ øëÿõîì îäíîãî
åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Íåõàé γ1, γ2, . . . , γn � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü (1) i íåõàé ñèñòåìà ðiâíÿíü (3) îäåðæàíà iç ñèñòåìè (1) çà äî-
ïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (I). Òîäi γ1, γ2, . . . , γn ¹
òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3), îñêiëüêè âîíà ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ æå
ðiâíÿíü, ùî i ñèñòåìà (1), òiëüêè ïîìiíÿâñÿ ïîðÿäîê ¨õíüîãî çàïè-
ñó. Àíàëîãi÷íî, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòå-
ìè (1). Òîìó ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i (3)
ñïiâïàäàþòü. ßêùî æ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ íåñóìiñíîþ, òî
òàêîþ ¹ i ñèñòåìà ðiâíÿíü (3). Òîìó ùî çà ñêàçàíèì âèùå, ó ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó ìè á îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Íåõàé òåïåð ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3) îäåðæàíà iç ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II), òîá-
òî äî i-ãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) äîäàëè k-å ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíå íà
äåÿêå ÷èñëî c ∈ F , äå i, k ∈ {1, 2, . . . , s} é i ̸= k. Îñêiëüêè âñi ðiâíÿí-
íÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) êðiì i-ãî òi æ ñàìi, ùî i â ñèñòåìi ðiâíÿíü (1),
òî ñèñòåìà ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γn çàäîâîëüíÿ¹ öèì ðiâíÿííÿì ñèñòåìè
(3).

Äàëi, îá÷èñëèìî

(ai1 + cak1)γ1 + (ai2 + cak2)γ2 + · · ·+ (ain + cakn)γn =

= (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) + c(ak1γ1 + ak2γ2 + · · ·+ aknγn) =

= bi + cbk.
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñëiäó¹ iç òîãî, ùî γ1, γ2, . . . , γn çàäîâîëüíÿ¹ i-å òà
k-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), òîáòî

ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = bi,

ak1γ1 + ak2γ2 + · · ·+ aknγn = bk.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê γ1, γ2, . . . , γn ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) çàäî-
âîëüíÿ¹ òàêîæ i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3). Ç óñüîãî ñêàçàíîãî
ñëiäó¹, ùî γ1, γ2, . . . , γn ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (3).

Íåõàé òåïåð íàâïàêè γ1, γ2, . . . , γn ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3). Òîäi
ñèñòåìó (1) ìîæíà îòðèìàòè iç ñèñòåìè (3) çà äîïîìîãîþ åëåìåí-
òàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî äî i-ãî ðiâíÿííÿ
äàíî¨ ñèñòåìè äîäàòè k-å ïîìíîæåíå íà −c. Òîìó iç ïîïåðåäíiõ ìið-
êóâàíü âèïëèâà¹, ùî γ1, γ2, . . . , γn ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Çàëèøèëîñü âiäçíà÷èòè, ùî íåñóìiñíiñòü îäíi¹¨ ñèñòåìè òÿãíå çà
ñîáîþ íåñóìiñíiñòü iíøî¨, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìè îäåð-
æàëè á ñóïåðå÷íiñòü. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñïåöèôi÷íîãî âèãëÿ-
äó. Íàäàëi äîìîâèìîñÿ, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïåðøi k êîåôiöi¹íòiâ äå-
ÿêîãî i-ãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) äîðiâíþþòü íóëþ, äå k ∈ {1, 2, . . . ,
n− 1}, a aik+1 ̸= 0, òî öå ðiâíÿííÿ ïèñàòèìåìî ó âèãëÿäi

aik+1xk+1 + · · ·+ ainxn = bi.

ßêùî æ âñi êîåôiöi¹íòè ïðè íåâiäîìèõ i-ãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþþòü
íóëþ, òî ïèñàòèìåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

0 = bi.

Î÷åâèäíî, ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìiñòèòü ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó 0 = b, äå b ̸= 0, òî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.

Íàðåøòi, ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìiñèòü ðiâíÿííÿ âèãëÿ-
äó 0 = 0, òî äîìîâèìîñü éîãî íå ïèñàòè. Öå íå âïëèâà¹ íà ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, îñêiëüêè áóäü-ÿêèé âïîðÿä-
êîâàíèé íàáið ÷èñåë iç ìíîæèíè F ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
0 = 0.
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Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xn âèãëÿäó

c1k1xk1 + · · ·+ c1k2xk2 + · · ·+ c1krxkr + · · ·+ c1nxn = d1,

c2k2xk2 + · · ·+ c2krxkr + · · ·+ c2nxn = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

crkrxkr + · · ·+ crnxn = dr,

0 = dr+1,

. . . .

0 = ds,

(4)

äå r ≤ n, 1 ≤ k1 < k2 < . . . < kr, cjkj ̸= 0 (j = 1, 2, . . . , r), íàçè-
âà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Öÿ íàçâà
íå ¹ çàãàëüíîïðèéíÿòîþ: ïðî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4)
iíêîëè ãîâîðÿòü, ÿê ïðî ñèñòåìó ðiâíÿíü êâàçiòðèêóòíîãî, àáî òðà-
ïåöî¨äíîãî, àáî ñòóïií÷àòîãî âèãëÿäó.

Ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, íàïðèêëàä, ¹ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:
4x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 0,

9x2 + 7x3 + 3x4 = 8,
x3 − 4x4 = 1,

6x4 = 7;

{
−x1 + 2x2 + x3 − 5x4 = 1,

3x4 = 5;


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 =−4,

2x2 − 3x3 + 6x4 + 9x5 − 8x6 = 21,
x5 − 4x6 = 0,

0 = 15.

Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî ïåðøà iç âêàçàíèõ âèùå ñèñòåì ðiâíÿíü
¹ âèçíà÷åíîþ, äðóãà � íåâèçíà÷åíîþ, à òðåòÿ � íåñóìiñíîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îñíîâíó çàäà÷ó òåîði¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü �
çíàõîäæåííÿ ìíîæèí ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïî÷íåìî iç ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó ðiâíÿíü
c1k1xk1 + · · ·+ c1k2xk2 + · · ·+ c1krxkr + · · ·+ c1nxn = d1,

c2k2xk2 + · · ·+ c2krxkr + · · ·+ c2nxn = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

crkrxkr + · · ·+ crnxn = dr,

(5)



44

äå r ≤ n, 1 ≤ k1 < k2 < . . . < kr, cjkj ̸= 0 (j = 1, 2, . . . , r).
Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) ¹ ñóìiñíîþ, i âïîðÿäêîâàíèé
íàáið ÷èñåë χ1, χ2, . . . , χn ìíîæèíè F ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü. Òîäi

c1k1χk1 + · · ·+ c1k2χk2 + · · ·+ c1krχkr + · · ·+ c1nχn = d1,

c2k2χk2 + · · ·+ c2krχkr + · · ·+ c2nχn = d2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

crkr
χkr

+ · · ·+ crnχn = dr.

(6)

Îñêiëüêè crkr
̸= 0, òî iç îñòàííüî¨ iç ðiâíîñòåé (6) ñëiäó¹, ùî

χkr = c−1
rkr
· (dr − cr kr+1χkr+1 − · · · − crnχn), (7)

ÿêùî kr < n, i
χrn = c−1

rn · dr, (8)

ÿêùî kr = n. Îòæå, χkr âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç χkr+1, χkr+2, . . . , χn (ïðè
óìîâi kr < n), ïðè÷îìó χkr âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè ÷èñëàìè îäíîçíà÷íî.
Äàëi, àíàëîãi÷íî âðàõîâóþ÷è, ùî cr−1 kr−1 ̸= 0, ç ïåðåäîñòàííüî¨ iç
ðiâíîñòåé (6) ñëiäó¹, ùî

χkr−1 = c−1
r−1 kr−1

· (dr−1 − cr−1 kr−1+1χkr−1+1 − · · · − cr−1nχn). (9)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (9) çàìiñòü χkr çíà÷åííÿ ïðà-
âî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (7) (àáî (8) â çàëåæíîñòi kr < n ÷è kr = n), îäåð-
æèìî, ùî χkr−1 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëàìè χkr−1+1, χkr−1+2,
. . . , χkr−1, χkr+1, . . . , χn.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïiäíiìàþ÷èñü çíèçó äî âåðõó ïî ñè-
ñòåìi ðiâíîñòåé (6), âðåøòi ðåøò îäåðæèìî, ùî ÷èñëà χk1 , χk2 , . . . ,
χkr âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi iç ñèñòåìè ÷èñåë χ1, χ2, . . . , χn. Ïðè÷î-
ìó ÷èñëà χk1 , χk2 , . . . , χkr îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ íàáîðîì iíøèõ
÷èñåë iç ñèñòåìè ÷èñåë χ1, χ2, . . . , χn, ÿêà, íàãàäà¹ìî, ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5).

Íàçâåìî íåâiäîìi xk1 , xk2 , . . . , xkr ãîëîâíèìè íåâiäîìèìè ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), à iíøi íåâiäîìi, ÿêùî òàêi iñíóþòü, � âiëüíèìè.

Iç âèùå ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíi
çíà÷åííÿ i îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íåâiäîìèõ, çà âêàçàíèì
àëãîðèòìîì, ìè îäåðæèìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5).
Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âè-
ãëÿäó, â ÿêié íåìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó 0 = b, äå b ̸= 0, ¹ ñóìiñíîþ.
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Î÷åâèäíî, ðiçíèì íàáîðàì çíà÷åíü âiëüíèõ íåâiäîìèõ âiäïîâiäàþòü
ðiçíi ðîçâ'ÿçêè. ßêùî æ âiëüíèõ íåâiäîìèõ íå iñíó¹, òîáòî âñi íåâiäî-
ìi x1, x2, . . . , xn ¹ ãîëîâíèìè, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) ìà¹ ëèøå îäèí
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî âîíà ¹ âèçíà÷åíîþ. Íàìè äîâåäåíà íàñòóïíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó ¹ ñó-
ìiñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü ðiâíÿííÿ âèãëÿ-
äó 0 = b, äå b ̸= 0. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî
âèãëÿäó ¹ âèçíà÷åíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÷èñëî ¨¨ ðiâíÿíü äî-
ðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè
ìè áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìó n àëãåáðà¨÷íèõ âèðàçiâ, ÿêi çàëåæàòü
âiä äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ òàêèõ, ùî ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü öèõ ïàðàìå-
òðiâ äîâiëüíi çíà÷åííÿ iç ìíîæèíè F , ìè îäåðæèìî ìíîæèíó âñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðåìà 3 (�àóññ). Áóäü-ÿêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íå-
âiäîìèìè ç êîåôiöi¹íòàìè ç ìíîæèíè F åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî áiëüø ñòðîãå òâåðäæåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî
áóäü-ÿêó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü òèïó (I) àáî òèïó (II) ìîæíà ïðèâåñòè äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Òîäi òâåðäæåííÿ òåîðåìè, ÿêó äîâîäè-
ìî, áóäå ñëiäóâàòè ÿê íàñëiäîê iç òåîðåìè 1. Äîâåäåííÿ ïîâåäåìî
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî ÷èñëó s ðiâíÿíü ó ñèñòåìi.

Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ëiíiéíîãî ðiâ-
íÿííÿ ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, òî áàçà iíäóêöi¨ î÷å-
âèäíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ùî ñêëàäà-
þòüñÿ ç ìåíø ÿê s ðiâíÿíü, çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü
òèïó (I) àáî òèïó (II) ìîæíà ïðèâåñòè äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Íåõàé òåïåð çàäàíî äåÿêó ñèñòåìó s ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäî-
ìèìè x1, x2, . . . , xn âèãëÿäó (1). ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü äîðiâíþþòü íóëþ, òî âîíà âæå ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ñõiä÷à-
ñòîãî âèãëÿäó. Òîìó ââàæàòèìåìî, ùî õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ
öi¹¨ ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

ßêùî ñåðåä ðiâíÿíü ñèñòåìè (1) ¹ òàêå, ó ÿêîãî êîåôiöi¹íò áiëÿ
íåâiäîìî¨ x1 íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ïîêëàäåìî k1 = 1. ßêùî æ âñi
êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè ðiâíÿíü ïðè íåâiäîìîìó x1 äîðiâíþþòü íóëþ, à
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õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìîìó x2 íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî
ïîêëàäåìî k1 = 2 i ò. ä., òîáòî ïîçíà÷èìî ÷åðåç k1 íàéìåíøèé iç iíäå-
êñiâ íåâiäîìèõ, áiëÿ ÿêèõ ñòîÿòü íåíóëüîâi êîåôiöi¹íòè. Òàêå ÷èñëî
iñíó¹, îñêiëüêè õî÷à á îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹
íóëþ.

Äàëi, ÿêùî a1k1 = 0, òî iç âèáîðó ÷èñëà k1 ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî
i ∈ {2, 3, . . . , s} òàêå, ùî aik1 ̸= 0. Ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøå òà
i-å ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Ìè îäåðæèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó

a′1k1
xk1 + a′1 k1+1xk1+1 + · · ·+ a′1nxn = b′1,

a′2k1
xk1 + a′2 k1+1xk1+1 + · · ·+ a′2nxn = b′2,
. . . . . . . . . . . . . . . .

a′sk1
xk1 + a′s k1+1xk1+1 + · · ·+ a′snxn = b′s,

(10)

ÿêà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ðiâíÿíü (1) i â ÿêié êîåôiöi¹íò a′1k1
íå äî-

ðiâíþ¹ íóëþ.
ßêùî æ a1k1 ̸= 0, òî ïåðåïîçíà÷èâøè aij ÷åðåç a′ij ìè îäåðæèìî

ñèñòåìó âèãëÿäó (10).
Äàëi, âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ñèñòå-

ìîþ ðiâíÿíü (10): äîäàìî äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ïåðøå, ïîìíî-

æåíå íà −a′
2k1

a′
1k1

; äî òðåòüîãî � ïåðøå, ïîìíîæåíå íà −a′
3k1

a′
1k1

i ò. ä.; äî

s-ãî � ïåðøå, ïîìíîæåíå íà −a′
sk1

a′
1k1

. Ìè îäåðæèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü, ó ÿêî¨ âñi êîåôiöi¹íòè ó ðiâíÿííÿõ, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî,
ïðè íåâiäîìîìó xk1 äîðiâíþþòü íóëþ:

a′′1k1
xk1+ a′′1 k1+1xk1+1 + · · ·+ a′′1nxn = b′′1 ,

a′′2 k1+1xk1+1 + · · ·+ a′′2nxn = b′′2 ,

. . . . . . . . . . . . .

a′′s k1+1xk1+1 + · · ·+ a′′snxn = b′′s .

(11)

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ñèñòåìó ðiâíÿíü
a′′2 k1+1xk1+1 + · · ·+ a′′2nxn = b′′2 ,

. . . . . . . . . . . . .

a′′s k1+1xk1+1 + · · ·+ a′′snxn = b′′s

(12)

(òîìó ùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìåíø ÿê s ðiâíÿíü, à ñàìå iç s− 1 ðiâ-
íÿíü) çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó (I) àáî òèïó (II)
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ìîæíà ïðèâåñòè äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó:

a′′′2k2
xk2 + · · ·+ a′′′2kr

xkr + · · ·+ a′′′2nxn = b′′′2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a′′′rkr
xkr + · · ·+ a′′′rnxn = b′′′r ,

0 = b′′′r+1,

. . . .

0 = b′′′s ,

(13)

äå r ≤ n, k1 < k2 < . . . < kr, a′′jkj
̸= 0 (j = 2, 3, . . . , r).

Âèêîíàâøè, òåïåð, íàä ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (11) åëåìåíòàðíi ïå-
ðåòâîðåííÿ âiäïîâiäíi åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì, çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ iç ñèñòåìè (12) îäåðæàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (13), ìè îòðèìà¹ìî
ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó:

a′′1k1
xk2 + · · ·+ a′′1k2

xk2 + · · ·+ a′′1kr
xkr + · · ·+ a′′1nxn = b′′1 ,

a′′′2k2
xk2 + · · ·+ a′′′2kr

xkr + · · ·+ a′′′2nxn = b′′′2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a′′′rkr
xkr + · · ·+ a′′′rnxn = b′′′r ,

0 = b′′′r+1,

. . . .

0 = b′′′s .

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
Îòæå, iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî ùîá çíàéòè

ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äîñèòü ïðèâå-
ñòè öþ ñèñòåìó äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó. Ïîòiì, ñêîðèñòàâøèñü àë-
ãîðèòìîì çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñõiä÷à-
ñòîãî âèãëÿäó, âèêëàäåíèì ó äîâåäåííi òåîðåìè 2, çíàéòè çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Öåé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ìíîæè-
íè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì �àóññà
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì �àóññà ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,

x2 − x3 + x4 = −3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

(14)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó âèêîíà¹ìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
ñèñòåìè (14) òàêi, ùî ó íîâié ñèñòåìi áóäå òiëüêè îäíå ðiâíÿííÿ,
ÿêå ìiñòèòèìå íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ïðè íåâiäîìîìó x1. Äëÿ öüîãî
äîñèòü äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (14) äîäàòè ¨¨ ïåðøå ðiâíÿííÿ,
ïîìíîæåíå íà −1. Ìà¹ìî

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
− 5x2 + 3x3 − x4 = 3,

x2 − x3 + x4 = −3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

(15)

Äàëi, âèêîíà¹ìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè (15) òàêi, ùî
ó íîâié ñèñòåìi, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ, áóäå òiëüêè îäíå
ðiâíÿííÿ, ÿêå ìiñòèòèìå íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ïðè íåâiäîìîìó x2.
Äëÿ öüîãî ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãå òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (15)

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,

− 5x2 + 3x3 − x4 = 3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

(16)

À ïîòiì ïîñëiäîâíî äî òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (16)
äîäàìî äðóãå ðiâíÿííÿ, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíå íà 5 òà 7. Îäåðæèìî

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,
− 2x3 + 4x4 = −12,
− 4x3 + 8x4 = −24.

(17)

Íàðåøòi, äî ÷åòâåðòîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (17) äîäàìî ¨¨ òðåò¹
ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíå −2

x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,
− 2x3 + 4x4 = −12,

0 = 0.

(18)
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Î÷åâèäíî, ñèñòåìà ðiâíÿíü (18) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
x2 − x3 + x4 = −3,

x3 − 2x4 = 6.
(19)

Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü (19) ìà¹ ñõiä÷àñòèé âèãëÿä, òî iç íàñëiä-
êó 2 âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (14) ¹ íåâèçíà÷åíîþ. Ç
îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî x3 = 6 + 2x4. Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíå
çíà÷åííÿ äëÿ x3 ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (19), âèçíà÷èìî ç íüîãî
x2:

x2 = −3− x4 + x3 = −3− x4 + 6 + 2x4 = 3 + x4.

Ïiäñòàâëÿþ÷è, íàðåøòi, çíàéäåíi çíà÷åííÿ x2 òà x3 ó ïåðøå ðiâíÿí-
íÿ, âèçíà÷èìî x1:

x1 = 1 + 3x4 − 3x2 = 1 + 3x4 − 9− 3x4 = −8.

Îòæå,
x1 = −8, x2 = 3 + x4, x3 = 6 + 2x4

i ñèñòåìà äiéñíèõ ÷èñåë −8, 3 + c, 6 + 2c, c ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì,
äàíî¨ â óìîâi çàâäàííÿ, ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Çàóâàæåííÿ. Íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçàííÿ ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ
ìîæíà ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî ïðè âiäøóêàííi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì �àóññà âñi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì äî-
öiëüíî ïðîâîäèòè íàä âiäïîâiäíèìè ¨ì ðîçøèðåíèìè ìàòðèöÿìè. I
ÿêùî A i B � ìàòðèöi åêâiâàëåíòíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, òî
ïèñàòèìåìî A ∼ B. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.

Çàäà÷à 2. Ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì �àóññà ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè

2x1 + x2 − x3 + x4 = 1,
3x1 − 2x2 + 2x3 − 3x4 = 2,
5x1 + x2 − x3 + 2x4 = −1,
2x1 − x2 + x3 − 3x4 = 4.

(20)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè (20), â
ÿêié äëÿ çðó÷íîñòi ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëåíiâ âiäîêðåìèìî âåðòèêàëü-
íîþ ðèñêîþ

A =


2 1 −1 1 1
3 −2 2 −3 2
5 1 −1 2 −1
2 −1 1 −3 4

 .
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Äàëi, ñóòî ç òåõíi÷íèõ ïðè÷èí, ùîá óíèêíóòè àðèôìåòè÷íèõ îïå-
ðàöié ç íåöiëèìè äðîáîâèìè êîåôiöi¹íòàìè, âèêîíà¹ìî ñïî÷àòêó íà-
ñòóïíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ � äî ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi A
äîäàìî äðóãèé, ïîìíîæåíèé íà −1. Îäåðæèìî

A ∼ B =


−1 3 −3 4 −1
3 −2 2 −3 2
5 1 −1 2 −1
2 −1 1 −3 4

 .

Ïîñëiäîâíî äî äðóãîãî, òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ ìàòðèöi B äîäà-
ìî ïåðøèé, ïîìíîæåíèé âiäïîâiäíî íà 3, 5, 2. Îäåðæèìî

B ∼ C =


−1 3 −3 4 −1
0 7 −7 9 −1
0 16 −16 22 −6
0 5 −5 5 2

 .

Äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà ìàòðèöi C ÷åòâåðòèé, ïîìíîæåíèé íà −3.
Ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äðóãèé òà òðåòié ðÿäêè. Áóäåìî ìàòè, ùî

C ∼ D =


−1 3 −3 4 −1
0 1 −1 7 −12
0 7 −7 9 −1
0 5 −5 5 2

 .

Äàëi, ïîñëiäîâíî äîäàâøè äî òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ ìàòðèöi
D ¨¨ äðóãèé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé âiäïîâiäíî íà −7 i −5, îäåðæèìî

D ∼ F =


−1 3 −3 4 −1
0 1 −1 7 −12
0 0 0 −40 83
0 0 0 −30 62

 .

Íàðåøòi, äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà ìàòðèöi D äîäàìî òðåòié, ïîìíîæåíèé
íà −30

40 . Îäåðæèìî

F ∼ G =


−1 3 −3 4 −1
0 1 −1 7 −12
0 0 0 −40 83
0 0 0 0 − 1

4

 .
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Ìàòðèöÿ G ¹ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
−x1 + 3x2 − 3x3 + 4x4 = −1,

x2 − x3 + 7x4 = −12,
− 40x4 = 83,

0 = −1
4 ,

â ÿêié ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, à ïðàâà ÷à-
ñòèíà âiäìiííà âiä íóëÿ. Òàêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåìà¹ ðîçâ'ÿç-
êó, òîáòî ¹ íåñóìiñíîþ. Îòæå, äàíà â óìîâi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
¹ íåñóìiñíîþ.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

a)
5x1+3x2+5x3+12x4 =10,
2x1+2x2+3x3+ 5x4 = 4,
x1+7x2+9x3+ 4x4 = 2;

á)
−9x1+10x2+3x3+7x4 =7,
−4x1+ 7x2+ x3+3x4 =5,
7x1+ 5x2−4x3−6x4 =3;

â)

2x1− x2+ x3− x4 = 1,
2x1− x2 −3x4 = 2,
3x1 − x3+ x4 =−3,
2x1+2x2−2x3+5x4 =−6;

ã)

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,

x2 − x3 + x4 =−3,
x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
− 7x2 + 3x3 + x4 =−3;

ä)


x1+2x2+3x3+4x4 =11,
2x1+3x2+4x3+ x4 =12,
3x1+4x2+ x3+2x4 =13,
4x1+ x2+2x3+3x4 =14;

å)

2x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 0,
3x1 − x2 + 2x3 − 7x4 = 0,
4x1 + x2 − 3x3 + 6x4 = 0,
x1 − 2x2 + 4x3 − 7x4 = 0;

¹)

3x1+ x2−2x3+ x4− x5=1,
2x1− x2+7x3−3x4+5x5=2,
x1+3x2−2x3+5x4−7x5=3,

3x1−2x2+7x3−5x4+8x5=3;

æ)

2x1+ x2+ x3− 2=0,
x1+3x2+ x3− 5=0,
x1+ x2+5x3+ 7=0,
2x1+3x2−3x3−14=0;

ç)


x1−2x2+ x3+ x4− x5=0,
2x1+ x2− x3− x4+ x5=0,
x1+7x2−5x3−5x4+5x5=0,
3x1− x2−2x3+ x4− x5=0;

è)


x1+ x2−3x3+1=0,
2x1+ x2−2x3−1=0,
x1+ x2+ x3−3=0,
x1+2x2−3x3−1=0.
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2. Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i çíàéòè çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ:

a)

2x1+ 5x2+ x3+3x4 =2,
4x1+ 6x2+3x3+5x4 =4,
4x1+14x2+ x3+7x4 =4,
2x1− 3x2+3x3+λx4 =7;

á)


2x1− x2+3x3+ 4x4 = 7,
4x1−2x2+5x3+ 6x4 = 5,
6x1−3x2+7x3+ 8x4 = 9,
λx1−4x2+9x3−10x4 =11;

â)
λx1+ x2+ x3 =1,

x1+λx2+ x3 =1,
x1+ x2+λx3 =1.

ã)
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ,
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ2.

3. Çíàéòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ¹
íàñòóïíi ñèñòåìè ÷èñåë:

(1, 1, 0,−3,−1), (1,−1, 2,−1, 0), (4,−2, 6, 3,−4), (2, 4,−2, 4,−7).
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� 5. Ïåðåñòàíîâêè. Ïiäñòàíîâêè

Ïåðåñòàíîâêè. Íåõàé M � ñêií÷åííà ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
n åëåìåíòiâ. Ïåðåíóìåðó¹ìî öi åëåìåíòè, òîáòî ïîñòàâèìî ó âiäïî-
âiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó ìíîæèíè M îäíå iç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
1, 2, . . . , n. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðèðîäà åëåìåíòiâ ìíîæèíè M íå ¹ ñóò-
ò¹âîþ. Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî M = {1, 2, . . . , n}. Òîäi, âèïèñàâøè
åëåìåíòè ìíîæèíè M ó ïîðÿäêó íóìåðàöi¨, ìè îäåðæèìî äåÿêå ðîç-
ìiùåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Íàïðèêëàä, ÷èñëà 1, 2, 3, 4
ìîæíà ðîçìiñòèòè íàñòóïíèì ÷èíîì: 3, 2, 4, 1 àáî 2, 4, 1, 3. Ïåðå-
ñòàíîâêîþ iç n åëåìåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêå ðîçìiùåííÿ ÷èñåë 1,
2, . . . , n.

Ïîçíà÷èìî n! = 1 · 2 · 3 · · ·n (÷èòà¹òüñÿ: "åí-ôàêòîðiàë").

Òåîðåìà 1. ×èñëî âñiõ ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ n!.

Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíó ïåðåñòàíîâêó ç n åëåìåíòiâ ó çàãàëüíîìó
âèãëÿäi çàïèñóþòü òàê: i1, i2, . . . , in, äå êîæíå ç ik ¹ îäíèì iç ÷èñåë
1, 2, . . . , n, ïðè÷îìó æîäíå ç öèõ ÷èñåë íå çóñòði÷à¹òüñÿ äâi÷i.

Â ÿêîñòi i1 ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêå ç ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Òîìó äëÿ
âèáîðó i1 ìà¹ìî n ìîæëèâîñòåé. ßêùî i1 âæå âèáðàíî, òî â ÿêîñòi
i2 ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêå îäíå iç n − 1 ÷èñåë, ùî çàëèøèëèñÿ ïiñëÿ
âèáîðó i1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî ìîæëèâîñòåé äëÿ âèáîðó i1
i i2 äîðiâíþ¹ äîáóòêó n(n − 1). ßêùî i1 i i2 çàôiêñîâàíi, òî çà i3
ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêå îäíå ç n−2 ÷èñåë, ùî çàëèøèëèñÿ ïiñëÿ âèáîðó
i1, i2, i ÷èñëî ìîæëèâîñòåé äëÿ âèáîðó i1, i2, i3 äîðiâíþ¹ äîáóòêó
n(n−1)(n−2) i ò. ä. Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî ìîæëèâîñòåé âèáîðó äëÿ i1,
i2, . . . , in−1, in, à îòæå, i ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹
n(n − 1)(n − 2) · · · 3 · 2 · 1 = n!. Ïiäêðåñëèìî òiëüêè, ùî ÿêùî i1,
i2, . . . , in−1 âæå âèáðàíi, òî äëÿ âèáîðó in çàëèøà¹òüñÿ ëèøå îäíà
ìîæëèâiñòü. Òåîðåìó äîâåäåíî.

ßêùî ó äåÿêié ïåðåñòàíîâöi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè ÿêi-íåáóäü äâà åëå-
ìåíòè, à âñi iíøi çàëèøèòè íà ìiñöi, òî ìè îäåðæèìî, î÷åâèäíî, íîâó
ïåðåñòàíîâêó. Òàêå ïåðåòâîðåííÿ ïåðåñòàíîâêè íàçèâà¹òüñÿ òðàíñ-
ïîçèöi¹þ.

Òåîðåìà 2. Âñi n! ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ ìîæíà ðîçòà-
øóâàòè â òàêîìó ïîðÿäêó, ùî êîæíà íàñòóïíà áóäå îäåðæóâàòèñÿ
ç ïîïåðåäíüî¨ îäíi¹þ òðàíñïîçèöi¹þ, ïðè÷îìó ðîçòàøóâàííÿ ïî÷è-
íàòè ìîæíà ç áóäü-ÿêî¨ ïåðåñòàíîâêè.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨ çà ÷èñëîì n åëåìåíòiâ ïåðåñòàíîâîê.
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Ïðè n = 2 òåîðåìà ñïðàâåäëèâà: ðîçòàøóâàííÿ

1, 2; 2, 1 òà 2, 1; 1, 2

çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè òåîðåìè.
Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë, ìåíøèõ çà äåÿêå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k. Äîâåäå-
ìî, ùî âîíà ñïðàâåäëèâà i ïðè n = k. Íåõàé i1, i2, . . . , ik � äîâiëüíà
(àëå çàôiêñîâàíà) ïåðåñòàíîâêà ç k åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíåìî âñi ïåðå-
ñòàíîâêè ç k åëåìåíòiâ, ó ÿêèõ ïåðøèì åëåìåíòîì ¹ i1. Çà ïîïåðå-
äíüîþ òåîðåìîþ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ¹ (k − 1)!.

Ðîçòàøó¹ìî âiäïîâiäíî äî âèìîã òåîðåìè âñi ïåðåñòàíîâêè ç åëå-
ìåíòiâ i2, i3, . . . , ik, ïî÷èíàþ÷è ç ïåðåñòàíîâêè i2, i3, . . . , ik. Öå
ìîæíà çðîáèòè çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì. Ïîòiì äî êîæíî¨ ç
öèõ ïåðåñòàíîâîê äîïèøåìî ïåðøèì åëåìåíò i1. Îäåðæèìî ðîçòà-
øóâàííÿ âñiõ ïåðåñòàíîâîê ç k åëåìåíòiâ, ó ÿêèõ íà ïåðøîìó ìiñöi
ñòî¨òü åëåìåíò i1 i ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè òåîðåìè. Ó ïåðåñòàíîâ-
öi ç k åëåìåíòiâ, ùî ¹ îñòàííüîþ ó öüîìó ðîçòàøóâàííÿ, âèêîíà¹ìî
òðàíñïîçèöiþ ñèìâîëiâ i1 i i2. Îäåðæèìî ïåðåñòàíîâêó ç k åëåìåíòiâ,
ó ÿêié íà ïåðøîìó ìiñöi ñòî¨òü åëåìåíò i2. Ïî÷èíàþ÷è ç öi¹¨ ïåðåñòà-
íîâêè, ðîçòàøó¹ìî îïèñàíèì âèùå ñïîñîáîì ó ïîòðiáíîìó ïîðÿäêó
âñi ïåðåñòàíîâêè ç k åëåìåíòiâ, ó ÿêèõ ïåðøèì åëåìåíòîì ¹ åëåìåíò
i2. Ïîòiì â îñòàííié ïåðåñòàíîâöi òðàíñïîíó¹ìî ñèìâîëè i2 òà i3 i
ò. ä. Â ðåçóëüòàòi òàêèõ äié ÷åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ îäåðæèìî
ðîçòàøóâàííÿ âñiõ k! ïåðåñòàíîâîê ç k åëåìåíòiâ, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹
âèìîãè òåîðåìè é ïî÷èíà¹òüñÿ ç äîâiëüíî âèáðàíî¨ ïåðåñòàíîâêè i1,
i2, . . . , ik. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêà ïåðåñòàíîâêà ç n åëåìåíòiâ ìîæå áóòè
îäåðæàíà iç äîâiëüíî¨ iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè ç òèõ ñàìèõ åëåìåíòiâ
çà äîïîìîãîþ êiëüêîõ òðàíñïîçèöié.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âiä ïåðåñòàíîâêè i1, i2, . . . , in ïî-
òðiáíî ïåðåéòè äî ïåðåñòàíîâêè j1, j2, . . . , jn. Ïî÷èíàþ÷è ç ïåðå-
ñòàíîâêè i1, i2, . . . , in ðîçòàøó¹ìî âñi ïåðåñòàíîâêè ç n åëåìåíòiâ
ó ðÿä, òàê ùîá êîæíà íàñòóïíà îäåðæóâàëàñü ç ïîïåðåäíüî¨ îäíi¹þ
òðàíñïîçèöi¹þ. Ó öüîìó ðÿäi íà äåÿêié k-é ïîçèöi¨ çíàõîäèòüñÿ ïåðå-
ñòàíîâêà j1, j2, . . . , jn, äå k ∈ {2, 3, . . . , n!}. Òîìó âiä ïåðåñòàíîâêè i1,
i2, . . . , in äî ïåðåñòàíîâêè j1, j2, . . . , jn ìîæíà ïåðåéòè çà äîïîìîãîþ
k − 1 òðàíñïîçèöié. Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Êàæóòü, ùî â äàíié ïåðåñòàíîâöi ÷èñëà i òà j óòâîðþþòü iíâåðñiþ,
ÿêùî i > j, àëå i ñòî¨òü ðàíiøå j. Ïåðåñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ,
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ÿêùî ¨¨ åëåìåíòè óòâîðþþòü ïàðíå ÷èñëî iíâåðñié, i íåïàðíîþ � â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Î÷åâèäíî, ïåðåñòàíîâêà 1, 2, . . . , n ¹ ïàðíîþ
äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç òå, ùî ÷èñëî iíâåðñié â íié
äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 3.Óñÿêà òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè.

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâi äâà âèïàäêè: 1) åëåìåíòè, ÿêi òðàíñïîíóþ-
òüñÿ, ñòîÿòü ó ïåðåñòàíîâöi ïîðÿä; 2) åëåìåíòè, ùî òðàíñïîíóþòüñÿ,
ñòîÿòü íå ïîðÿä. Ðîçãëÿíåìî ïî ÷åðçi êîæåí ç öèõ âèïàäêiâ.

1. Ïðèïóñòèìî, ùî ó ïåðåñòàíîâöi

i1, i2, . . . , ir−1, ir, ir+1, ir+2, . . . , in (1)

âèêîíàíî òðàíñïîçèöiþ ñèìâîëiâ ir òà ir+1, ùî ñòîÿòü ïîðÿä. Öÿ
òðàíñïîçèöiÿ ïåðåòâîðþ¹ ïåðåñòàíîâêó (1) íà ïåðåñòàíîâêó

i1, i2, . . . , ir−1, ir+1, ir, ir+2, . . . , in. (2)

Ó ïåðåñòàíîâêàõ (1) i (2) êîæíà ïàðà åëåìåíòiâ ik i il âiäìiííà
âiä ïàðè ir i ir+1 îäíî÷àñíî àáî óòâîðþ¹ iíâåðñiþ, àáî íå óòâîðþ¹
¨¨. Òîìó â îáîõ öèõ ïåðåñòàíîâêàõ ÷èñëî iíâåðñié, óòâîðþâàíèõ ïà-
ðàìè ik i il âiäìiííèìè âiä ïàðè ir i ir+1 îäíå é òå ñàìå. Ùîäî ïàðè
ir i ir+1, òî â îäíié ç öèõ ïåðåñòàíîâîê âîíà óòâîðþ¹ iíâåðñiþ, à â
iíøié íå óòâîðþ¹: ÿêùî â ïåðåñòàíîâöi (1) åëåìåíòè ir i ir+1 óòâî-
ðþþòü iíâåðñiþ, òî â ïåðåñòàíîâöi (2) � íå óòâîðþþòü, ÿêùî æ ó
ïåðåñòàíîâöi (1) âîíè íå óòâîðþþòü iíâåðñiþ, òî â ïåðåñòàíîâöi (2)
� óòâîðþþòü. Òîìó ÷èñëî iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi (2) àáî íà 1 ìåí-
øå, àáî íà 1 áiëüøå âiä ÷èñëà iíâåðñié â ïåðåñòàíîâöi (1). Â îáîõ
âèïàäêàõ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè (2) ïðîòèëåæíà ïàðíîñòi ïåðåñòà-
íîâêè (1). Îòæå, òðàíñïîçèöiÿ åëåìåíòiâ ir i ir+1, ùî ñòîÿòü ïîðÿä,
çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè.

2. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî â ïåðåñòàíîâöi

i1, i2, . . . , ir−1, ir, ir+1, . . . , ir+q, ir+q+1, ir+q+2, . . . , in (3)

âèêîíàíî òðàíñïîçèöiþ ñèìâîëiâ ir òà ir+q+1, ìiæ ÿêèìè ðîçòàøî-
âàíî q åëåìåíòiâ, äå q � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Öÿ òðàíñïîçèöiÿ
ïåðåòâîðþ¹ ïåðåñòàíîâêó (3) íà ïåðåñòàíîâêó

i1, i2, . . . , ir−1, ir+q+1, ir+1, . . . , ir+q, ir, ir+q+2, . . . , in. (4)

Ïðîòå ïåðåñòàíîâêó (4) ìîæíà îäåðæàòè ç ïåðåñòàíîâêè (3) øëÿ-
õîì íàñòóïíèõ 2q+1 òðàíñïîçèöié ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ: ir ïåðåñòàâèòè
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ç ir+1, ïîòiì ó îäåðæàíèé ïåðåñòàíîâöi ir ïåðåñòàâèòè ç ir+2 i ò. ä.,
íàðåøòi, ir ïåðåñòàâèòè ç ir+q+1, äàëi ir+q+1 ïåðåñòàâèòè ç ir+q, ïî-
òiì ir+q+1 ïåðåñòàâèòè ç ir+q−1 i ò. ä., íàðåøòi, ir+q+1 ïåðåñòàâèòè ç
ir+1.

Âíàñëiäîê âèêîíàííÿ öèõ òðàíñïîçèöi¨ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè, çà
äîâåäåíèì âèùå, çìiíþâàëàñü 2q + 1 ðàçiâ. Îñêiëüêè ÷èñëî 2q + 1
íåïàðíå, òî ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè (4) ïðîòèëåæíà ïàðíîñòi ïåðåñòà-
íîâêè (3). Òàêèì ÷èíîì i ó âèïàäêó, êîëè òðàíñïîçèöiÿ çäiéñíþ¹òüñÿ
íàä åëåìåíòàìè, ùî íå ñòîÿòü ïîðÿä ó ïåðåñòàíîâöi, ïàðíiñòü ïåðå-
ñòàíîâêè çìiíþ¹òüñÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N \ {1} ÷èñëî ïàðíèõ ïåðåñòà-
íîâîê iç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåïàðíèõ, òîáòî äîðiâíþ¹ n!

2 .

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 2 ðîçòàøó¹ìî âñi n! ïåðåñòàíî-
âîê ç n åëåìåíòiâ ó òàêîìó ïîðÿäêó, ùîá êîæíó íàñòóïíó ìîæíà áó-
ëî îäåðæàòè ç ïîïåðåäíüî¨ îäíi¹þ òðàíñïîçèöi¹þ. Êîæíi äâi ñóñiäíi
ïåðåñòàíîâêè ó öüîìó ðîçòàøóâàííi, çà òåîðåìîþ 3, ìàþòü ïðîòèëå-
æíi ïàðíîñòi, òîáòî ïàðíi é íåïàðíi ïåðåñòàíîâêè ÷åðãóþòüñÿ. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåïàðíèõ,
îñêiëüêè ïðè n ≥ 2 ÷èñëî n! ïàðíå.

Ïiäñòàíîâêè. Ïiäñòàíîâêîþ ñòåïåíÿ n íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n} â ñåáå. Ó ðîçãîðíóòié i íà-
î÷íié ôîðìi ïiäñòàíîâêó σ : M →M çîáðàæàþòü ñèìâîëîì

σ =

(
i1 i2 . . . in

σ(i1) σ(i2) . . . σ(in)

)
, (5)

äå i1, i2, . . . , in � äîâiëüíà ïåðåñòàíîâêà ç n åëåìåíòiâ. Î÷åâèäíî,
σ(i1), σ(i2), . . . , σ(in) òàêîæ ¹ ïåðåñòàíîâêîþ ç n åëåìåíòiâ. Íàäàëi
ïåðåñòàíîâêó i1, i2, . . . , in áóäåìî íàçèâàòè âåðõíüîþ, à σ(i1), σ(i2),
. . . , σ(in) � íèæíüîþ ïåðåñòàíîâêàìè ïiäñòàíîâêè σ.

Ïiäñòàíîâêó σ ìîæíà çîáðàçèòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè âèãëÿäó (5),
çîêðåìà

σ =

(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
, (6)

äå jk = σ(k), k = 1, 2, . . . , n.
Íàïðèêëàä,(

1 2 3 4
2 4 3 1

)
,

(
4 3 2 1
1 3 4 2

)
,

(
3 1 4 2
3 2 1 4

)
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� öå çàïèñè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ïiäñòàíîâêè 4-ãî ñòåïåíÿ, äëÿ ÿêî¨ îáðàçîì
1 ¹ 2, îáðàçîì 2 ¹ 4, îáðàçîì 3 ¹ 3 i íàðåøòi, îáðàçîì 4 ¹ 1. Ïðè öüîìó
iíêîëè ãîâîðÿòü, ùî 1 ïåðåõîäèòü ó 2, 2 � â 4, 3 � â 3 i 4 � â 1.

Òåîðåìà 4. ×èñëî âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n äîðiâíþ¹ n!.

Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi äâîõ âiäîáðàæåíü ñëiäó¹, ùî
äâi ïiäñòàíîâêè δ i σ ñòåïåíÿ n âèãëÿäó

δ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
, σ =

(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè i1 = j1, i2 = j2, . . . , in = jn. À òîìó
äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà σ ñòåïåíÿ n çàïèñàíà ó âèãëÿäi (6) îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ íèæíüîþ ïåðåñòàíîâêîþ j1, j2, . . . , jn. Îñêiëüêè âñiõ
ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ ¹ n!, òî é ÷èñëî âñiõ ïiäñòàíîâîê n-ãî
ñòåïåíÿ äîðiâíþ¹ n!.

Çàóâàæåííÿ. Iç ñêàçàíîãî âèùå ñëiäó¹, ùî òåðìiíè "ïåðåñòà-
íîâêà" i "ïiäñòàíîâêà" ìîæíà îòîòîæíèòè. Äiéñíî, êîëè éäåòüñÿ ïðî
ðîçìiùåííÿ ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ó äåÿêîìó ïîðÿäêó, òî öå
îçíà÷à¹, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ äåÿêà âiäïîâiäíiñòü (ÿêà ¹ ái¹êòèâíèì âiä-
îáðàæåííÿ) ìiæ åëåìåíòàìè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ìíîæèíè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
iç ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 5. Íåõàé σ � äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà ñòåïåíÿ n. Ó âñiõ
çàïèñàõ ïiäñòàíîâêè σ ó âèãëÿäi (5) àáî ïàðíîñòi ïåðåñòàíîâîê ó
ïåðøîìó òà äðóãîìó ðÿäêàõ ñïiâïàäàþòü, àáî âîíè ðiçíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïiäñòàíîâêó n-ãî ñòåïåíÿ

σ =

(
i1 i2 . . . in
j1 j2 . . . jn

)
. (7)

Âåðõíÿ i íèæíÿ ïåðåñòàíîâêè ïiäñòàíîâêè σ àáî ìîæóòü ìàòè îäíà-
êîâi ïàðíîñòi, àáî ïðîòèëåæíi. Ïðèïóñòèìî âîíè ìàþòü îäíàêîâó
ïàðíiñòü. Íåõàé

σ =

(
k1 k2 . . . kn
l1 l2 . . . ln

)
. (8)

¹ iíøèé, äîâiëüíî âèáðàíèé, çàïèñ ïiäñòàíîâêè σ. Ïîêàæåìî, ùî â
çàïèñi (8) âåðõíÿ i íèæíi ïåðåñòàíîâêè òàêîæ ìàþòü îäíàêîâó ïàð-
íiñòü. Ïåðåñòàíîâêó k1, k2, . . . , kn, ÿê âiäîìî, ìîæíà îäåðæàòè iç
ïåðåñòàíîâêè i1, i2, . . . , in øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà äåÿêèõ òðàíñ-
ïîçèöié åëåìåíòiâ. ßêùî îäíî÷àñíî ç òðàíñïîçèöiÿìè, ùî ïåðåâîäÿòü
ïåðåñòàíîâêó i1, i2, . . . , in â ïåðåñòàíîâêó k1, k2, . . . , kn âèêîíà¹ìî i
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òðàíñïîçèöi¨ âiäïîâiäíèõ ñèìâîëiâ ó íèæíié ïåðåñòàíîâöi, òî î÷åâè-
äíî, âiä çàïèñó (7) ïiäñòàíîâêè σ ìè ïåðåéäåìî äî çàïèñó (8). Ïðîòå
îäíî÷àñíå âèêîíàííÿ îäíi¹¨ òðàíñïîçèöi¨ ó âåðõíié i íèæíié ïåðåñòà-
íîâêàõ âîäíî÷àñ çìiíþ¹ ïàðíiñòü öèõ ïåðåñòàíîâîê íà ïðîòèëåæíi i,
òèì ñàìèì, çáåðiãà¹ çáiã ¨õ ïàðíîñòåé. Òîìó âåðõíÿ i íèæíÿ ïåðåñòà-
íîâêè ó çàïèñi (8) ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. ßêùî æ âåðõíÿ i íèæíÿ
ïåðåñòàíîâêè ó çàïèñi (7) ìàþòü ïðîòèëåæíi ïàðíîñòi, òî àíàëîãi÷íî
äîâîäèòüñÿ, ùî öå æ ñàìå ìà¹ ìiñöå é ó çàïèñi (8). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïiäñòàíîâêà ñòåïåíÿ n íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, ÿêùî ó çàïèñi ó âè-
ãëÿäi (5) ïàðíîñòi ïåðåñòàíîâîê ó ïåðøîìó òà äðóãîìó ðÿäêàõ ñïiâ-
ïàäàþòü, i íåïàðíîþ ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 6. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N\{1} ÷èñëî ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê
ñòåïåíÿ n äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåïàðíèõ, òîáòî äîðiâíþ¹ n!

2 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå çà 1.
Âèïèøåìî âñi n! ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n ó âèãëÿäi (6). Îñêiëüêè ïåðå-
ñòàíîâêà 1, 2, 3, . . . , n ¹ ïàðíîþ, òî ïiäñòàíîâêà, çàïèñàíà ó âèãëÿäi
(6), ¹ ïàðíîþ, ÿêùî ïàðíîþ ¹ ïåðåñòàíîâêà ó íèæíüîìó ðÿäêó i �
íåïàðíîþ ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Îñêiëüêè ÷èñëî ïàðíèõ (òàê ÿê
i íåïàðíèõ) ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ n!

2 , òî ÷èñëî ïàðíèõ
(íåïàðíèõ) ïiäñòàíîâîê n-ñòåïåíÿ òàêîæ äîðiâíþ¹ n!

2 .
Íåõàé σ, δ � äîâiëüíi ïiäñòàíîâêè ñòåïåíÿ n. Îñêiëüêè σ, δ �

ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n} â ñåáå, òî íåñêëà-
äíî ïîêàçàòè, ùî äîáóòîê âiäîáðàæåíü σ i δ ¹ òàêîæ ái¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè M â ñåáå. À, îòæå, σδ ¹ ïiäñòàíîâêîþ, ÿêà
íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì ïiäñòàíîâîê σ i δ. ßêùî

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
, δ =

(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
,

òî
σδ =

(
1 2 . . . n
ij1 ij2 . . . ijn

)
. (9)

Îñêiëüêè äîáóòîê äîâiëüíèõ âiäîáðàæåíü çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâ-
íié âëàñòèâîñòi, òî î÷åâèäíî, i îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê çàäî-
âîëüíÿ¹ öié âëàñòèâîñòi, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäñòàíîâîê n-ãî ñòå-
ïåíÿ σ, δ, µ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(σδ)µ = σ(δµ).

Ïiäñòàíîâêó

e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
,
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ÿê i ó âèïàäêó ç äîâiëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè, ìè íàçèâàòèìåìî òî-
òîæíîþ àáî îäèíè÷íîþ ïiäñòàíîâêîþ ñòåïåíÿ n. Î÷åâèäíî, äëÿ
äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè n-ãî ñòåïåíÿ σ ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi

eσ = σe = σ.

Íåõàé σ � äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà ñòåïåíÿ n. Îñêiëüêè σ ¹ ái¹êòèâ-
íèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n} ñàìó â ñåáå, òî çà
äîâåäåíèì ðàíiøå äëÿ íüîãî iñíó¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ σ−1 òàêå,
ùî

σσ−1 = σ−1σ = e.

Âiäîáðàæåííÿ σ−1 ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì iç ìíîæèíèM â ìíî-
æèíó M , à îòæå, ¹ ïiäñòàíîâêîþ ñòåïåíÿ n. Ïðè÷îìó, ÿêùî

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

òî î÷åâèäíî,

σ−1 =

(
i1 i2 . . . in
1 2 . . . n

)
.

Ïiäñòàíîâêó σ−1 íàäàëi íàçèâàòèìåìî îáåðíåíîþ äî ïiäñòàíîâêè σ.
Ìíîæèíà Sn âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n, íà ÿêié âèçíà÷åíà îïå-

ðàöiÿ ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê çà ôîðìóëîþ (9) íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè-
÷íîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n.

Ïiäñòàíîâêà, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ iç òîòîæíî¨ ïiäñòàíîâêè øëÿõîì
îäíi¹¨ òðàíñïîçèöi¨ â íèæíüîìó ðÿäêó, íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîçèöi¹þ.
Òðàíñïîçèöiÿ ìà¹ âèãëÿä(

. . . k . . . l . . .

. . . l . . . k . . .

)
, (10)

äå òðèêðàïêàìè çàìiíåíi ñèìâîëè, ùî âiäîáðàæàþòüñÿ ñàìi â ñåáå.
Äîìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè öþ òðàíñïîçèöiþ ñèìâîëîì (k l), âêàçóþ÷è
ïðè öüîìó, ÿêùî ïîòðiáíî, ñòåïiíü ïiäñòàíîâêè. Çàñòîñóâàííÿ òðàíñ-
ïîçèöi¨ k-ãî òà l-ãî ñèìâîëiâ ó íèæíüîìó ðÿäêó â çàïèñó (6) ïiäñòà-
íîâêè σ ðiâíîñèëüíå ìíîæåííþ ïiäñòàíîâêè σ çëiâà íà òðàíñïîçèöiþ
(k l).

Äîâiëüíó ïåðåñòàíîâêó ñòåïåíÿ n ìîæíà îäåðæàòè iç ïåðåñòàíîâ-
êè 1, 2, . . . , n çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà äåÿêèõ òðàíñïîçè-
öié. Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíó ïiäñòàíîâêó n-ãî ñòåïåíÿ
ìîæíà òàêîæ îäåðæàòè iç òîòîæíî¨ øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà äå-
ÿêèõ òðàíñïîçèöié ó íèæíié ïåðåñòàíîâöi, òîáòî øëÿõîì ïîñëiäîâíî
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ìíîæåííÿ íà ïiäñòàíîâêè âèãëÿäó (10), iíàêøå êàæó÷è òðàíñïîçèöi¨.
ßêùî ó öüîìó äîáóòêó óïóñòèòè ìíîæíèê, ùî ¹ òîòîæíîþ ïiäñòà-
íîâêîþ, òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî áóäü-ÿêà ïiäñòàíîâêà n-ãî ñòå-
ïåíÿ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà äåÿêèõ
òðàíñïîçèöié.

Äîâiëüíó ïiäñòàíîâêó ìîæíà áàãàòüìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó òðàíñïîçèöié. Çàâæäè ìîæíà, íàïðèêëàä,
äîáàâèòè äâà îäíàêîâi ìíîæíèêè âèãëÿäó (k l)(k l), äîáóòîê ÿêèõ
äîðiâíþ¹ òîòîæíié ïiäñòàíîâöi e. Íàâåäåìî ìåíø òðèâiàëüíèé ïðè-
êëàä: (

1 2 3 4 5
2 5 4 3 1

)
= (34)(15)(12) = (13)(34)(45)(24)(14).

Àëå îñêiëüêè ïðè ìíîæåííi áóäü-ÿêî¨ òðàíñïîçèöi¨ (k l) íà äîâiëüíó
ïiäñòàíîâêó σ, çàïèñàíó ó âèãëÿäi (6), çìiíþ¹òüñÿ ïàðíiñòü íà ïðîòè-
ëåæíó ëèøå ó íèæíié ïåðåñòàíîâöi, òî öå îçíà÷à¹, ùî ïiäñòàíîâêè σ
i σ · (k l) ìàþòü ïðîòèëåæíi ïàðíîñòi. Ó ñâîþ ÷åðãó çâiäñè i òîãî, ùî
òîòîæíà ïiäñòàíîâêà e ¹ ïàðíîþ, ñëiäó¹, ùî ïðè âñiõ ðîçêëàäàõ ïiä-
ñòàíîâêè ó äîáóòîê òðàíñïîçèöié ïàðíiñòü ÷èñëà öèõ òðàíñïîçèöié ¹
îäíi¹þ i òi¹þ æ, ïðè÷îìó âîíà ñïiâïàäà¹ ç ïàðíiñòþ ñàìî¨ ïiäñòàíîâ-
êè. Íàìè äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Áóäü-ÿêà ïiäñòàíîâêà δ ¹ äîáóòêîì êiëüêîõ òðàíñ-
ïîçèöié, ïðè÷îìó ïàðíiñòü ÷èñëà öèõ òðàíñïîçèöié ñïiâïàäà¹ ç ïàð-
íiñòþ ïiäñòàíîâêè δ.

Íàñëiäîê 1. Äîáóòîê äâîõ ïiäñòàíîâîê ç îäíàêîâîþ ïàðíiñòþ ¹
ïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ, à äîáóòîê äâîõ ïiäñòàíîâîê ç ðiçíîþ ïàðíi-
ñòþ � íåïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé σ i δ � äîâiëüíi ïiäñòàíîâêè n-ãî ñòåïåíÿ.
Ìîæëèâi íàñòóïíi âèïàäêè: 1) îáèäâi ïiäñòàíîâêè ìàþòü îäíàêîâó
ïàðíiñòü; 2) ïiäñòàíîâêè σ i δ ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Ïðåäñòàâèìî ïiäñòàíîâêè σ i δ ó
âèãëÿäi äîáóòêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà äåÿêèõ òðàíñïîçèöié:

σ = (i1 j1)(i2 j2) · · · (is js), δ = (k1 l1)(k2 l2) · · · (kt lt).

Ïiäêðåñëèìî, ùî ó ðîçêëàäi ïiäñòàíîâêè σ áåðå ó÷àñòü s òðàíñïîçè-
öié, à ó δ � t òðàíñïîçèöié. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ïàðíîñòi ÷èñåë
s i t âiäïîâiäíî ñïiâïàäàþòü iç ïàðíîñòÿìè ïiäñòàíîâîê σ i δ. Òîäi äî-
áóòîê σδ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó s+ t òðàíñïîçèöié

σδ = (i1 j1)(i2 j2) · · · (is js)(k1 l1)(k2 l2) · · · (kt lt).
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Îñêiëüêè ñóìà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç îäíàêîâîþ ïàðíiñòþ ¹ ÷èñëî
ïàðíå, òî s + t ¹ ïàðíèì ÷èñëîì, à îòæå, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ
ïiäñòàíîâêà σδ ¹ ïàðíîþ. Iíøèé âèïàäîê äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íà-
ñëiäîê äîâåäåíî.

Çðó÷íèì ñïîñîáîì çàïèñó ïiäñòàíîâîê, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ëåãêî çíà-
õîäèòè ¨õ ïàðíiñòü, ¹ ðîçêëàä ó òàê çâàíi öèêëè. Íåõàé µ � ïiäñòà-
íîâêà ñòåïåíÿ n i Nµ � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè M = {1, 2, . . . , n}, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ i ∈ M , ùî µ(i) ̸= i. Ïiäñòàíîâ-
êà µ íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ Nµ iñíó¹ òàêå
íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî µk(i) = j. ×èñëî t = |Nµ| íàçèâà¹òüñÿ äîâ-
æèíîþ öèêëó µ. Öèêë µ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì (i1 i2 . . . it), äå i1 �
äîâiëüíèé åëåìåíò iç Nµ, iq = µ(iq−1) (q = 2, 3, . . . , t).

Öèêëè µ, δ ∈ Sn íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, ÿêùî Nµ ∩Nδ = ∅.
Òåîðåìà 8.Áóäü-ÿêà ïiäñòàíîâêà îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïî-

ðÿäêó ìíîæíèêiâ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ïîïàðíî íå-
çàëåæíèõ öèêëiâ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ i íàñòóïíî¨ òåîðåì íå ¹ ñêëàäíèìè, à òîìó ìè
çàëèøà¹ìî ¨õ ÷èòà÷åâi.

Íåõàé k � ÷èñëî öèêëiâ ó ðîçêëàäi ïiäñòàíîâêè µ ∈ Sn ó äîáó-
òîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ. Äåêðåìåíòîì ïiäñòàíîâêè µ íàçèâà¹òüñÿ
ðiçíèöÿ |Nµ| − k.

Òåîðåìà 9. Ïàðíiñòü ïiäñòàíîâêè ñïiâïàäà¹ ç ïàðíiñòþ äåêðå-
ìåíòà öi¹¨ ïiäñòàíîâêè.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Âèçíà÷èòè ÷èñëî iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi

1, 3, 5, 7, . . . , 2n− 1, 2, 4, 6, . . . , 2n. (11)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé

O = {1, 3, 5, 7, . . . , 2n− 1}, E = {2, 4, 6, . . . , 2n}.

Î÷åâèäíî, ùî æîäíi äâà åëåìåíòè ìíîæèíè O ó ïåðåñòàíîâöi (11)
íå óòâîðþþòü iíâåðñi¨. Àíàëîãi÷íî íå óòâîðþþòü iíâåðñi¨ æîäíi äâà
åëåìåíòè ìíîæèíè E ó öié ïåðåñòàíîâöi. Òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷è-
ñëà iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi (11) äîñèòü ïîðàõóâàòè ÷èñëî iíâåðñié,
ÿêi óòâîðþþòü êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè O ç êîæíèì åëåìåíòîì ìíî-
æèíè E: 1 íå óòâîðþ¹ iíâåðñiþ ç æîäíèì åëåìåíòîì ìíîæèíè E; 3
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óòâîðþ¹ iíâåðñiþ òiëüêè ç åëåìåíòîì 2 ∈ E; i òàê äàëi; 2n−1 óòâîðþ¹
iíâåðñi¨ ç åëåìåíòàìè 2, 4, 6, . . . , 2n − 2 ∈ E. Îòæå, ÷èñëî iíâåðñié
ó ïåðåñòàíîâöi (11) äîðiâíþ¹

0 + 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
(n− 1)n

2
.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè äîáóòîê ïiäñòàíîâîê(
1 2 3 4 5 6
5 4 6 1 3 2

)(
1 2 3 4 5 6
2 4 5 1 3 6

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.(
1 2 3 4 5 6
5 4 6 1 3 2

)(
1 2 3 4 5 6
2 4 5 1 3 6

)
=

(
1 2 3 4 5 6
4 1 3 5 6 2

)
.

Çàäà÷à 3. Ðîçêëàñòè â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ ïiäñòàíîâêó

δ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

δ(3) = 3, δ(5) = 5;

δ(1) = 8, δ(8) = 2, δ(2) = 1;

δ(4) = 6, δ(6) = 7, δ(7) = 4,

òî δ = (1 8 2)(4 6 7).

Çàäà÷à 4. Çíàéòè ïiäñòàíîâêó x, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

αxβ = γ, (12)

äå

α =

(
1 2 3 4 5
5 4 1 3 2

)
, β =

(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)
, γ =

(
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x � ïiäñòàíîâêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü
(12). Îñêiëüêè iñíóþòü îáåðíåíi ïiäñòàíîâêè α−1 i β−1 âiäïîâiäíî
äî ïiäñòàíîâîê α i β, òî ïîìíîæèâøè ðiâíiñòü (12) çëiâà íà α−1, à
ïîòiì îòðèìàíó ðiâíiñòü ñïðàâà íà β−1, îäåðæèìî, ùî x = α−1γβ−1.
Íàâïàêè, î÷åâèäíî, ïiäñòàíîâêà x = α−1γβ−1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü
(12). Òîìó

x =

(
5 4 1 3 2
1 2 3 4 5

)(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)(
4 3 2 1 5
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
1 4 3 5 2

)
.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèïèñàòè òðàíñïîçèöi¨, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âiä ïåðåñòàíîâêè
1, 2, 3, 4, 5 ìîæíà ïåðåéòè äî ïåðåñòàíîâêè 2, 5, 3, 4, 1.

2. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêó ïåðåñòàíîâêó i1, i2, . . . , in ìîæíà îòðè-
ìàòè ç äîâiëüíî¨ iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè j1, j2, . . . , jn øëÿõîì íå áiëüø
ÿê n− 1 òðàíñïîçèöié.

3. Âèçíà÷èòè ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâîê:

à) 7, 5, 6, 4, 1, 3, 2; á) 1, 9, 6, 3, 2, 5, 4, 7, 8;

â) 2, 4, 6, 8, . . . , 2n, 1, 3, 5, 7, . . . , 2n− 1.

4. Â ÿêié ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n ÷èñëî iíâåðñié íàéáiëü-
øå i ÷îìó âîíî äîðiâíþ¹?

5. ×èñëî iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi i1, i2, . . . , in äîðiâíþ¹ k. ×îìó
äîðiâíþ¹ ÷èñëî iíâåðñié ó ïåðåñòàíîâöi in, in−1, . . . , i2, i1.

6. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà k (0 ≤ k ≤ C2
n) iñíó¹

ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n, ÷èñëî iíâåðñié â ÿêié äîðiâíþ¹ k.

7. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ïiäñòàíîâîê:

a)
(
4 5 1 2 3
3 2 1 4 5

)(
1 2 3 4 5
5 4 1 2 3

)
;

á)
(
2 4 5 3 1
2 3 4 5 1

)(
1 2 3 4 5
3 1 5 4 2

)
.

8. Ðîçêëàñòè â äîáóòîê íåçàëåæíèõ öèêëiâ i âèçíà÷èòè ïàðíiñòü
ïiäñòàíîâîê:

à)
(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)
;

á)
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 8 9 2 1 4 3 6 7

)
;

â)
(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
;

ã)
(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
2 3 1 5 6 4 . . . 3n− 1 3n 3n− 2

)
.

9. Âèïèñàòè ïiäñòàíîâêè ñüîìîãî ñòåïåíÿ, ÿêi ðîçêëàäàþòüñÿ ó
äîáóòêè íåçàëåæíèõ öèêëiâ:

à) (1 5)(2 3 4); á) (1 3)(2 5)(4 7); â) (7 5 3 1)(2 4 6).

10. Âèïèñàòè ïiäñòàíîâêó ñòåïåíÿ 2n, ÿêà ¹ öèêëîì

(1 2 3 . . . 2n− 1 2n).
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11. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ïiäñòàíîâîê ñüîìîãî ñòåïåíÿ:

à) [(1 3 5)(2 4 6 7)] · [(1 4 7)(2 3 5 6)];

á) [(1 3)(5 7)(2 4 6)] · [(1 3 5)(2 4)(6 7)].

12. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öèêëó δ ∈ Sn äîâæèíè k ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü δk = e (e � òîòîæíà ïiäñòàíîâêà iç Sn).

13. Íåõàé δ ∈ Sn � öèêë äîâæèíè k i l � íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå,
ùî δl = e. Äîâåñòè, ùî l äiëèòüñÿ íà k.

14. Íåõàé

α =

(
1 2 3 4 5
5 4 1 3 2

)
, β =

(
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)
, γ =

(
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

)
.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ: a) αβx = γ; á) β = γxα, äå x � äåÿêà
íåâiäîìà ïiäñòàíîâêà ï'ÿòîãî ñòåïåíÿ.

15. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêà ïiäñòàíîâêà ñòåïåíÿ n ìîæå áóòè ïðåä-
ñòàâëåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó òðàíñïîçèöié âèãëÿäó:

à) (1 2), (1 3), . . . , (1 n); á) (1 2), (2 3), . . . , (n− 1 n).
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Àíàëîãi÷íî ÿê ó �4 ïîçíà÷èìî ÷åðåç F îäíó iç íàñòóïíèõ ìíîæèí:
ìíîæèíó Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ìíîæèíó R äiéñíèõ ÷èñåë àáî ìíî-
æèíó C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. À åëåìåíòè ñàìî¨ ìíîæèíè F áóäåìî
íàçèâàòè ïðîñòî ÷èñëàìè.

Íåõàé íàì äàíî äåÿêó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ïîðÿäêó n ç åëåìåí-
òàìè iç ìíîæèíè F 

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 . (1)

Ðîçãëÿíåìî âñåìîæëèâi äîáóòêè ïî n åëåìåíòiâ öi¹¨ ìàòðèöi, ðîçìi-
ùåíèõ â ðiçíèõ ðÿäêàõ i ðiçíèõ ñòîâïöÿõ, òîáòî äîáóòêè âèãëÿäó

a1i1a2i2 · · · anin , (2)

äå iíäåêñè i1, i2, . . . , in ñêëàäàþòü äåÿêó ïåðåñòàíîâêó iç ÷èñåë 1, 2,
3, . . . , n. Êiëüêiñòü òàêèõ äîáóòêiâ ñïiâïàäà¹ ç êiëüêiñòþ âñiõ ðiçíèõ
ïåðåñòàíîâîê iç n åëåìåíòiâ, òîáòî n!.

ßêùî ÷åðåç σ ïîçíà÷èòè ïiäñòàíîâêó(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
,

òî äîáóòîê (2) ìîæíà òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿäi a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).
Äåòåðìiíàíòîì (âèçíà÷íèêîì) ìàòðèöi (1) n-ãî ïîðÿäêó, íà-

çèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íà ñóìà n! âñåìîæëèâèõ ÷ëåíiâ, êîæåí ç ÿêèõ
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ äîáóòîê åëåìåíòiâ öi¹¨ ìàòðèöi âçÿòèõ ïî îäíîìó
iç êîæíîãî ðÿäêà òà êîæíîãî ñòîâïöÿ (òîáòî äîáóòêàìè âèãëÿäó (2)),
ïðè÷îìó êîæåí iç öèõ ÷ëåíiâ áåðåòüñÿ iç çíàêîì ïëþñ, ÿêùî âiäïî-
âiäíà éîìó ïiäñòàíîâêà ïàðíà, i ç çíàêîì ìiíóñ � ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó.

ßêùî ÷åðåç A ïîçíà÷èòè ìàòðèöþ (1), òî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A
áóäåìî íàäàëi ïîçíà÷àòè ÷åðåç

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3)
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Îòæå,
|A| =

∑
σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n), (4)

äå, íàãàäà¹ìî, Sn � ìíîæèíà âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n, inv(σ) �
êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïiäñòàíîâöi σ.

Ìàòðèöÿ âèãëÿäó
a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...
a1n a2n · · · ann

 (5)

íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi (1). Ïîçíà÷àòèìåìî ìà-
òðèöþ òðàíñïîíîâàíó äî ìàòðèöi A ÷åðåç AT . Iíêîëè êàæóòü òàêîæ,
ùî ìàòðèöþ AT îòðèìàëè iç ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ òðàíñïîíó-
âàííÿ ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 1. Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíòó
òðàíñïîíîâàíî¨ äî íå¨ ìàòðèöi AT .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥ � öå ìàòðèöÿ âèãëÿäó (1). Êîæåí
÷ëåí äåòåðìiíàíòà (3) ìàòðèöi A âèãëÿäó

a1i1a2i2 · · · anin (6)

¹ òàêîæ ÷ëåíîì äåòåðìiíàíòà

|AT | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...
a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (7)

îñêiëüêè âñi ìíîæíèêè öüîãî ÷ëåíà áåðóòüñÿ ïî îäíîìó iç êîæíîãî
ðÿäêà òà êîæíîãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi A, à îòæå i AT . Öiëêîì î÷åâè-
äíèì ¹ i çâîðîòíå òâåðäæåííÿ.

Äàëi, çíàê ÷ëåíà (6) ó äåòåðìiíàíòi (3) âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðíiñòþ
ïiäñòàíîâêè (

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
; (8)

ó äåòåðìiíàíòi (7) ïåðøi iíäåêñè âêàçóþòü íà íîìåð ñòîâïöÿ, äðó-
ãi � íà íîìåð ðÿäêà, òîìó ÷ëåíó (6) ó äåòåðìiíàíòi (7) âiäïîâiäà¹
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ïiäñòàíîâêà (
i1 i2 . . . in
1 2 . . . n

)
. (9)

Ïàðíîñòi ïiäñòàíîâîê (8) i (9) ñïiâïàäàþòü, à òîìó ÷ëåí (6) áåðå
ó÷àñòü â îáîõ äåòåðìiíàíòàõ ç îäíàêîâèì çíàêîì. Òàêèì ÷èíîì, äå-
òåðìiíàíòè (3) i (7) ¹ ñóìàìè îäíàêîâèõ ÷ëåíiâ, âçÿòèõ ç îäíàêîâèìè
çíàêàìè, òîáòî ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âñÿêå òâåðäæåííÿ ïðî äåòåðìiíàíò ìà-
òðèöi ïîâ'ÿçàíå iç ðÿäêàìè öi¹¨ ìàòðèöi ñïðàâåäëèâå i äëÿ ¨¨ ñòîâïöiâ
i íàâïàêè. Òîìó íàñòóïíi òåîðåìè 2�9 áóäóòü ñôîðìóëüîâàíi òiëü-
êè äëÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïiä ðÿäêîì àáî
ñòîâïöåì äåòåðìiíàíòà ìè íàäàëi ðîçóìiòèìåìî âiäïîâiäíî ðÿäîê àáî
ñòîâïåöü ìàòðèöi, äåòåðìiíàíò ÿêî¨ îá÷èñëþ¹ìî.

Òåîðåìà 2. ßêùî îäèí iç ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà ñêëàäà¹òüñÿ ç
íóëiâ, òî äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé âñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà
¹ íóëÿìè. Ó êîæíèé ÷ëåí äàíîãî äåòåðìiíàíòà ïîâèíåí ââiéòè ìíî-
æíèê iç i-ãî ðÿäêà, òîìó â íàøîìó âèïàäêó âñi ÷ëåíè äåòåðìiíàíòà
äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå, i ñàì äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 3. ßêùî â äåòåðìiíàíòi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè,
òî âií ïîìiíÿ¹ çíàê íà ïðîòèëåæíèé.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç äåòåðìiíàíòà
(3) ïåðåñòàíîâêîþ k-ãî òà l-ãî ðÿäêiâ (k ̸= l)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
al1 al2 . . . aln ← (k-é ðÿäîê)
...

...
. . .

... .
ak1 ak2 . . . akn ← (l-é ðÿäîê)
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

(10)

Êîæåí ÷ëåí äåòåðìiíàíòà (3) âèãëÿäó a1i1a2i2 · · · anin ¹ òàêîæ ÷ëå-
íîì äåòåðìiíàíòà (10), îñêiëüêè âñi éîãî ìíîæíèêè çíàõîäÿòüñÿ â
ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ ñòîâïöÿõ äåòåðìiíàíòà (10). Àíàëîãi÷íî, êî-
æåí ÷ëåí äåòåðìiíàíòà (10) ¹ ÷ëåíîì äåòåðìiíàíòà (3), òîáòî äå-
òåðìiíàíòè (3) i (10) ñêëàäàþòüñÿ iç îäíèõ i òèõ æå ÷ëåíiâ. ×ëåíó
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a1i1a2i2 · · · anin äåòåðìiíàíòà (3) âiäïîâiäà¹ ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . k . . . l . . . n
i1 i2 . . . ik . . . il . . . in

)
, (11)

à â äåòåðìiíàíòi (10) éîìó âiäïîâiäà¹ ïiäñòàíîâêà(
1 2 . . . l . . . k . . . n
i1 i2 . . . ik . . . il . . . in

)
. (12)

Ïiäñòàíîâêó (12) ìîæíà îäåðæàòè iç ïiäñòàíîâêè (11) øëÿõîì
îäíi¹¨ òðàíñïîçèöi¨ ó âåðõíüîìó ðÿäêó. Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
öi ïiäñòàíîâêè ìàþòü ïðîòèëåæíó ïàðíiñòü. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñi
÷ëåíè äåòåðìiíàíòà (3) âõîäÿòü â äåòåðìiíàíò (10) ç ïðîòèëåæíèì
çíàêîì i íàâïàêè. Òàêèì ÷èíîì, äåòåðìiíàíòè (3) i (10), ÿê ñóìè, ùî
ñêëàäàþòü ç âiäïîâiäíî âçà¹ìíî ïðîòèëåæíèõ äîäàíêiâ, âiäðiçíÿþ-
òüñÿ òiëüêè çíàêîì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4. Äåòåðìiíàíò, ùî ìiñòèòü äâà îäíàêîâi ðÿäêè, äî-
ðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∆ � öå äåòåðìiíàíò, ùî ìiñòèòü äâà îäíàêîâi
ðÿäêè. Iç òåîðåìè 3 ñëiäó¹, ùî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè öèõ äâîõ ðÿäêiâ
ìè îäåðæèìî äåòåðìiíàíò, ùî äîðiâíþâàòèìå −∆. Àëå îñêiëüêè öi
ðÿäêè îäíàêîâi, òî ç iíøîãî áîêó öåé äåòåðìiíàíò íå çìiíèòüñÿ i âií
äîðiâíþâàòèìå ∆, òîáòî ∆ = −∆. Òàêå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè ∆ = 0.

Òåîðåìà 5. ßêùî âñi åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà ïî-
ìíîæèòè íà ÷èñëî γ, òî i ñàì äåòåðìiíàíò ïîìíîæèòüñÿ íà γ.

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, îäåðæàíèé iç äåòåðìiíàíòà
(3) ìíîæåííÿì âñiõ åëåìåíòiâ i-ãî ðÿäêà íà ÷èñëî: γ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
γai1 γai2 · · · γain
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑
σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1) · · · ai−1σ(i−1)(γaiσ(i))ai+1σ(i+1) · · · anσ(n) =
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=γ
∑
σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n) = γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · ain
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 6. Äåòåðìiíàíò, ùî ìiñòèòü äâà ïðîïîðöiéíi ðÿäêè,
äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé åëåìåíòè k-ãî ðÿäêà âiäðiçíÿþòü âiä
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ l-ãî ðÿäêà îäíèì i òèì æå ìíîæíèêîì γ. Òîäi
çãiäíî ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ïiñëÿ òîãî, ÿê ìè âèíåñåìî öåé ìíîæíèê
iç k-ãî ðÿäêà çà çíàê äåòåðìiíàíòà, ìè îäåðæèìî äåòåðìiíàíò ç äâîìà
îäíàêîâèìè ðÿäêàìè, ÿêèé, ÿê âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 4, äîðiâíþ¹ íóëþ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7. ßêùî âñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà n-ãî
ïîðÿäêó ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ

aij = bj + cj , j = 1, 2, . . . , n,

òî öåé äåòåðìiíàíò ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äå-
òåðìiíàíòiâ, ó ÿêèõ âñi ðÿäêè, êðiì i-ãî, � òi æ ñàìi, ÿê i â äàíîìó
äåòåðìiíàíòi, à i-èé ðÿäîê â îäíîìó iç öèõ äåòåðìiíàíòiâ ñêëàäà-
¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ bj, à â iíøîìó � iç åëåìåíòiâ cj.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · ain
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

äå aij = bj + cj (j = 1, 2, . . . , n). Òîäi çà îçíà÷åííÿì äåòåðìiíàíòà

∆ =
∑

σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n) =

=
∑

σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1) · · · (bσ(i) + cσ(i)) · · · anσ(n) =
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=
∑

σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1) · · · bσ(i) · · · anσ(n) +

+
∑

σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1σ(1) · · · cσ(i) · · · anσ(n) = ∆1 +∆2,

äå, î÷åâèäíî,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
b1 b2 · · · bn
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...
c1 c2 · · · cn
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ìîæíà óçàãàëüíè-

òè òåîðåìó 7 íà âèïàäîê, êîëè êîæíèé åëåìåíò i-ãî ðÿäêà ïðåäñòàâ-
ëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè k äîäàíêiâ, äå k ≥ 2.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî i-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (3) ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè k1, . . . , ks, ÿêùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà
α1, . . . , αs, ùî

aij = α1ak1j + · · ·+ αsaksj , j = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 8. ßêùî îäèí iç ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà ¹ ëiíiéíîþ êîì-
áiíàöi¹þ äåÿêèõ iíøèõ ðÿäêiâ, òî äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé i-é ðÿäîê äåòåðìiíàíòà ∆ ¹ ëiíiéíîþ êîìái-
íàöi¹þ iíøèõ ðÿäêiâ öüîãî æ äåòåðìiíàíòà ç íîìåðàìè k1, k2, . . . , ks.
Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò i-ãî ðÿäêà ¹ ñóìîþ s äîäàíêiâ, òî ç òåîðå-
ìè 7 âèïëèâà¹, ùî äàíèé äåòåðìiíàíò ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
ñóìè s äåòåðìiíàíòiâ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ i-é ðÿäîê ¹ ïðîïîðöiéíèì
äåÿêîìó iíøîìó ðÿäêó (ó ïåðøîãî ç öèõ äåòåðìiíàíòiâ ïðîïîðöiéíè-
ìè áóäóòü i-é òà k1-é ðÿäêè, ó äðóãîìó � i-é òà k2-é ðÿäêè i ò. ä.).
Çãiäíî òåîðåìè 6, êîæåí iç öèõ äåòåðìiíàíòiâ äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå,
íóëþ äîðiâíþ¹ i äàíèé äåòåðìiíàíò ∆.

Òåîðåìà 9. ßêùî äî åëåìåíòiâ îäíîãî ç ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà
äîäàòè âiäïîâiäíi åëåìåíòè iíøîãî ðÿäêà ïîìíîæåíi íà îäíå i òå
æ ñàìå ÷èñëî, à âñi iíøi ðÿäêè çàëèøèòè áåç çìiíè, òî îäåðæàíèé
äåòåðìiíàíò áóäå ðiâíèé äàíîìó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äî i-ãî ðÿäêà äåòåðìiíàíòà (3) äîäà¹òüñÿ k-é
ðÿäîê (i ̸= k), ïîìíîæåíèé íà ÷èñëî γ. Òîäi â óòâîðåíîìó äåòåðìi-
íàíòi ∆′ i-é ðÿäîê ñêëàäà¹òüñÿ iç åëåìåíòiâ aij+γakj , j = 1, . . . , n. Çà
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òåîðåìîþ 7 äåòåðìiíàíò ∆′ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ
äåòåðìiíàíòiâ, îäèí iç ÿêèõ ¹ äåòåðìiíàíòîì (3), à iíøèé ìiñòèòü äâà
ïðîïîðöiéíèõ ðÿäêè, à òîìó ðiâíèé íóëþ. Öå äîâîäèòü òåîðåìó.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíòè:

a)
∣∣∣∣ 2 3
1 4

∣∣∣∣; á)
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà îçíà÷åííÿì äåòåðìiíàíòà
a)
∣∣∣∣ 2 3
1 4

∣∣∣∣ = 2 · 4− 3 · 1 = 8− 3 = 5;

á)
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 5 · 9 + 2 · 6 · 7 + 3 · 4 · 8− 3 · 5 · 7− 2 · 4 · 9−
− 1 · 8 · 6 = 45 + 84 + 96− 105− 72− 48 = 0.

Çàäà÷à 2. Ïiäiáðàòè çíà÷åííÿ i òà k òàê, ùîá äîáóòîê

a1ia32a4ka25a53

âõîäèâ ó äåòåðìiíàíò∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ç çíàêîì ïëþñ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî, ùî âêàçàíèé äîáóòîê âõîäèâ â äåòåð-
ìiíàíò íåîáõiäíî, ùîá (i, k) = (1, 4) àáî (i, k) = (4, 1). Âèïèøåìî
ïiäñòàíîâêó, ñêëàäåíó ç iíäåêñiâ ñïiâìíîæíèêiâ ó ïåðøîìó âèïàäêó:(

1 3 4 2 5
1 2 4 5 3

)
.

Îñêiëüêè çàãàëüíà êiëüêiñòü iíâåðñié â îáîõ ðÿäêàõ ïiäñòàíîâêè äî-
ðiâíþ¹ 2 + 2 = 4, òî öÿ ïiäñòàíîâêà ïàðíà, à, îòæå, çà îçíà÷åííÿì
äåòåðìiíàíòà äîáóòîê a11a32a44a25a53 âõîäèòü ó äåòåðìiíàíò ï'ÿòîãî
ïîðÿäêó ç çíàêîì ïëþñ.



72

Çàäà÷à 3. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì äåòåðìiíàíòà, îá÷èñëèòè
äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (13)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ÿêùî îäíèì iç ìíîæíèêiâ äîáóòêó åëå-
ìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ïî îäíîìó iç êîæíîãî ðÿäêà i ñòîâ-
ïöÿ, ¹ 0, òî i ñàì äîáóòîê äîðiâíþ¹ 0. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî ïîêàæåìî,
ùî ∆ = a11a22 · · · ann.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïåðåñòàíîâêó i1, i2, . . . in ÷èñåë 1, 2, . . . , n
i âiäïîâiäíèé ¨é äîáóòîê d = a1i1a2i2 · · · anin , ùî âõîäèòü ó äåòåðìi-
íàíò ∆, äå aij = 0 ïðè i > j. ßêùî in ̸= n, òîäi an in = 0, à, îòæå,
d = 0. Íåõàé in = n. Äàëi, ÿêùî in−1 ̸= n− 1, òîäi in−1 < n − 1.
Òîìó an−1 in−1 = 0. Îòæå, d = 0. Íåõàé in−1 = n − 1 i òàê äàëi.
Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ íà n-ìó êðîöi îäåðæèìî, ùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ ïåðåñòàíîâêè i1, i2, . . . in âiäìiííî¨ âiä ïåðåñòàíîâêè 1, 2, . . . , n
ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü a1i1a2i2 · · · anin = 0. Îñêiëüêè ïåðåñòàíîâêà 1,
2, . . . , n � ïàðíà, òî ∆ = a11a22 · · · ann.

Çàäà÷à 4. Íåõàé A � êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òîá-
òî ìàòðèöÿ, åëåìåíòè aij ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì aij = −aji (i,
j = 1, 2,. . . , n). Äîâåñòè, ÿêùî n � íåïàðíå ÷èñëî, òî |A| = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàòðèöÿ A ìà¹ âèãëÿä

A =


0 a12 a13 . . . a1n
−a12 0 a23 . . . a2n
−a13 −a23 0 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

−a1n −a2n −a3n . . . 0

 .

ßêùî ïîìíîæèòè êîæåí ðÿäîê ìàòðèöi A íà −1, òîäi â ðåçóëüòàòi
îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ AT òðàíñïîíîâàíó äî ìàòðèöi A. Iç òåîðåìè 5
âèïëèâà¹, ùî |AT | = (−1)n|A|. Ç iíøîãî áîêó iç òåîðåìè 1 ñëiäó¹, ùî
|AT | = |A|. Îòæå |A| = (−1)n|A|. Òîìó, ÿêùî n � íåïàðíå ÷èñëî, òî
|A| = −|A|. Çâiäñè |A| = 0.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèÿñíèòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ íèæ÷å äîáóòêiâ âõîäÿòü ó äåòåðìi-
íàíò ∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
n-ãî ïîðÿäêó i ç ÿêèìè çíàêàìè:
à) a61a23a45a36a12a54, çà óìîâè n = 6;

á) a27a36a51a74a25a43a62, çà óìîâè n = 7;

â) a12a23a34 · · · an−1,nakk, äå k ∈ {1, 2, . . . , n};
ã) a12a23a34 · · · an−1,nan1.

2. Âèáðàòè çíà÷åííÿ i, j, k òàê, ùîá äîáóòîê a51ai6a1ja35a44a6k
âõîäèâ ó äåòåðìiíàíò øîñòîãî ïîðÿäêó ç çíàêîì ìiíóñ.

3. Çíàéòè âñi ÷ëåíè äåòåðìiíàíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ÿêi ìiñòÿòü
åëåìåíò a32 i âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò iç çíàêîì ìiíóñ.

4. Çíàéòè âñi ÷ëåíè äåòåðìiíàíòà∣∣∣∣∣∣∣∣
5x 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3
x 1 2 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ùî ìiñòÿòü à) x4 i x2; á) x3 i x.

5. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì äåòåðìiíàíòà, îá÷èñëèòè äåòåðìi-
íàíòè:

à)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 0 a1n
0 . . . 0 a2,n−1 a2n
0 . . . a3,n−2 a3,n−1 a3n
... . .

. ...
...

...
an1 . . . an,n−2 an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

â)
∣∣∣∣∣∣∣∣
a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣;
ã)
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 b 0
1 0 2 a
d 0 0 0
3 c 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣;
ä)
∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 a1
1 −λ 0 a2
0 1 −λ a3
0 0 1 −λ+ a4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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6. ßê çìiíèòüñÿ äåòåðìiíàíò, ÿêùî:

à) éîãî ïåðøèé ñòîâïåöü ïîñòàâèòè íà îñòàíí¹ ìiñöå, à âñi iíøi
ñòîâïöi çñóíóòè âëiâî, çáåðiãàþ÷è ¨õí¹ âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ;

á) éîãî ðÿäêè çàïèñàòè â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó?

7. ßê çìiíèòüñÿ äåòåðìiíàíò, ÿêùî:

à) äî êîæíîãî éîãî ñòîâïöÿ, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè ïîïå-
ðåäíié;

á) äî êîæíîãî éîãî ðÿäêà, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, äîäàòè âñi ïîïå-
ðåäíi ðÿäêè?

8. Íåõàé ∆ = |ajk| (ajk ∈ C) � äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó n ç åëåìåíòà-
ìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì: 1) ajk ∈ R ïðè j > k; 2) akj = iajk ïðè
j ≥ k (òóò i � óÿâíà îäèíèöÿ, òîáòî i2 = −1.). Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ
n äåòåðìiíàíò ∆ ¹ äiéñíèì ÷èñëîì?

9. ßê çìiíèòüñÿ äåòåðìiíàíò, ÿêùî êîæíèé éîãî åëåìåíò ajk ïî-
ìíîæèòè íà cj−k, äå c ̸= 0?

10. Öiëi ÷èñëà 20604, 53227, 25755, 20927 i 289 äiëÿòüñÿ íà 17.
Äîâåñòè, ùî öiëå ÷èñëî, ÿêîìó äîðiâíþ¹ íàñòóïíèé äåòåðìiíàíò òåæ
äiëèòüñÿ íà 17: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

11. ×îìó äîðiâíþ¹ äåòåðìiíàíò, ó ÿêîãî ñóìà ðÿäêiâ ç ïàðíèìè
íîìåðàìè äîðiâíþ¹ ñóìi ðÿäêiâ ç íåïàðíèìè íîìåðàìè?

12. Äîâåñòè, ùî∣∣∣∣∣∣
b1 + c1 c1 + a1 a1 + b1
b2 + c2 c2 + a2 a2 + b2
b3 + c3 c3 + a3 a3 + b3

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .
13. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + x x . . . x
x a2 + x . . . x
...

...
. . .

...
x x . . . an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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� 7. Ìiíîðè òà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.
Îá÷èñëåííÿ äåòåðìiíàíòiâ

Íåõàé äàíî äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ (1)

ïîðÿäêó n. Ðîçãëÿíåìî äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k ìåíøå çà n. Íåõàé
i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk � âiäïîâiäíî íîìåðà äåÿêèõ ðÿäêiâ òà
ñòîâïöiâ äåòåðìiíàíòà (1), âïîðÿäêîâàíi ïî çðîñòàííþ, òîáòî

i1 < i2 < . . . < ik, j1 < j2 < . . . < jk.

Äåòåðìiíàíò ïîðÿäêó k âèãëÿäó

M =

∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 · · · ai1jk
...

. . .
...

aikj1 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣ . (2)

íàçèâà¹òüñÿ ìiíîðîì k-ãî ïîðÿäêó ðîçìiùåíèì â ðÿäêàõ ç íîìåðà-
ìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk àáî ìiíîðîì,
ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi âêàçàíèõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ. Iíêîëè êà-
æóòü, ùî ìiíîð (2) îòðèìàëè ç äåòåðìiíàíòà (1) âíàñëiäîê çàêðå-
ñëåííÿ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè âiäìiííèìè âiä i1, i2,. . . , ik òà ñòîâïöiâ ç
íîìåðàìè âiäìiííèìè âiä j1, j2, . . . , jk. Äàëi, íåõàéM ′ � ìiíîð äåòåð-
ìiíàíòà ∆, îòðèìàíèé âíàñëiäîê çàêðåñëåííÿ ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1,
i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk. ÌiíîðM ′ íàçèâà¹òüñÿ
äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì äî ìiíîðó M . Î÷åâèäíî, ìiíîð M ¹ äîïîâíþ-
þ÷èì äî ìiíîðó M ′.

ßêùî ìiíîð M äåòåðìiíàíòà (1) çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ
òà ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà j1, j2, . . . , jk, òî
äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôà, ÷åðåç sM áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìó íîìåðiâ
âñiõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , òîáòî

sM = i1 + · · ·+ ik + j1 + · · ·+ jk.

×èñëî (−1)sMM ′ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíî-
ðó M .
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Òåîðåìà 1. Äîáóòîê äîâiëüíîãî ìiíîðó M k-ãî ïîðÿäêó íà éî-
ãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ â äåòåðìiíàíòi ∆ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ ñóìîþ,
äîäàíêè ÿêî¨, ùî îäåðæóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ ÷ëåíiâ ìi-
íîðó M íà âçÿòi iç çíàêîì (−1)sM ÷ëåíè äîïîâíþþ÷îãî ìiíîðó M ′,
¹ ÷ëåíàìè äåòåðìiíàíòà ∆ i ç òèìè æ çíàêàìè ç ÿêèìè öi ÷ëåíè
âõîäÿòü ó äåòåðìiíàíò ∆.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàäêó, êîëè ìiíîð
M çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ äåòåðìi-
íàíòà (1). Òîäi

sM = 1 + . . .+ k + 1 + . . .+ k = 2(1 + . . .+ k),

òîìó àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî ìiíîðó M ¹ äîïîâíþþ÷èé ìi-
íîð M ′.

Òåïåð, íåõàé
a1q1a2q2 · · · akqk (3)

� äîâiëüíèé ÷ëåí ìiíîðó M . Éîãî çíàê â M äîðiâíþ¹ (−1)r, äå r �
êiëüêiñòü iíâåðñié ó ïiäñòàíîâöi(

1 2 . . . k
q1 q2 . . . qk

)
.

Äîâiëüíèé ÷ëåí
ak+1,qk+1

ak+2,qk+2
· · · anqn (4)

ìiíîðó M ′ ìà¹ â öüîìó ìiíîði çíàê (−1)r′ , äå r′ � êiëüêiñòü iíâåðñié
ó ïiäñòàíîâöi (

k + 1 k + 2 . . . n
qk+1 qk+2 . . . qn

)
.

Ïåðåìíîæèâøè ÷ëåíè (3) i (4) âiäïîâiäíî ìiíîðiâ M i M ′, ìè îäåð-
æèìî äîáóòîê

a1q1 · · · akqkak+1,qk+1
· · · anqn (5)

n åëåìåíòiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ÿêi ðîçìiùåíi â ðiçíèõ ðÿäêàõ òà ðiçíèõ
ñòîâïöÿõ öüîãî äåòåðìiíàíòà, à îòæå, äîáóòîê (5) ¹ éîãî ÷ëåíîì. Çíàê
÷ëåíà (5) â äîáóòêó MM ′ äîðiâíþ¹ (−1)r · (−1)r′ = (−1)r+r′ . Òàêèé
çíàê ìà¹ òàêîæ ÷ëåí (5) â äåòåðìiíàíòi (1), îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà(

1 2 . . . k k + 1 . . . n
q1 q2 . . . qk qk+1 . . . qn

)
,
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ÿêà âiäïîâiäà¹ öüîìó ÷ëåíó, ìà¹ r+ r′ iíâåðñié. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíå, òàê ÿê qi ≤ k < k + 1 ≤ qj äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , k} òà
j ∈ {k + 1, . . . , n}. Òàêèì ÷èíîì òåîðåìà ó âêàçàíîìó âèùå âèïàäêó
äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíèé ìiíîð M k-ãî ïîðÿäêó, ðîçìiùåíèé
â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, j2, . . .
. . . , jk, ïðè÷îìó

i1 < i2 < . . . < ik, j1 < j2 < . . . < jk.

Íåõàé M ′ � äîïîâíþþ÷èé ìiíîð äî ìiíîðó M .
Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè òà ñòîâïöi äåòåðìiíàíòà (1), ïîáóäó¹ìî íî-

âèé äåòåðìiíàíò Λ, â ÿêîãî â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ
çíàõîäèòüñÿ ìiíîð M , à äîïîâíþþ÷èì äî íüîãî ¹ ìiíîð M ′. Äëÿ öüî-
ãî, íàïðèêëàä, çðîáèìî íàñòóïíå: ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i1-èé ðÿäîê ç
(i1−1)-èì, äàëi, (i1−1)-èé ðÿäîê ç (i1−2)-èì i ò. ä., ïîêè i1-é ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå ïåðøèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî
ïåðåñòàâèòè ðÿäêè i1−1 ðàçiâ; àíàëîãi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ìî i2-èé ðÿäîê
äåòåðìiíàíòà (1) äîòè, ïîêè âií íå ñòàíå äðóãèì ðÿäêîì; äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî i2 − 2 ðàçiâ ïåðåñòàâëÿòè ðÿäêè; öåé ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî
äî òèõ ïið, ïîêè ik-èé ðÿäîê äåòåðìiíàíòà (1) íå ñòàíå k-èì; âñüîãî
äëÿ öüîãî íåîáõiäíî âèêîíàòè

(i1− 1)+ (i2− 2)+ · · ·+(ik − k) = (i1 + i2 + · · ·+ ik)− (1+ 2+ · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ðÿäêiâ; àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ çàñòîñó¹ìî äî ñòîâïöiâ äå-
òåðìiíàíòà, îòðèìàíîãî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ; äëÿ öüîãî ïîòði-
áíî âèêîíàòè

(j1 + j2 + · · ·+ jk)− (1 + 2 + · · ·+ k)

òðàíñïîçèöié ñòîâïöiâ.
Äëÿ ìiíîðó äåòåðìiíàíòà Λ, ùî çíàõîäèòü â ïåðøèõ k ðÿäêàõ òà

ïåðøèõ k ñòîâïöÿõ, òîáòî ìiíîðó M , ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè íàøó
òåîðåìó. Òàêèì ÷èíîì âñi äîäàíêè, âðàõîâóþ÷è çíàêè, äîáóòêóMM ′

âõîäÿòü â äåòåðìiíàíò Λ. Iç òåîðåìè 3 ïàðàãðàôó �6 ñëiäó¹, ùî

Λ = (−1)(i1+i2+···+ik)−(1+2+···+k)+(j1+j2+···+jk)−(1+2+···+k)∆ =

= (−1)i1+i2+···+ik+j1+j2+···+jk∆.

Çâiäñè
∆ = (−1)i1+i2+···+ik+j1+j2+···+jkΛ = (−1)sMΛ.
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Ç âèùå ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî âñi äîäàíêè äîáóòêó ìiíîðó M äåòåðìi-
íàíòà ∆ íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ (−1)sMM ′ âõîäÿòü â äåòåð-
ìiíàíò ∆. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2 (Ëàïëàñ). Íåõàé â äåòåðìiíàíòi ïîðÿäêó n äîâiëü-
íî âèáðàíi k ðÿäêiâ (àáî k ñòîâïöiâ), 1 ≤ k ≤ n − 1. Òîäi öåé äå-
òåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó, ùî
ðîçìiùåíi â öèõ ðÿäêàõ (ñòîâïöÿõ), íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹,
ùî âñi äîáóòêè ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ¹
ñóìàìè k!(n−k)! ÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, âçÿòèõ ç òèìè æ çíàêàìè, ç
ÿêèìè âîíè âõîäÿòü â öåé äåòåðìiíàíò. Ç iíøîãî áîêó ÷èñëî âñiõ ìi-
íîðiâ k-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ, äîðiâíþ¹
÷èñëó âñiõ êîìáiíàöié ç n ïî k, òîáòî

n!

k!(n− k)!
.

Îòæå, âêàçàíà ó äàíié òåîðåìi ñóìà ¹ ñóìîþ

n!

k!(n− k)!
· k!(n− k)! = n!

÷ëåíiâ äåòåðìiíàíòà ∆, ïðè÷îìó çíàêè öèõ ÷ëåíiâ ó öié ñóìi òà äå-
òåðìiíàíòi ∆ ñïiâïàäàþòü. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî
ëèøå ïîêàçàòè, ùî ó âêàçàíó â òåîðåìi ñóìó íå âõîäèòü äâi÷i æîäåí
÷ëåí äåòåðìiíàíòà ∆.

Íåõàé i1, i2, . . . , ik � íîìåðà, âèáðàíèõ k ðÿäêiâ,

a1q1a2q2 · · · anqn (6)

� äîâiëüíèé ÷ëåí äåòåðìiíàíòà∆. Ðîçãëÿíåìî äîáóòîê òèõ åëåìåíòiâ
öüîãî ÷ëåíó, ÿêi íàëåæàòü ðÿäêàì ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik

ai1qi1ai2qi2 · · · aikqik .

Î÷åâèäíî, öåé äîáóòîê ¹ ÷ëåíîì ìiíîðó M , ùî çíàõîäèòüñÿ íà ïå-
ðåòèíi ðÿäêiâ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik òà ñòîâïöiâ ç íîìåðàìè qi1 ,
qi2 , . . . , qik i íå ¹ ÷ëåíîì æîäíîãî iíøîãî ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ùî çíà-
õîäèòüñÿ â öèõ æå ðÿäêàõ òà iíøèõ ñòîâïöÿõ. Îòæå, ìiíîð M , ÿêèé
çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik âèçíà÷à¹òüñÿ ÷ëåíîì
(6) îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äîáóòîê iíøèõ åëåìåíòiâ ÷ëåíà
(6), ÿêi íå íàëåæàòü âèùå âêàçàíèì ðÿäêàì, ¹ ÷ëåíîì äîïîâíþþ÷îãî
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ìiíîðó M ′ äî ìiíîðó M . Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ÷ëåí (6) äåòåðìi-
íàíòà ∆ âõîäèòü ó öiëêîì, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî, âèçíà÷åíèé äîáóòîê
M ·M ′ ìiíîðó k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó âêàçàíèõ âèùå ðÿä-
êàõ íà éîãî äîïîâíþþ÷èé ìiíîð. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Öiëêîì çðîçóìiëî, ùî ìiíîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó äåòåðìiíàíòà
¹ ñàìi åëåìåíòè öüîãî äåòåðìiíàíòà. Â ñåíñi öüîãî çàóâàæåííÿ ìà¹
ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1. Äåòåðìiíàíò äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ âñiõ åëåìåí-
òiâ äîâiëüíîãî éîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Òîáòî, ÿêùî ∆ � äåÿêèé äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó (äèâ. (1)), à
Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó öüîìó äåòåðìiíàíòi,
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, òî

∆ = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin, (7)

∆ = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj . (8)

Ôîðìóëè (7) òà (8) íàçèâàþòüñÿ ðîçêëàäîì äåòåðìiíàíòà ∆ çà
åëåìåíòàìè âiäïîâiäíî i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0 3
2 1 −2 4
0 −3 7 5
3 −1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî äàíèé äåòåðìiíàíò ïî òðåòüîìó ñòîâ-

ïöþ. Òàê ÿê äâà åëåìåíòè öüîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþþòü íóëþ ìàòèìåìî

∆ = (−2) · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
0 −3 5
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣+ 7 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 3
2 1 4
3 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ .
Îá÷èñëþþ÷è âêàçàíi âèùå äåòåðìiíàíòè òðåòüîãî ïîðÿäêó, îòðèìà-
¹ìî

∆ = 2 · 49 + 7 · 10 = 168.
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Çàäà÷à 2. Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ Ëàïëàñà, îá÷èñëèòè äåòåð-
ìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàôiêñó¹ìî äðóãèé i ï'ÿòèé ðÿäêè äåòåðìiíàíòà
∆. Ðîçãëÿíåìî ìiíîðè

M1 =

∣∣∣∣ 3 4
4 6

∣∣∣∣ , M2 =

∣∣∣∣ 3 5
4 7

∣∣∣∣ , M3 =

∣∣∣∣ 4 5
6 7

∣∣∣∣ ,
ÿêi ðîçìiùåíi â öèõ ðÿäêàõ. Âñi iíøi ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó â öèõ
ðÿäêàõ äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè ìiñòÿòü íóëüîâèé ñòîâïåöü.

Îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî ìiíîðiâ M1, M2, M3:

(−1)sM1M ′
1 = (−1)2+5+1+2

∣∣∣∣∣∣
4 3 5
5 2 1
2 4 3

∣∣∣∣∣∣ = 49,

(−1)sM2M ′
2 = (−1)2+5+1+4

∣∣∣∣∣∣
1 4 5
4 5 1
5 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −100,
(−1)sM1M ′

1 = (−1)2+5+2+4

∣∣∣∣∣∣
2 4 5
3 5 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 1.

Òîäi

∆ =
3∑

k=1

Mk · (−1)sMkM ′
k = 2 · 49 + 1 · (−100) + (−2) · 1 = −4.

Çàäà÷à 3. Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−3 2 −5 13
1 −2 10 4
−2 9 −8 25

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
çâiâøè éîãî äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîäàìî äî äðóãîãî, òðåòüîãî i ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ
äåòåðìiíàíòà ∆ ïåðøèé ðÿäîê ïîìíîæåíèé âiäïîâiäíî íà 3, −1, 2.
Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 9 �6, äåòåðìiíàíò ∆ íå çìiíèòüñÿ. Îòæå,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 8 4 25
0 −4 7 0
0 13 −2 33

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äàëi, äîäàìî äî äðóãîãî òà ÷åòâåðòîãî ðÿäêiâ, îäåðæàíîãî äåòåðìi-
íàíòà, òðåòié ïîìíîæåíèé âiäïîâiäíî íà 2 òà 3. À ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî
ìiñöÿìè äðóãèé òà ÷åòâåðòèé ðÿäêè. Òîäi iç òåîðåìè 3 �6 âèïëèâà¹,
ùî

∆ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 19 33
0 −4 7 0
0 0 18 25

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äàëi, ëåãêî âèäíî (äèâ. ïðèêëàä 3 íà ñòîð. 72), ùî

∆ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 19 33
0 0 83 132
0 0 18 25

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 1 19 33
0 0 83 132
0 0 0 301
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∣∣∣∣∣∣∣∣ = 301.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíòè:

1.
∣∣∣∣∣∣

246 427 327
1014 543 443
−342 721 621

∣∣∣∣∣∣.
2.
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣.
3.
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.
4.
∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣.
5.
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
6.
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −3 −5 8
−3 2 4 −6
2 −5 7 5
−4 3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣.
7.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
24 11 13 17 19
51 13 32 40 46
61 11 14 50 56
62 20 7 13 52
80 24 45 57 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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10.
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
4 −2 3 2
a b c d
3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
11.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
12.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
3

1
2 1

1
3

1
2 1 1

2
1
2 1 1

2
1
3

1 1
2

1
3

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
13.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 5 2 0
8 3 5 4
7 2 4 1
0 4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.
14.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
1 x 0 0
1 0 y 0
1 0 0 z

∣∣∣∣∣∣∣∣.
15.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
x1 x2 cosα sinα
y1 y2 cosβ sinβ
z1 z2 sin γ sin γ

∣∣∣∣∣∣∣∣.
16.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 0 1 −1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 −1 2 4
3 8 3 7 6 9
1 −1 0 0 0 0
3 7 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

17.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
1 0 8 0 27 0
9 1 5 4 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

18.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
...

...
...
. . .

...
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

19.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
...

...
...

. . .
...

...
...

n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

20.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
...

...
...
. . .

...
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

21.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . an−1 an
−x x 0 . . . 0 0
0 −x x . . . 0 0
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 . . . −x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

22.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 2 . . . 2
2 3 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
...
...
...
. . .

...
2 2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

23.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 . . . xn

a11 1 x . . . xn−1

a21 a22 1 . . . xn−2

...
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Íåõàé F ∈ {Q, R, C}. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé äåòåðìiíàíò ∆ ïîðÿäêó
n ç åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè F

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1)

Ðîçêëàäåìî öåé äåòåðìiíàíò çà åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ

∆ = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj , (2)

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij , i = 1, 2, . . . , n.
Íåõàé b1, b2, . . . , bn � äîâiëüíi ÷èñëà iç ìíîæèíè F i

∆′ = b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj . (3)

Iç òåîðåìè Ëàïëàñà âèïëèâà¹, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3) ¹ ðîçêëà-
äîì çà åëåìåíòàìè j-ãî ñòîâïöÿ äåòåðìiíàíòà, îäåðæàíîãî iç äåòåð-
ìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíî ÷èñëàìè
b1, b2, . . . , bn, òîáòî äåòåðìiíàíòà

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (4)

Ëåìà 1. Ñóìà äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà)
äåòåðìiíàíòà íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ií-
øîãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Iç òåîðåìè 1 �6 ñëiäó¹, ùî òåîðåìó äîñèòü äîâåñòè
òiëüêè äëÿ ñòîâïöiâ äåòåðìiíàíòà. Íåõàé çàäàíî äåòåðìiíàíò ∆ âè-
ãëÿäó (1) i íåõàé j i k � äîâiëüíi ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ùî íå
ïåðåâèùóþòü n.

ßêùî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3) çàìiñòü b1, b2, . . . , bn âiäïî-
âiäíî ïîêëàñòè a1k, a2k, . . . , ank, òî ìàòèìåìî âêàçàíó â óìîâi ëåìè
ñóìó äîáóòêiâ âñiõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ. Ç iíøîãî áîêó öÿ ñóìà äîðiâíþ¹
äåòåðìiíàíòó (4), â ÿêîãî ñòîâïöi ç ðiçíèìè íîìåðàìè j òà k îäíàêîâi.
À, îòæå, ðiâíîìó íóëåâi, ùî äîâîäèòü ëåìó.
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Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹íòàìè ç
ìíîæèíè F , â ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü n äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ, òîáòî
ñèñòåìó âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(5)

Äåòåðìiíàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1j . . . a1n
a21 . . . a2j . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (6)

áóäåìî íàçèâàòè äåòåðìiíàíòîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5).
Äàëi, ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíòè ïîðÿäêó n âèãëÿäó

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
...

. . .
...

. . .
...

an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (j = 1, 2, . . . , n), (7)

ÿêi îäåðæóþòüñÿ iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ
ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (5).

Òåîðåìà 1 (Êðàìåð). ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîäi öÿ ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ. Ïðè÷îìó, ÿêùî ∆j � äåòåðìiíàíò,
îäåðæàíèé iç ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî ñòîâïöÿ (j = 1, 2, . . . , n) ñòîâ-
ïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî ñèñòåìà ÷èñåë

γ1 =
∆1

∆
, γ2 =

∆2

∆
, . . . , γn =

∆n

∆

¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(5), äåòåðìiíàíò ∆ ÿêî¨ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ¹ ñóìiñíîþ i γ1, γ2, . . . ,
γn � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1nγn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
an1γ1 + an2γ2 + · · ·+ annγn = bn.

(8)
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó
äåòåðìiíàíòi ∆ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) (i, j = 1, 2, . . . , n).

Íåõàé íàäàëi j � öå äîâiëüíå iç ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Ïîìíîæèìî
ïåðøó iç ðiâíîñòåé (8) íà A1j , äðóãó � íà A2j i ò. ä., n-âó ðiâíiñòü �
íà Anj . Äîäàìî îêðåìî ëiâi i ïðàâi ÷àñòèíè, îòðèìàíèõ ó ðåçóëüòàòi
öèõ îïåðàöié ðiâíîñòåé. Îäåðæèìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

(a11A1j + a21A2j + · · ·+ an1Anj)γ1 +

+(a12A1j + a22A2j + · · ·+ an2Anj)γ2 +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+(a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj)γj +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+(a1nA1j + a2nA2j + · · ·+ annAnj)γj =

= b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj .

Iç òåîðåìè Ëàïëàñà òà ëåìè 1 ñëiäó¹, ùî êîåôiöi¹íò ïðè γj â öié
ðiâíîñòi äîðiâíþ¹∆, à âñi iíøi êîåôiöi¹íòè ïðè γi (i ̸= j) äîðiâíþþòü
íóëþ. Â ïðàâié æå ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi ñòî¨òü çíà÷åííÿ äåòåðìiíàíòà
∆j , îòðèìàíîãî iç äåòåðìiíàíòà ∆ øëÿõîì çàìiíè j-ãî ñòîâïöÿ ñòîâ-
ïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5). Îòæå, îñòàííþ
ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ∆γj = ∆j . Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, òî

γj =
∆j

∆
, (9)

äå, íàãàäà¹ìî, j ¹ äîâiëüíèì ÷èñëîì iç ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}. Òà-
êèì ÷èíîì íàìè äîâåäåíî, ùî ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) ¹
ñóìiñíîþ, òî âîíà ¹ âèçíà÷åíîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñè-
ñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè ¹ ñóìiñíîþ.
Äëÿ öüîãî ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïiäñòàâèâøè â äîâiëüíå i-å ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (5) çàìiñòü xj çíà÷åííÿ ∆j

∆ , j = 1, 2, . . . , n, ìè îäåðæèìî
òîòîæíiñòü:

ai1
∆1
∆ + · · ·+ ain

∆n
∆ = 1

∆(ai1∆1 + · · ·+ ain∆n) =

= 1
∆(ai1(b1A11 + · · ·+ bnAn1) + · · ·+ ain(b1A1n + · · ·+ bnAnn)) =

= 1
∆(b1(ai1A11 + · · ·+ ainA1n) + · · ·+ bn(ai1An1 + · · ·+ ainAnn)) =

= 1
∆(bi∆) = bi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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ßêùî äåòåðìiíàíò ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çà
äîïîìîãîþ ôîðìóë (9) íàçèâàþòü ðîçâ'ÿçàííÿì ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü çà ïðàâèëîì Êðàìåðà.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ñèñòåìà n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
¹ íåñóìiñíîþ àáî íåâèçíà÷åíîþ, òîäi äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè äî-
ðiâíþ¹ íóëþ.

Òâåðäæåííÿ öüîãî íàñëiäêó ìà¹ ìiñöå, îñêiëüêè âîíî ¹ îáåðíåíèì
i ïðîòèëåæíèì äî òâåðäæåííÿ òåîðåìè Êðàìåðà.

Íàñëiäîê 2. ßêùî äåòåðìiíàíò ∆ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
âiä n íåâiäîìèõ äîðiâíþ¹ íóëþ i õî÷à á îäèí iç äåòåðìiíàíòiâ, îäåð-
æàíèõ iç ∆ øëÿõîì çàìiíè éîãî j-ãî ñòîâïöÿ ñòîâïöåì âiëüíèõ
÷ëåíiâ ñèñòåìè, íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òîäi öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.

Äîâåäåííÿ öüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨
òåîðåìè. À ñàìå, ÿêùî ïðèïóñòèòè ïðîòèëåæíå, òîáòî, ùî ñèñòå-
ìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (5) iç íóëüîâèì äåòåðìiíàíòîì ¹ ñóìi-
ñíîþ i γ1, γ2, . . . , γn ¹ ¨¨ äåÿêèì ðîçâ'ÿçêîì, òî çà äîâåäåíèì ðàíiøå
0 · γj = ∆j . Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî çà óìîâîþ ∆j ̸= 0.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà ïðà-
âèëîì Êðàìåðà: 

2x1 − 3x2 + 4x3 + x4 =−2,
x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 7,
6x1 + 2x2 − x3 + x4 = 11,
x1 − x2 − x3 + x4 =−2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò äàíî¨ ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
1 2 5 −1
6 2 −1 1
1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −47.
Îñêiëüêè âií âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî çà òåîðåìîþ Êðàìåðà äàíà â óìî-
âi ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ âèçíà÷åíîþ i ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè ¨¨ ðîçâ'ÿçîê
çà ïðàâèëîì Êðàìåðà. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî íàñòóïíi äåòåðìiíàíòè
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∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −3 4 1
7 2 5 −1
11 2 −1 1
−2 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −94, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 4 1
1 7 5 −1
6 11 −1 1
1 −2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −47,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 −2 1
1 2 7 −1
6 2 11 1
1 −1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 −2
1 2 5 7
6 2 −1 11
1 −1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 141.

Òàêèì ÷èíîì,

x1 =
∆1

∆
= 2, x2 =

∆2

∆
= 1, x3 =

∆1

∆
= 0, x4 =

∆1

∆
= −3,

òîáòî ñèñòåìà ÷èñåë 2, 1, 0, −3 ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü.

Çàäà÷à 2. Âèçíà÷èòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ âêàçàíà
íèæ÷å ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ:2x1 − x2 + 3x3 = 1,

3x1 − 5x2 + (λ− 10)x3 =−2,
4x1 + λx2 + x3 = 1.

(10)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò äàíî¨ ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 3
3 −5 λ− 10
4 λ 1

∣∣∣∣∣∣ = −2λ2 + 25λ+ 93.

Iç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ðiâíÿíü (10) áóëà
íåñóìiñíîþ, íåîáõiäíî, ùîá ∆ = 0. Ðîçâ'ÿçàâøè êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ
−2λ2 + 25λ + 93, îäåðæèìî, ùî ∆ = 0 ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà
λ = −3 àáî λ = 31

2 .
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè λ = 31

2 . Îá÷èñëèìî äåòåðìi-
íàíò

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
−2 −5 31

2 − 10
1 31

2 1

∣∣∣∣∣∣ = −703

4
.

Îñêiëüêè âií âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî iç íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹, ùî ïðè
λ = 31

2 ñèñòåìà ðiâíÿíü (10) ¹ íåñóìiñíîþ.
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ßêùî æ λ = −3, òîäi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi òðè äåòåðìiíàíòè,
ÿêi îäåðæóþòüñÿ ç äåòåðìiíàíòà ñèñòåìè ðiâíÿíü (10) çàìiíîþ âiäïî-
âiäíî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî ñòîâïöiâ ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ
ñèñòåìè ðiâíÿíü, äîðiâíþþòü íóëþ. Òîìó ó öüîìó âèïàäêó äëÿ âè-
çíà÷åííÿ ÷è ¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü (10) ñóìiñíîþ, ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ ìåòîäîì
Ãàóññà: 2 −1 3 1

3 −5 −13 −2
4 −3 1 1

 ∼
 2 −1 3 1

0 −7
2 −

35
2 −

7
2

0 −1 −5 −1

 ∼ ( 2 −1 3 1
0 1 5 1

)
.

Çâiäñè òà ç òåîðåìè 3 �4 âèïëèâà¹, ùî ïðè λ = −3 ñèñòåìà ðiâíÿíü
(10) ¹ ñóìiñíîþ.

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà ðiâíÿíü (10) ¹ íåñóìiñíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè λ = −31

2 .

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íàñòóïíi ñèñòåìè ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàòè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

a)

2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2,
x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1,
2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 =−3,
x1 + x2 + 3x3 + 4x4 =−3.

á)

2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20,
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11,
2x1 + 10x2 + 9x3 + 7x4 = 40,
3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37.

â)

2x− 5y + 3z + t− 5 = 0,
3x− 7y + 6z − t+ 1 = 0,
5x− 9y + 3z + 4t− 7 = 0,
4x− 6y + 3z + t− 8 = 0.

ã)

3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3 = 0,
3x1 + 5x2 + 3x3 + 5x4 + 6 = 0,
6x1 + 8x2 + x3 + 5x4 + 8 = 0,
3x1 + 5x2 + 3x3 + 7x4 + 8 = 0.

ä)

7x1 + 9x2 + 4x3 + 2x4 = 2,
2x1 − 2x2 + x3 + x4 = 6,
5x1 + 6x2 + 3x3 + 2x4 = 3,
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0.

å)

6x+ 5y − 2z + 4t+ 4 = 0,
9x− y + 4z − t− 13 = 0,
3x+ 4y + 2z − 2t− 1 = 0,
3x− 9y + 2t− 11 = 0.

¹)

2x− y − 6z + 3t+ 1 = 0,
7x− 4y + 2z − 15t+ 32 = 0,
x− 2y − 4z + 9t− 5 = 0,
x− y + 2z − 6t+ 8 = 0.

æ)

2x+ y + 4z + 8t =−1,
x+ 3y − 6z + 2t = 3,
3x− 2y + 2z − 2t = 8,
2x− y + 2z = 4.
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2. Ïåðåâiðèòè, ùî ñèñòåìà ÷èñåë 1, 1, 1, 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü 

2x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 − x2 + 11x3 − 13x4 = 0,
4x1 + 5x2 − 7x3 − 2x4 = 0,

13x1 − 25x2 + x3 + 11x4 = 0,

i îá÷èñëèòè äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè.

3. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü âiä íåâiäîìèõ x1, x2, x3
x1 + α1x2 + α2

1x3 = β1,

x1 + α2x2 + α2
2x3 = β2,

x1 + α3x2 + α2
3x3 = β3,

äå α1, α2, α3 � ïîïàðíî ðiçíi äiéñíi ÷èñëà; β1, β2, β3 ∈ R.
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Íåõàé F ∈ {Q, R, C}; Fm×n � ìíîæèíà âñiõ m×n-ìàòðèöü ç åëåìåí-
òàìè ç ìíîæèíè F , äå m i n � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

 ∈ Fm×n

íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì ∥aij∥m×n àáî êîðîòêî ∥aij∥, ÿêùî
çðîçóìiëî iç êîíòåêñòó, ïðî ìàòðèöþ ÿêèõ ðîçìiðiâ éäå ìîâà.

Ìàòðèöi A = ∥aij∥ i B = ∥bij∥ iç Fm×n íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè,
ÿêùî aij = bij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n). Ó öüîìó âèïàäêó
ïèøóòü A = B.

Äîäàâàííÿ ìàòðèöü. Ñóìîþ ìàòðèöü A = ∥aij∥ i B = ∥bij∥ iç
ìíîæèíè Fm×n íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ C = ∥cij∥ ∈ Fm×n, ùî

cij = aij + bij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n).

Ñóìó C ìàòðèöü A i B ïîçíà÷àþòü ÷åðåç A+B.

Òåîðåìà 1. Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ìàòðèöü àñîöiàòèâíà i êîìó-
òàòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B, C ∈ Fm×n ¹ ïðà-
âèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (A+B) + C = A+ (B + C),

2) A+B = B +A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥, B = ∥bij∥, C = ∥cij∥ � äîâiëüíi
ìàòðèöi iç ìíîæèíè Fm×n. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

(A+B) + C = (∥aij∥+ ∥bij∥) + ∥cij∥ = ∥aij + bij∥+ ∥cij∥ =
= ∥(aij + bij) + cij∥,

A+ (B + C) = ∥aij∥+ (∥bij∥+ ∥cij∥) = ∥aij∥+ ∥bij + cij∥ =
= ∥aij + (bij + cij)∥.

Òåïåð, îñêiëüêè äîäàâàííÿ ÷èñåë iç ìíîæèíè F çàäîâîëüíÿ¹ àñîöià-
òèâíié âëàñòèâîñòi, òî

(aij + bij) + cij = aij + (bij + cij)

äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, 2, . . . , m} òà j ∈ {1, 2, . . . , n}. Îòæå,

∥(aij + bij) + cij∥ = ∥aij + (bij + cij)∥,
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òîáòî (A+B)+C = A+(B+C), ïiäêðåñëèìî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü
A, B, C ∈ Fm×n. Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ìàòðèöü òàêîæ
çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ êîìóòàòèâíà âëàñòèâiñòü îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥ i B = ∥bij∥ � äîâiëüíi ìàòðèöi iç
ìíîæèíè Fm×n. Òîäi

A+B = ∥aij∥+ ∥bij∥ = ∥aij + bij∥ =

= ∥bij + aij∥ = ∥bij∥+ ∥aij∥ = B +A,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Ìàòðèöÿ 0 ∈ Fm×n íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Fm×n ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü 0+A = A.

Òåîðåìà 2. Iñíó¹ ¹äèíà íóëüîâà ìàòðèöÿ 0 ∈ Fm×n, ïðè÷îìó,
âñi åëåìåíòè ìàòðèöi 0 ¹ íóëÿìè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî m×n-ìàòðèöþ ∥0∥, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹
íóëÿìè. Íåõàé A = ∥aij∥� äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç Fm×n. Çà îçíà÷åííÿì
ñóìè ìàòðèöü

∥0∥+A = ∥0∥+ ∥aij∥ = ∥0 + aij∥ = ∥aij∥ = A.

Öå îçíà÷à¹, ùî ∥0∥ ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, òîáòî 0 = ∥0∥, i iñíóâàííÿ
òàêî¨ ìàòðèöi äîâåäåíî.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü íóëüîâî¨ ìàòðèöi iç ìíîæèíè Fm×n. Íåõàé
0′ � äåÿêà íóëüîâà ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè 0 i 0′ ¹ íóëüîâèìè ìàòðè-
öÿìè, òî ç îäíîãî áîêó 0′ + 0 = 0, à ç iíøîãî 0′ + 0 = 0 + 0′ = 0′.
Òîìó 0′ = 0, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ìàòðèöÿ −A íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi A, ÿêùî
−A+A = 0.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Fm×n iñíó¹ ¹äèíà ïðî-
òèëåæíà ìàòðèöÿ −A, ïðè÷îìó, ÿêùî A = ∥aij∥, òî −A = ∥−aij∥.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç Fm×n. Ðîç-
ãëÿíåìî m× n-ìàòðèöþ A′ = ∥ − aij∥. Çà îçíà÷åííÿì ñóìè ìàòðèöü

A′ +A = ∥ − aij∥+ ∥aij∥ = ∥ − aij + aij∥ = ∥0∥ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A′ = ∥ − aij∥ ¹ ïðîòèëåæíîþ äî ìàòðèöi A,
òîáòî −A = A′ = ∥ − aij∥.

�äèíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ìàòðèöi äî äàíî¨ ìàòðèöi A âèïëèâà¹ iç
íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Íåõàé A′′ � äåÿêà ïðîòèëåæíà äî A ìàòðèöÿ.
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Òîäi

A′′ = 0+A′′ = (−A+A) +A′′ = −A+ (A+A′′) = −A+ 0 = −A,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Íåõàé A = ∥aij∥ � äîâiëüíà m×n-ìàòðè-

öÿ, B = ∥bij∥ � äîâiëüíà n×r-ìàòðèöÿ (m, n, r ∈ N, aij , bij ∈ F ). Äî-
áóòêîì ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B íàçèâà¹òüñÿ òàêà m× r-ìàòðèöÿ
C = ∥cij∥, ùî

cij =
n∑

k=1

aikbkj (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , r).

Äîáóòîê C ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B ïîçíà÷àþòü ÷åðåç AB.
Çàóâàæåííÿ 1. Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî äîáóòîê ìàòðèöi

A íà ìàòðèöþ B âèçíà÷åíèé ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ÷èñëî ñòîâïöiâ
ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðÿäêiâ ìàòðèöi B. Òîìó, íàâiòü ÿêùî äî-
áóòîê ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B âèçíà÷åíèé, äîáóòîê ìàòðèöi B íà
ìàòðèöþ A ìîæå áóòè íå âèçíà÷åíèì.

Òåîðåìà 4. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü àñîöiàòèâíà, òîáòî
äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×r, C ∈ Fr×s ¹ ïðàâèëüíîþ
ðiâíiñòü (AB)C = A(BC).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥r×s �
äîâiëüíî âèáðàíi ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷å-
ííÿ:

AB = U = ∥uij∥m×r, (AB)C = UC = V = ∥vij∥m×s,

BC = X = ∥xij∥n×s, A(BC) = AX = Y = ∥yij∥m×s.

Äîâåäåìî, ùî (AB)C = A(BC), òîáòî ùî V = Y . Äëÿ öüîãî çíàéäåìî
vij i yij (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , s). Çà çíà÷åííÿì äîáóòêó
ìàòðèöü

vij =

r∑
k=1

uikckj =

r∑
k=1

(
n∑

l=1

ailblk

)
ckj =

r∑
k=1

n∑
l=1

ailblkckj ,

yij =
n∑

l=1

ailxlj =
n∑

l=1

ail

(
r∑

k=1

blkckj

)
=

n∑
l=1

r∑
k=1

ailblkckj .
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Îñêiëüêè îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ÷èñåë iç ìíîæèíè F ¹ êîìóòàòèâíîþ,
òî

r∑
k=1

n∑
l=1

ailblkckj =
n∑

l=1

r∑
k=1

ailblkckj .

Çâiäñè i ïîïåðåäíiõ ðiâíîñòåé ñëiäó¹, ùî vij = yij äëÿ äîâiëüíèõ
i ∈ {1, 2, . . . , m} òà j ∈ {1, 2, . . . , s}. Öå ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
V = Y i, îòæå, (AB)C = A(BC). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî n ≥ 2, òî iñíóþòü ìàòðèöi A, B ∈ Fn×n

òàêi, ùî AB ̸= BA, òîáòî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü íå ¹ êîìóòàòèâíîþ. Íàïðèêëàä, òàêèìè ¹ íàñòóïíi ìàòðèöi

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
.

Òåîðåìà 5. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ äèñòðèáóòèâíîþ
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìàòðèöü, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ìàò-
ðèöü A, A′, B′ ∈ Fm×n, B, C, C ′ ∈ Fn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi
ðiâíîñòi:

A(B + C) = AB +AC, (A′ +B′)C ′ = A′C ′ +B′C ′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥m×n, B = ∥bij∥n×r, C = ∥cij∥n×r �
äîâiëüíî âèáðàíi ìàòðèöi, âêàçàíèõ ðîçìiðiâ. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷å-
ííÿ:

B + C = U = ∥uij∥n×r, A(B + C) = AU = V = ∥vij∥m×r,

AB = X = ∥xij∥m×r, AC = Y = ∥yij∥m×r,

AB +AC = X + Y = Z = ∥zij∥m×r.

Äîâåäåìî, ùî V = Z, òîáòî ùî vij = zij äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, 2, . . . ,
m} òà j ∈ {1, 2, . . . , r}. Çà îçíà÷åííÿìè äîáóòêó òà ñóìè ìàòðèöü

vij =
n∑

k=1

aikukj =
n∑

k=1

aik(bkj + ckj) =
n∑

k=1

(aikbkj + aikckj) =

=
n∑

k=1

aikbkj +
n∑

k=1

aikckj = xij + yij = zij

äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, 2, . . . ,m} òà j ∈ {1, 2, . . . , r}. Îòæå, A(B+C) =
= AB + AC. Ïðàâèëüíiñòü ðiâíîñòi (A′ +B′)C ′ = A′C ′ +B′C ′ äîâî-
äèòüñÿ àíàëîãi÷íî.



94

Êâàäðàòíi ìàòðèöi. Ðîçãëÿíåìî äîêëàäíiøå âëàñòèâîñòi îïå-
ðàöi¨ ìíîæåííÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü.

Ìàòðèöÿ E ∈ Fn×n íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Fn×n ¹ ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi EA =
= AE = A.

Òåîðåìà 6. Iñíó¹ ¹äèíà îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E ïîðÿäêó n, ïðè÷î-
ìó,

E =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 .

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi àíàëîãi÷íå
äîâåäåííþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi íóëüîâî¨ ìàòðèöi, à òîìó çàëèøà¹ìî
éîãî ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó.

Òåîðåìà 7. Äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü ïîðÿäêó n äîðiâíþ¹
äîáóòêó äåòåðìiíàíòiâ öèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥ òà B = ∥bij∥ � äîâiëüíi ìàòðèöi
n-ãî ïîðÿäêó ç åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè F i íåõàé AB = C = ∥cij∥.
Ðîçãëÿíåìî òàêèé äåòåðìiíàíò ∆ ïîðÿäêó 2n:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1)

Îá÷èñëèìî öåé äåòåðìiíàíò çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè
ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó
öèõ ðÿäêàõ òà ïåðøèõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |A|, à àëãåáðà¨÷íå äîïîâ-
íåííÿ äî íüîãî äîðiâíþ¹ (−1)2(1+2+···+n)|B| = |B|. Áóäü-ÿêèé ìiíîð
n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i âiäìiííèé âiä ìiíîðó
|A|, äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ìiñòèòü íóëüîâèé ñòîâïåöü. À òîìó çà
òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |A| · |B|. (2)
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Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò ∆ iíøèì ñïîñîáîì. Âèêîíà¹ìî íàñòóïíi
ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ äåòåðìiíàíòà (1), íå çìiíþþ÷è ïðè öüîìó éîãî
çíà÷åííÿ: äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà (n+1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà
a11, äàëi (n+ 2)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà a12 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê,
ïîìíîæåíèé íà a1n. Ó ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü ìè îäåðæèìî äå-
òåðìiíàíò, ïåðøi n åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà ÿêîãî äîðiâíþþòü íóëþ,
à íàñòóïíi n åëåìåíòiâ öüîãî ðÿäêà áóäóòü òàêèìè:

n∑
k=1

a1kbk1,
n∑

k=1

a1kbk2, . . . ,
n∑

k=1

a1kbkn.

Àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíîãî i ∈ {2, 3, . . . , n} äî i-ãî ðÿäêà äåòåðìi-
íàíòà (1) äîäàìî (n+ 1)-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ai1, äàëi (n+ 2)-é
ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ai2 i ò. ä., îñòàííié ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà ain.
Òîäi i-é ðÿäîê íàáåðå âèãëÿäó

0, 0, . . . , 0,

n∑
k=1

aikbk1,

n∑
k=1

aikbk2, . . . ,

n∑
k=1

aikbkn.

Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ âêàçàíèõ âèùå ïåðåòâîðåíü äåòåðìiíàíòà (1),
âií íàáóäå âèãëÿäó

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n
0 0 . . . 0 c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3)

äå

cij =
n∑

k=1

aikbkj (i, j = 1, 2, . . . , n).

Îòæå, C = A ·B.
Îá÷èñëèìî äåòåðìiíàíò, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (3)

çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè ïðè öüîìó ïåðøi n ðÿäêiâ. Ïî-
äiáíî, ÿê ïðè îá÷èñëåííi äåòåðìiíàíòà (1), ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó, ùî
çíàõîäèòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ i îñòàííiõ n ñòîâïöÿõ äîðiâíþ¹ |C|, à ií-
øi ìiíîðè n-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó öèõ ðÿäêàõ, äîðiâíþþòü
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íóëþ. Àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî ìiíîðó |C| ó äåòåðìiíàíòi (3) äî-
ðiâíþ¹

(−1)1+2+·+n+(n+1)+···+2n|−E| = (−1)
1+2n

2 ·2n ·(−1)n = (−1)2(n+n2) = 1,

äå E � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆ = |C|. (4)

Ïðèðiâíÿâøè òåïåð ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (2) i (4), îäåðæèìî

|A| · |B| = |C| = |A ·B|,

òîáòî äåòåðìiíàíò äîáóòêó ìàòðèöü A i B äîðiâíþ¹ äîáóòêó äåòåð-
ìiíàíòiâ |A| i |B| öèõ ìàòðèöü. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî äåòåðìi-
íàíò ¨¨ íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 8. Äîáóòîê ìàòðèöü ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ ìà-
òðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà iç ïåðåìíîæóâàíèõ ìà-
òðèöü ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.
Äiéñíî, ÿêùî A i B � ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó òàêi, ùî AB ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî |A| · |B| = |AB| ̸= 0. À òîìó |A| ̸= 0 i |B| ̸= 0.
Îòæå, A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè.

Íàâïàêè, ÿêùî A i B ¹ íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöÿìè, òî |A| ̸= 0 i
|B| ̸= 0. À òîìó |AB| = |A| · |B| ̸= 0, òîáòî ìàòðèöÿ AB ¹ íåâèðîäæå-
íîþ.

Ìíîæåííÿ ÷èñëà íà ìàòðèöþ. Äîáóòêîì ÷èñëà γ ∈ F íà
ìàòðèöþ A = ∥aij∥ ∈ Fm×n íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìàòðèöÿ D = ∥dij∥ ∈
∈ Fm×n, ùî

dij = γaij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n).

Äîáóòîê ÷èñëà γ íà ìàòðèöþ A ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì γA.

Òåîðåìà 9. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë α, β, γ ∈ F òà ìàòðèöü A, B,
C ∈ Fm×n, D ∈ Fn×r ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:
1) (α+ β)C = αC + βC;

2) γ(A+B) = γA+ γB;

3) α(βC) = (αβ)C;

4) α(CD) = (αC)D = C(αD);

5) 1 ·A = A.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó òà ÷åòâåðòi âëàñòèâîñòi, à iíøi çà-
ëèøèìî ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó. Íåõàé α òà β � äîâiëüíi ÷è-
ñëà iç ìíîæèíè F , à C = ∥cij∥m×n, D = ∥dij∥n×r � äîâiëüíî âèáðàíi
ìàòðèöi âêàçàíèõ ðîçìiðiâ.

Çà îçíà÷åííÿìè äîáóòêó ÷èñëà íà ìàòðèöþ, ñóìè i äîáóòêó ìà-
òðèöü

(α+ β)C = (α+ β)∥cij∥ = ∥(α+ β)cij∥ =
= ∥αcij + βcij∥ = ∥αcij∥+ ∥βcij∥ = α∥cij∥+ β∥cij∥ = αC + βC,

α(CD) = α

∥∥∥∥ n∑
k=1

cikdkj

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥α n∑
k=1

cikdkj

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ n∑
k=1

(αcik)dkj

∥∥∥∥ = ∥αcij∥ · ∥dij∥ = (α∥cij∥) · ∥dij∥ = (αC)D =

=

∥∥∥∥ n∑
k=1

cik(αdkj)

∥∥∥∥ = ∥cij∥ · ∥αdij∥ = ∥cij∥ · (α∥dij∥) = C(αD).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Îáåðíåíà ìàòðèöÿ.ÌàòðèöÿB ∈ Fn×n íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ îáåð-

íåíîþ (ïðàâîþ îáåðíåíîþ) ìàòðèöi A ∈ Fn×n, ÿêùî BA = E (AB =
= E) (E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n).

Ìàòðèöÿ A−1 íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A ∈ Fn×n, ÿêùî
âîíà îäíî÷àñíî ¹ ëiâîþ i ïðàâîþ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A. ßêùî
äëÿ ìàòðèöi A ∈ Fn×n iñíó¹ îáåðíåíà, òî êàæóòü, ùî A � îáîðîòíà
ìàòðèöÿ.

Òåîðåìà 10. Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè âîíà ¹ íåâèðîäæåíîþ. Ïðè÷îìó, ÿêùî A = ∥aij∥ � îáîðîòíà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òî iñíó¹ ëèøå îäíà îáåðíåíà äî íå¨ ìàòðèöÿ,
ùî äîðiâíþ¹ ìàòðèöi

A−1 =


A11

|A|
A21

|A| . . . An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . . An2

|A|
...

...
. . .

...
A1n

|A|
A2n

|A| . . . Ann

|A|

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi
ìàòðèöi A (i, j = 1, 2, . . . , n).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îáîðîòíîþ.
Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 äî ìàòðèöi A. Îñêiëüêè
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äîáóòîê ìàòðèöü A i A−1 äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi, ÿêà ¹ íåâèðî-
äæåíîþ ìàòðèöåþ, òî çà òåîðåìîþ ìàòðèöÿ A òàêîæ ¹ íåâèðîäæå-
íîþ. Òàêèì ÷èíîì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ íåâèðîäæåíîþ,
òîáòî ùî |A| ̸= 0, i íåõàé A = ∥aij∥. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A∗ =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aij ó äåòåðìiíàíòi ìà-
òðèöi A (i, j = 1, 2, . . . , n).

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäîê 1 iç òåîðåìè Ëàïëàñà �7 òà ëåìó 1 �8,
îá÷èñëèìî äîáóòîê ìàòðèöü

A ·A∗ =



n∑
k=1

a1kA1k

n∑
k=1

a1kA2k . . .
n∑

k=1

a1kAnk

n∑
k=1

a2kA1k

n∑
k=1

a2kA2k . . .
n∑

k=1

a2kAnk

...
...

. . .
...

n∑
k=1

ankA1k

n∑
k=1

ankA2k . . .
n∑

k=1

ankAnk


=

=


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Àíàëîãi÷íî

A∗ ·A =


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 .

Äàëi, iç öèõ ðiâíîñòåé òà òåîðåìè 9 ñëiäó¹, ùî ìàòðèöÿ

1

|A|
A∗ =


A11

|A|
A21

|A| . . . An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . . An2

|A|
...

...
. . .

...
A1n

|A|
A2n

|A| . . . Ann

|A|


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¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A. Äiéñíî,

A

(
1

|A|
A∗
)

=
1

|A|
(AA∗) =

1

|A|


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . |A|

 = E.

Àíàëîãi÷íî
(

1
|A|A

∗
)
A = E.

Íàðåøòi, çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨
ìàòðèöi A iñíó¹ òiëüêè îäíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1. Ñïðàâäi, ÿêùî
ìàòðèöÿ C òàêà, ùî AC = CA = E, òî

C = CE = C(AA−1) = (CA)A−1 = EA−1 = A−1,

i îòæå, C = A−1. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. ßêùî äëÿ ìàòðèöi A ïîðÿäêó n iñíó¹ ïðàâà (ëiâà)
îáåðíåíà ìàòðèöÿ, òîäi iñíó¹ i ëiâà (ïðàâà) îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî
ìàòðèöi A, à îòæå, ìàòðèöÿ A ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó îäðàçó âèïëèâà¹ iç òîãî ôàêòó, ùî ÿêùî
äî ìàòðèöi A iñíó¹ ëiâà (ïðàâà) îáåðíåíà ìàòðèöÿ, òî ìàòðèöÿ A
¹ íåâèðîäæåíîþ. À òîìó çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ A ¹ îáîðîòíîþ
ìàòðèöåþ.

Òåîðåìà 11. Äëÿ äîâiëüíèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü A i B ïîðÿäêó
n ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) |A−1| = |A|−1;

2) (A−1)−1 = A;

3) (AB)−1 = B−1A−1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.
Òîäi ç îäíîãî áîêó çà òåîðåìîþ 7 |AA−1| = |A| · |A−1|, à ç iíøîãî
çà îçíà÷åííÿì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi |AA−1| = |E| = 1. Òàêèì ÷èíîì,
|A| · |A−1| = 1, îòæå |A−1| = |A|−1.

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ iç òèõ ìiðêóâàíü, ùî îñêiëüêè

AA−1 = A−1A = E,

òî ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A−1, òîáòî (A−1)−1 = A.
Íàðåøòi, íåõàé B � òàêîæ äîâiëüíî âèáðàíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ

ïîðÿäêó n. Îá÷èñëèìî äîáóòêè:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,



100

(B−1A−1)(AB) = B(AA−1)B−1 = BEB−1 = BB−1 = E.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
(AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Çíàéòè äîáóòîê ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B, ÿêùî

A =

 a b c
c b a
1 1 1

 , B =

 1 a c
1 b b
1 c a

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

AB =

 a b c
c b a
1 1 1

 ·
 1 a c

1 b b
1 c a

 =

=

 a+ b+ c a2 + b2 + c2 b2 + 2ac
a+ b+ c b2 + 2ac a2 + b2 + c2

3 a+ b+ c a+ b+ c

 .

Çàäà÷à 2. Îá÷èñëèòè AB −BA, ÿêùî

A =

 1 2 1
2 1 2
1 2 3

 , B =

 4 1 1
−4 2 0
1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

AB −BA =

 1 2 1
2 1 2
1 2 3

 ·
 4 1 1
−4 2 0
1 2 1

−
 4 1 1
−4 2 0
1 2 1

 ·
 1 2 1

2 1 2
1 2 3

 =

=

 −3 7 2
6 8 4
−1 11 4

−
 7 11 9

0 −6 0
6 6 8

 =

 −10 −4 −76 14 4
−7 5 −4

 .

Çàäà÷à 3. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ÿêi êîìóòóþòü ç ìàòðèöåþ

A =

(
0 1
1 1

)
.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî çíàéòè âñi òàêi ìàòðèöi X, ùî AX =
= XA. Iç îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìàòðèöü âèïëèâà¹, ùî X ìà¹ áóòè êâà-
äðàòíîþ ìàòðèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåõàé

X =

(
x1 x2

x3 x4

)
.

Òîäi óìîâà AX = XA íàáóâà¹ âèãëÿäó(
0 1
1 1

)
·
(

x1 x2

x3 x4

)
=

(
x1 x2

x3 x4

)
·
(

0 1
1 1

)
.

Çâiäñè (
x3 x4

x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x2 x1 + x2

x4 x3 + x4

)
. (5)

Iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ìàòðèöü òà iç (5) âèïëèâà¹, ùî
x3 = x2,
x4 = x1 + x2,

x1 + x3 = x4,
x2 + x4 = x3 + x4.

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè x1, x2, x3, x4 ìàòðèöi X óòâîðþþòü ñèñòåìó
÷èñåë, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

− x2 + x3 = 0,
−x1 − x2 + x4 = 0,
x1 + x3 − x4 = 0,

x2 − x3 = 0.

I íàâïàêè, êîæåí ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹ ìàòðèöþ äðóãîãî
ïîðÿäêó, ùî êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ A.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì Ãàóññà, îäåð-
æèìî, ùî (b− a, a, a, b) ¹ ¨¨ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (a, b ∈ R).

Îòæå, êîæíà ìàòðèöÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó i òiëüêè òàêîãî âèãëÿ-
äó

X =

(
b− a a
a b

)
ïðè äîâiëüíèõ äiéñíèõ çíà÷åííÿ a òà b, áóäå êîìóòóâàòè ç ìàòðè-
öåþ A.
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Çàäà÷à 4. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi

A =

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

5 −4 0
1 −1 0
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −1.
Òàêèì ÷èíîì ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ i çà òåîðåìîþ 10 iñíó¹ îáåð-
íåíà ìàòðèöÿ A−1. Çíàéäåìî ¨¨. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî àëãåáðà¨÷íi
äîïîâíåííÿ Aij äî åëåìåíòiâ ìàòðèöi A, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèíi
i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ (i, j = 1, 2, 3)

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ −1 0
2 1

∣∣∣∣ = −1, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = −1,
A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 1 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 1, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 3
2 1

∣∣∣∣ = 4,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 2 3
−1 1

∣∣∣∣ = 5, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 2 2
−1 2

∣∣∣∣ = −6,
A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ 2 3
−1 0

∣∣∣∣ = 3, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 2 3
1 0

∣∣∣∣ = 3,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 2 2
1 −1

∣∣∣∣ = −4.
Òîäi

A−1 = |A|−1

 A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 =

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

 .

Çàäà÷à 5. Çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi

A =


2 1 0 0
3 2 0 0
1 1 3 4
2 −1 2 3

 .
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó íà öåé ðàç
äëÿ âiäøóêàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ¨¨ îçíà÷åííÿì. Íå-
õàé ìàòðèöÿ

X =


x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44


¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi A, òîáòî AX = E òà XA = E,
äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Iç ïåðøî¨ ðiâíîñòi
îäåðæèìî

2x1i + x2i = δ1i,
3x1i + 2x2i = δ2i,
x1i + x2i + 3x3i + 4x4i = δ3i,
2x1i − x2i + 2x3i + 3x4i = δ4i

(i = 1, 2, 3, 4),

äå δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà, òîáòî

δkl =

{
1, ÿêùî k = l;
0, ÿêùî k ̸= l.

Òàêèì ÷èíîì i-é ñòîâïåöü ìàòðèöi X ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü, ìàòðèöÿ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ìàòðèöåþ A, à ñòîâïåöü
âiëüíèõ ÷ëåíiâ � ç i-èì ñòîâïöåì îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E (i = 1, 2, 3, 4).
Ðîçâ'ÿæåìî öi ñèñòåìè ìåòîäîì Ãàóññà. Îñêiëüêè ìàòðèöi ó öèõ ñè-
ñòåì ñïiâïàäàþòü, òî áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè ¨õ îäíî÷àñíî:

2 1 0 0 1 0 0 0
3 2 0 0 0 1 0 0
1 1 3 4 0 0 1 0
2 −1 2 3 0 0 0 1

 ∼


1 1 3 4 0 0 1 0
2 1 0 0 1 0 0 0
3 2 0 0 0 1 0 0
2 −1 2 3 0 0 0 1

 ∼

∼


1 1 3 4 0 0 1 0
0 −1 −6 −8 1 0 −2 0
0 −1 −9 −12 0 1 −3 0
0 −3 −4 −5 0 0 −2 1

 ∼


1 1 3 4 0 0 1 0
0 1 6 8 −1 0 2 0
0 0 −3 −4 −1 1 −1 0
0 0 14 19 −3 0 4 1

 ∼

∼


1 1 3 4 0 0 1 0
0 1 6 8 −1 0 2 0
0 0 −3 −4 −1 1 −1 0
0 0 −1 −1 −8 5 −1 1

 ∼


1 1 3 4 0 0 1 0
0 1 6 8 −1 0 2 0
0 0 1 1 8 −5 1 −1
0 0 0 1 −23 14 −2 3

 ∼
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∼


1 1 3 0 92 −56 9 −12
0 1 6 0 183 −112 18 −24
0 0 1 0 31 −19 3 −4
0 0 0 1 −23 14 −2 3

∼


1 0 0 0 2 −1 0 0
0 1 0 0 −3 2 0 0
0 0 1 0 31 −19 3 −4
0 0 0 1 −23 14 −2 3

.
Òàêèì ÷èíîì, çâiäñè òà iç íàñëiäêó 1 îäåðæó¹ìî, ùî

A−1 = X =


2 −1 0 0
−3 2 0 0
31 −19 3 −4
−23 14 −2 3

 .

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ìàòðèöü:

à)
(

3 −2
5 −4

)
·
(

3 4
2 5

)
,

á)
(

a b
c d

)
·
(

α β
γ δ

)
,

â)
(

2 −3
4 −6

)
·
(

9 −6
6 −4

)
,
ã)
(

4 3
7 5

)
·
(
−8 13
3 −16

)
·
(

7 3
2 1

)
,

ä)
 1 −3 2

3 −4 1
2 −5 3

 ·
 2 5 6

1 2 5
1 3 2

, å)
 5 8 −4

6 9 −5
4 7 −3

·
 3 2 5

4 −1 3
9 6 5

,
¹)
(

4 −1
5 −2

)5

,
æ)
(

2 −1
3 −2

)n

,
ç)
(

cosα − sinα
sinα cosα

)n

,

è)
(

1 1
0 1

)n

,
i)
(

λ 1
0 λ

)n

,
¨)
 1 1 0

0 1 1
0 0 1

n

.

2. ßê çìiíèòüñÿ äîáóòîê AB ìàòðèöü A i B, ÿêùî:

à) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè i-èé òà j-èé ðÿäêè ìàòðèöi A;

á) äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A äîäàòè ¨¨ j-èé ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà
÷èñëî α;

â) ïîìiíÿòè ìiñöÿìè i-èé òà j-èé ñòîâïöi ìàòðèöi B;

ã) äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B äîäàòè ¨¨ j-èé ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé
íà ÷èñëî α.

3. Ñëiäîì êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ ñóìà ¨¨ åëåìåíòiâ, ùî
çíàõîäÿòüñÿ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Äîâåñòè, ùî ñëiä äîáóòêó AB äî-
ðiâíþ¹ ñëiäó äîáóòêó BA.
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4. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B ïîðÿäêó
n, AB −BA ̸= E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

5. Íåõàé A i B � ìàòðèöi îäíîãî é òîãî æ ïîðÿäêó. Äîâåñòè, ùî
AB = BA òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¹ ïðàâèëüíîþ îäíà iç íàñòóïíèõ
ðiâíîñòåé:

à) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2; á) A2 −B2 = (A−B)(A+B).

6. Íåõàé A =

(
a b
c d

)
. Äîâåñòè, ùî

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = 0,

äå E, 0 � âiäïîâiäíî îäèíè÷íà òà íóëüîâà ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó.

7. Çíàéòè âñi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, êâàäðàòè ÿêèõ äîðiâíþ-
þòü íóëüîâié ìàòðèöi.

8. Çíàéòè âñi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó, êâàäðàòè ÿêèõ äîðiâíþ-
þòü îäèíè÷íié ìàòðèöi.

9. Çíàéòè âñi ìàòðèöi, ùî êîìóòóþòü ç ìàòðèöåþ A, ÿêùî:

à) A =

(
1 2
−1 −1

)
; á) A =

 3 1 0
0 3 1
0 0 3

.
10. Çíàéòè îáåðíåíi ìàòðèöi äî íàñòóïíèõ ìàòðèöü:

à)
 2 5 7

6 3 4
5 −2 −3

. á)
 3 −4 5

2 −3 1
3 −5 −1

. â)
 1 2 2

2 1 −2
2 −2 1

.
ã)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.
ä)


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6

.
11. Ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ 2 −3 1

4 −5 2
5 −7 3

 ·X ·
 9 7 6

1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11

 .
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� 10. n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið.
Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ

Áóäü-ÿêà ñèñòåìà, òîáòî âïîðÿäêîâàíà ñóêóïíiñòü, n äiéñíèõ ÷èñåë
íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì n-âèìiðíèì âåêòîðîì. Äiéñíèé n-âèìiðíèé âå-
êòîð, óòâîðåíèé äiéñíèìè ÷èñëàìè α1, α2, . . . , αn, áóäåìî ïîçíà÷àòè
ñèìâîëîì (α1, α2, . . . , αn) i ïðè öüîìó α1 íàçèâàòèìåìî éîãî ïåðøîþ
êîìïîíåíòîþ, α2 � éîãî äðóãîþ êîìïîíåíòîþ i ò. ä., αn � n-îþ êîì-
ïîíåíòîþ öüîãî âåêòîðà. Äâà äiéñíi n-âèìiðíi âåêòîðè íàçèâàþòüñÿ
ðiâíèìè, ÿêùî ðiâíi âñi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè öèõ âåêòîðiâ. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Rn � ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ.

Ñóìîþ âåêòîðiâ a = (α1, α2, . . . , αn) i b = (β1, β2, . . . , βn) iç Rn

íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèé n-âèìiðíèé âåêòîð

a+ b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn). (1)

Äîáóòêîì ÷èñëà γ ∈ R íà âåêòîð a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn

íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèé n-âèìiðíèé âåêòîð

γa = (γα1, γα2, . . . , γαn). (2)

Çàóâàæåííÿ 1. Î÷åâèäíî, äîâiëüíèé äiéñíèé n-âèìiðíèé âå-
êòîð (α1, α2, . . . , αn) ìîæíà òðàêòóâàòè, ÿê 1 × n-ìàòðèöþ ç åëå-
ìåíòàìè, ùî ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ n-âèìiðíèõ
âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ ÷èñëà íà n-âèìiðíèé âåêòîð âèçíà÷àþòüñÿ àíà-
ëîãi÷íèì ÷èíîì, ÿê i âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ íàä 1 × n-ìàòðèöÿìè. Òî-
ìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ ÷èñëà íà
n-âèìiðíèé âåêòîð ìàþòü àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, ÿê i îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ ÷èñëà íà ìàòðèöþ. ×åðåç öå íàñòóïíi
òðè òåîðåìè ìè ïðèâîäèìî áåç äîâåäåííÿ, çàëèøàþ÷è ¨õ ÷èòà÷åâi íà
ñàìîñòiéíó ðîáîòó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë α, β ∈ R òà äîâiëüíèõ n-âè-
ìiðíèõ âåêòîðiâ a, b, c ∈ Rn ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) (a+ b) + c = a+ (b+ c);

2) a+ b = b+ a;

3) (α+ β)a = αa+ βa;

4) α(a+ b) = αa+ αb;

5) α(βa) = (αβ)a;

6) 1 · a = a.
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Âåêòîð 0̄ ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì âåêòîðîì, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíîãî âåêòîðà a ∈ Rn ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü 0̄ + a = a.

Òåîðåìà 2. Iñíó¹ ¹äèíèé íóëüîâèé âåêòîð 0̄ ∈ Rn. Ïðè÷îìó,
0̄ = (0, 0, . . . , 0).

Âåêòîð −a íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíèì äî âåêòîðà a, ÿêùî −a+
+ a = 0̄.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà a ∈ Rn iñíó¹ ¹äèíèé ïðîòè-
ëåæíèé âåêòîð −a. Ïðè÷îìó, ÿêùî a = (α1, α2, . . . , αn), òî −a =
= (−α1,−α2, . . . ,−αn).

Òåîðåìà 4. Íåõàé α � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, a � äîâiëüíèé
n-âèìiðíèé âåêòîð. Ðiâíiñòü αa = 0̄ ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè àáî α = 0, àáî a = 0̄.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü òåîðåìè ¹ î÷åâèäíîþ. Äiéñíî, íåõàé
α � áóäü-ÿêå äiéñíå ÷èñëî, à a = (α1, α2, . . . , αn) � áóäü-ÿêèé
n-âèìiðíèé âåêòîð iç Rn. Çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó ÷èñëà íà n-âèìiðíèé
âåêòîð

0 · a = 0 · (α1, α2, . . . , αn) = (0 · α1, 0 · α2, . . . , 0 · αn) =

= (0, 0, . . . , 0) = 0̄,

α · 0̄ = α · (0, 0, . . . , 0) = (α · 0, α · 0, . . . , α · 0) =
= (0, 0, . . . , 0) = 0̄.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà α i äå-
ÿêîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðà a ¹ ñïðàâåäëèâîþ ðiâíiñòü αa = 0̄. ßêùî
α ̸= 0, òî iñíó¹ îáåðíåíå ÷èñëî α−1 äî ÷èñëà α. Ïîìíîæèìî ëiâó i
ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi αa = 0̄ íà α−1. Îäåðæèìî α−1(αa) = α−1 · 0̄.
Îñêiëüêè iç òåîðåì 1�3 ñëiäó¹, ùî α−1(αa) = (α−1α)a = 1 · a = a, à
α−1 · 0̄ = 0̄, òî a = 0. Òàêèì ÷èíîì, àáî α = 0, àáî a = 0̄.

Ìíîæèíà Rn âñiõ äiéñíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, ðîçãëÿäóâàíà iç
ââåäåíèìè íà íié îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ âåêòîðiâ òà ìíîæåííÿ ÷èñëà
íà âåêòîð çà ôîðìóëàìè (1), (2) íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì n-âèìiðíèì
âåêòîðíèì ïðîñòîðîì.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé
ïðîñòið Qn òà êîìïëåêñíèé n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið Cn.

Âåêòîð b ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ ïðîïîðöiéíèì âåêòîðó a ∈ Rn, ÿêùî
iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî γ, ùî b = γa.
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Âåêòîð b ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, a2,
a3, . . . , as ∈ Rn, ÿêùî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà γ1, γ2, . . . , γs, ùî

b = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas.

×èñëà γ1, γ2, . . . , γs ïðè öüîìó íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëå-
æíîþ, ÿêùî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà γ1, . . . , γs, íå âñi ðiâíi íóëþ,
ùî

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas = 0̄. (3)

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëå-
æíîþ, ÿêùî âîíà íå ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî îñêiëüêè îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ âåêòîðiâ ¹ êî-
ìóòàòèâíîþ, òî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (3) íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó
äîäàíêiâ ó ¨¨ ëiâié ÷àñòèíi. Òîìó ëiíiéíà çàëåæíiñòü ÷è íåçàëåæíiñòü
ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as iç Rn íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó öèõ
âåêòîðiâ.

Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷à á îäèí iç âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè ¹
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ âåêòîðiâ ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ñèñòåìà a1, a2,
a3, . . . , as âåêòîðiâ iç Rn ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà
äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γs, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ, ñêàæiìî γj , íå
äîðiâíþ¹ íóëþ, äëÿ ÿêèõ ¹ ñïðàâåäëèâîþ ðiâíiñòü

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas = 0̄.

Òîäi, î÷åâèäíî,

−γjaj = γ1a1 + · · ·+ γj−1aj−1 + γj+1aj+1 + · · ·+ γsas. (4)

Îñêiëüêè γj ̸= 0, òî ìîæíà ïîìíîæèòè ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíîñòi
(4) íà − 1

γj
. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

aj =

(
−γ1
γj

)
a1+· · ·+

(
−γj−1

γj

)
aj−1+

(
−γj+1

γj

)
aj+1+· · ·+

(
−γs
γj

)
as.

Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð aj ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ
a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , as, à òîìó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè äîâåäåíà.
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Äîâåäåìî òåïåð äîñòàòíiñòü. Íåõàé îäèí iç âåêòîðiâ ñèñòåìè a1,
a2, . . . , as, íàïðèêëàä aj , ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ ¨¨ âåêòîðiâ.
Òîäi

aj = γ1a1 + · · ·+ γj−1aj−1 + γj+1aj+1 + · · ·+ γsas,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, . . . , γj−1, γj+1, . . . , γs. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi
ñëiäó¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi

γ1a1 + · · ·+ γj−1aj−1 + (−1) · aj + γj+1aj+1 + · · ·+ γsas = 0̄.

Î÷åâèäíî, íå âñi iç ÷èñåë ñèñòåìè γ1, . . . , γj−1, −1, γj+1, . . . , γs äî-
ðiâíþþòü íóëþ, à òîìó çà îçíà÷åííÿì ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as
¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ n-âèìiðíîãî âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó. Ñèñòåìà âåêòîðiâ ai1 , ai2 , . . . , aik , äå

1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ s

íàçèâà¹òüñÿ ïiäñèñòåìîþ ñèñòåìè a1, a2, . . . , as.

Òåîðåìà 6. ßêùî äåÿêà ïiäñèñòåìà ñèñòåìè n-âèìiðíèõ âåêòî-
ðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òîäi i ñàìà ñèñòåìà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà ïiäñèñòåìà ç k âåêòîðiâ ñè-
ñòåìè a1, a2, . . . , as ∈ Rn ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Âðàõîâóþ÷è, ùî âëà-
ñòèâiñòü áóòè ëiíiéíî çàëåæíîþ, íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó âåêòîðiâ
ñèñòåìè, ìè íå çìåíøèìî çàãàëüíîñòi äîâåäåííÿ òåîðåìè, ïðèïóñòèâ-
øè, ùî ïiäñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Çà îçíà÷åííÿì
òîäi iñíó¹ ñèñòåìà äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γk, íå âñi ç ÿêèõ ðiâíi
íóëþ, òàêà, ùî

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γkak = 0̄.

Òîäi, î÷åâèäíî,

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γkak + 0 · ak+1 + · · ·+ 0 · as = 0̄.

Òîìó ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ùî é ïî-
òðiáíî áóëî äîâåñòè.

ßê íàñëiäîê iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâàþòü íàñòóïíi òâåð-
äæåííÿ:
1) ÿêùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ìiñòèòü íóëüîâèé âåê-

òîð, òî âîíà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ;
2) ÿêùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ìiñòèòü ïðîïîðöiéíi âå-

êòîðè, òî âîíà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ;
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3) ÿêùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, òî-
äi áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäñèñòåìà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ öèõ òâåðäæåíü ¹ íåñêëàäíèìè, à òîìó çàëèøà¹ìî ¨õ
÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó.

Òåîðåìà 7. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as iç Rn ¹ ëi-
íiéíî íåçàëåæíîþ, à ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b ¹ ëiíiéíî
çàëåæíîþ, òî n-âèìiðíèé âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòå-
ìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi çà îçíà÷å-
ííÿì ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ iñíó¹ ñèñòåìà äiéñíèõ ÷èñåë
γ1, γ2, . . . , γs, δ, ÿêi íå âñi ðiâíi íóëþ, i äëÿ ÿêèõ ¹ ñïðàâåäëèâîþ
ðiâíiñòü

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas + δb = 0̄. (5)

Êîåôiöi¹íò δ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàä-
êó ñïðàâåäëèâîþ áóëà á ðiâíiñòü

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas = 0̄,

äå ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ γ1, γ2, . . . , γs õî÷à á îäèí íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå
â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî
çàëåæíîþ, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

Òåïåð, îñêiëüêè δ ̸= 0, òî iç ðiâíîñòi (5) âèïëèâà¹, ùî

b =
(
−γ1

δ

)
a1 +

(
−γ2

δ

)
a2 + · · ·+

(
−γs

δ

)
as,

òîáòî âåêòîð b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Òåî-
ðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 8. Áóäü-ÿêà ñèñòåìà iç s n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ïðè
s > n ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó âåêòîðiâ

a1 = (α11, α12, . . . , α1n),

a2 = (α21, α22, . . . , α2n),
. . . . . . . . . . . . . .

as = (αs1, αs2, . . . , αsn)

iç n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ
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îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xs:
α11x1 + α21x2 + · · ·+ αs1xs = 0,

α12x1 + α22x2 + · · ·+ αs2xs = 0,
. . . . . . . . . . . . . .

α1nx1 + α2nx2 + · · ·+ αsnxs = 0.

(6)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6) ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè, î÷å-
âèäíî, s-âèìiðíèé íóëüîâèé âåêòîð ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî s > n. Òîäi êiëüêiñòü ðiâíÿíü ñèñòåìè (6) ìåí-
øà, íiæ êiëüêiñòü íåâiäîìèõ. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè Ãàóññà âèïëèâà¹,
ùî òàêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, â ÿêié òàêîæ êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìåíøà,
íiæ êiëüêiñòü íåâiäîìèõ. Ó ñâîþ ÷åðãó iç òåîðåìè 2 �4 ñëiäó¹, ùî
òàêà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, òîáòî êðiì íóëüîâîãî
ðîçâ'ÿçêó iñíó¹ ùå õî÷à á îäèí, âiäìiííèé âiä íóëüîâîãî, ðîçâ'ÿçîê
γ1, γ2, . . . , γs.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , as
ç êîåôiöi¹íòàìè γ1, γ2, . . . , γs:

γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γsas =

= (γ1α11 + γ2α21 + · · ·+ γsαs1, . . . , γ1α1n + γ2α2n + · · ·+ γsαsn) =

= (α11γ1 + α21γ2 + · · ·+ αs1γs, . . . , α1nγ1 + α2nγ2 + · · ·+ αsnγs) =

= (0, . . . , 0) = 0̄.

Òàêèì ÷èíîì íàìè ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü ÷èñëà γ1, γ2, . . . , γs, ÿêi
íå âñi äîðiâíþþòü íóëþ, é òàêi, ùî γ1a1+γ2a2+· · ·+γsas = 0̄, i, îòæå,
ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì n-âèìiðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ÿêùî, ïî-ïåðøå, âîíà ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ,
à ïî-äðóãå, áóäü-ÿêèé n-âèìiðíèé âåêòîð ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âå-
êòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè.

Çà òåîðåìîþ 8 áóäü-ÿêèé áàçèñ n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
Rn, ÿêùî âií iñíó¹, ïîâèíåí ñêëàäàòèñü iç íå áiëüø ÿê n âåêòîðiâ. Ó
íàñòóïíié ëåìi äîâîäèòüñÿ, ùî â n-âèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði
Rn iñíó¹ áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç n âåêòîðiâ.

Ëåìà 1. Ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1) (7)

¹ áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ëåãêî âèäíî, ùî ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñè-
ñòåìè âåêòîðiâ e1, e2, . . . , en ç êîåôiöi¹íòàìè α1, α2, . . . , αn ¹ íàñòó-
ïíèé âåêòîð

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = (α1, α2, . . . , αn).

Òîìó
α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = 0̄

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

α1 = 0, α2 = 0, . . . , αn = 0.

Îòæå, ñèñòåìà âåêòîðiâ e1, e2, . . . , en ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
ßêùî æ a = (α1, α2, . . . , αn) � äîâiëüíèé âåêòîð iç Rn, òî

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen,

òîáòî a ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ e1, e2, . . . , en.
Ç óñüîãî âèùå ñêàçàíîãî òåïåð ñëiäó¹, ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âå-

êòîðiâ e1, e2, . . . , en ¹ áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn.

Áàçèñ (7) n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn íàçèâà¹òüñÿ êàíî-
íi÷íèì áàçèñîì.

Òåîðåìà 9. Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ a1, a2,
a3, . . . , as ñïðàâåäëèâå ëèøå îäíå iç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü:
1) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ;
2) ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîð-

íîãî ïðîñòîðó Rn;
3) iñíó¹ n-âèìiðíèé âåêòîð b òàêèé, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1,

a2, . . . , as, b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , as � äåÿêà ñèñòåìà n-âèìiðíèõ
âåêòîðiâ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íàì äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ÿêùî íå
âèêîíóþòüñÿ ïåðøi äâà òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ, òî ñïðàâåäëèâèì äëÿ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ òðåò¹
òâåðäæåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíîþ i íå ¹ áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn. Òîäi
iñíó¹ n-âèìiðíèé âåêòîð b, ÿêèé íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as, b. ßêùî öÿ ñèñòåìà
áóëà á ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî çà òåîðåìîþ 7 âåêòîð b ïîâèíåí áó-
òè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as. Îñêiëüêè
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îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òî öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as,
b ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêà ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà, ùî ñêëàäà¹-
òüñÿ iç n âåêòîðiâ iç Rn ¹ áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòî-
ðó Rn.

Äîâåäåííÿ öüîãî íàñëiäêó îäðàçó âèïëèâà¹ iç òåîðåì 7 i 9. ßêùî
a1, a2, . . . , an � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, òî
çà òåîðåìîþ 7 äëÿ äîâiëüíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðà b ñèñòåìà âåêòîðiâ
a1, a2, . . . , an, b ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ (îñêiëüêè ñêëàäà¹òüñÿ ç n + 1
âåêòîðiâ). Íàðåøòi, çà òåîðåìîþ 9 äëÿ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an
ñïðàâåäëèâèì ¹ òiëüêè äðóãå ¨¨ òâåðäæåííÿ, òîáòî a1, a2, . . . , an ¹
áàçèñîì n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn.

Äàëi áóäåìî äîñëiäæóâàòè, ÷è iñíóþòü áàçèñè n-âèìiðíîãî âå-
êòîðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ìåíø ÿê n âå-
êòîðiâ.

Êàæóòü, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2,. . . , ar ∈ Rn ëiíiéíî âèðà-
æà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs ∈ Rn, ÿêùî êîæåí
iç âåêòîðiâ ïåðøî¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ äðóãî¨
ñèñòåìè.

Äâi ñèñòåìè âåêòîðiâ n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Rn íàçè-
âàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî êîæíà ç íèõ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç iíøó.

Òåîðåìà 10. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2,. . . , ar iç Rn ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs iç Rn, ÿêà â ñâîþ
÷åðãó ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ct iç
Rn, òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2,. . . , ar ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ct.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, òîáòî

ai = αi1b1 + αi2b2 + · · ·+ αisbs =

s∑
k=1

αikbk (i = 1, 2, . . . , r),

bj = βj1c1 + βj2c2 + · · ·+ βjtct =
t∑

l=1

βjlcl (j = 1, 2, . . . , s)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë αik (i = 1, 2, . . . , r; j = 1, 2, . . . , s) òà βjl

(j = 1, 2, . . . , s; l = 1, 2, . . . , t). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , r}
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ñïðàâåäëèâèìè ¹ íàñòóïíi ðiâíîñòi

ai =
s∑

k=1

αik

t∑
l=1

βklcl =
s∑

k=1

t∑
l=1

αikβklcl =
t∑

l=1

(
s∑

k=1

αikβkl

)
cl. (8)

Ïîçíà÷èìî
s∑

k=1

αikβkl ÷åðåç γil (i = 1, 2, . . . , r; l = 1, 2, . . . , t). Òîäi

iç (8) âèïëèâà¹, ùî

ai =
t∑

l=1

γilcl (i = 1, 2, . . . , r),

äå, ïiäêðåñëèìî, γil (i = 1, 2, . . . , r; l = 1, 2, . . . , t) ¹ äåÿêèìè äiéñíèìè
÷èñëàìè. Öå ó ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ar
ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ct. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 2. Òâåðäæåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè îçíà÷à¹, ùî
áiíàðíå âiäíîøåííÿ "ëiíiéíî âèðàæàòèñÿ çàäàíå íà ìíîæèíi Ω âñiõ
ñèñòåì âåêòîðiâ, çàäîâîëüíÿ¹ òðàíçèòèâíié âëàñòèâîñòi. Î÷åâèäíî,
öå âiäíîøåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðåôëåêñèâíié âëàñòèâîñòi i íåñêëàäíî ïî-
êàçàòè, ùî âîíî íå çàäîâîëüíÿ¹ ñèìåòðè÷íié âëàñòèâîñòi. Íàòîìiñòü
áiíàðíå âiäíîøåííÿ "áóòè åêâiâàëåíòíîþ òàêîæ çàäàíå íà ìíîæèíi
Ω, çàäîâîëüíÿ¹ óñiì òðüîì âèùå çãàäàíèì âëàñòèâîñòÿì.

Òåîðåìà 11. Íåõàé a1, a2,. . . , ar òà b1, b2, . . . , bs � äâi ñèñòåìè
n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ òàêi, ùî ïåðøà ç íèõ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i
ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äðóãó ñèñòåìó. Òîäi ÷èñëî âåêòîðiâ ïåð-
øî¨ ñèñòåìè íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà âåêòîðiâ äðóãî¨ ñèñòåìè, òîáòî
r ≤ s.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2,. . . , ar òà b1, b2, . . . , bs � äâi ñèñòåìè
n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, ïåðøà ç íèõ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äðóãó, òîáòî

ai =
s∑

k=1

αikbk (i = 1, 2, . . . , r),

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë αik (i = 1, 2, . . . , r; k = 1, 2, . . . , s).
Ïîêàæåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî r ≤ s. Äëÿ öüîãî ïðèïóñòèìî, ùî
r > s.
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Ââåäåìî â ðîçãëÿä íàñòóïíi s-âèìiðíi âåêòîðè:

u1 = (α11, α12, . . . , α1s),

u2 = (α21, α22, . . . , α2s),
. . . . . . . . . . . . . .

ur = (αr1, αr2, . . . , αrs),

Òîäi çà òåîðåìîþ 8 ñèñòåìà âåêòîðiâ u1, u2, . . . , ur ¹ ëiíiéíî çàëå-
æíîþ òîìó, ùî öå ñèñòåìà iç r s-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, à r > s. Çâiäñè
ñëiäó¹, ùî iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λr, ÿêi íå âñi ðiâíi íóëþ
i äëÿ ÿêèõ ¹ ñïðàâåäëèâîþ ðiâíiñòü

λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λrur = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rs. (9)

Îá÷èñëèâøè êîìïîíåíòè âåêòîðà, ùî ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ λ1u1+
+λ2u2 + · · ·+ λr, iç ðiâíîñòi (9) îäåðæèìî

r∑
k=1

λkαk1 = 0,
r∑

k=1

λkαk2 = 0, . . . ,
r∑

k=1

λkαks = 0. (10)

Îá÷èñëèìî, âðàõóâàâøè ðiâíîñòi (10), ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λrar =
r∑

k=1

λkak =
r∑

k=1

λk

s∑
l=1

αklbl =

=
r∑

k=1

s∑
l=1

λkαklbl =
s∑

l=1

(
r∑

k=1

λkαkl

)
bl =

s∑
l=1

0 · bl = 0̄ ∈ Rn.

Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóñòèâøè, ùî r > s, ìè ïîêàçàëè, ùî ñèñòåìà
âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ar ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi òå-
îðåìè, à òîìó r < s, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Iç òåîðåìè 11 îäðàçó âèïëèâàþòü íàñòóïíi äâà íàñëiäêè. �õ äî-
âåäåííÿ ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó, çàóâàæèâøè
ïðè öüîìó, ùî äëÿ äîâåäåííÿ äðóãîãî íàñëiäêó ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ
ëåìîþ 1.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêi äâi åêâiâàëåíòíi ëiíiéíî íåçàëåæíi ñè-
ñòåìè âåêòîðiâ ñêëàäàþòüñÿ iç îäíàêîâîãî ÷èñëà âåêòîðiâ.

Íàñëiäîê 2. Áóäü-ÿêèé áàçèñ n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
Rn ñêëàäà¹òüñÿ ç n âåêòîðiâ.
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Áàçèñîì ñèñòåìè n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as íàçèâà¹òüñÿ
òàêà ¨¨ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà, ùî êîæåí âåêòîð ñèñòåìè a1,
a2, . . . , as ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ öi¹¨ ïiäñèñòåìè.

×èñëî âåêòîðiâ áàçèñó ñèñòåìè âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì öi¹¨
ñèñòåìè. Êîðåêòíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹ iç íàñòóïíî¨ òåîðå-
ìè.

Òåîðåìà 12. Áóäü-ÿêi äâà áàçèñè ñèñòåìè n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ
ñêëàäàþòüñÿ iç îäíàêîâîãî ÷èñëà âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , as � äîâiëüíà ñèñòåìà n-âèìiðíèõ
âåêòîðiâ, à ai1 , ai2 , . . . , air òà aj1 , aj2 , . . . , ajq � äåÿêi äâà áàçèñè öi¹¨
ñèñòåìè âåêòîðiâ. Çà îçíà÷åííÿì áàçèñó ñèñòåìè âåêòîðiâ äîâiëüíèé
âåêòîð äðóãîãî áàçèñó ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ïåðøîãî áà-
çèñó, à, îòæå, äðóãèé áàçèñ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè ïåð-
øîãî áàçèñó. Îñêiëüêè ñèñòåìà âåêòîðiâ ai1 , ai2 , . . . , air , ÿê áàçèñ, ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ, òî çà òåîðåìîþ 11 êiëüêiñòü âåêòîðiâ
ó ñèñòåìi ai1 , ai2 , . . . , air íå ïåðåâèùó¹ êiëüêîñòi âåêòîðiâ ó ñèñòåìi
aj1 , aj2 , . . . , ajq , òîáòî r ≤ q.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî q ≤ r. Î÷åâèäíî, òàêå ìîæëèâå ëèøå
ïðè óìîâi, ùî q = r. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 13. Íåõàé a1, a2,. . . , ar òà b1, b2, . . . , bs � äâi ñèñòåìè
n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, ïðè÷îìó ðàíã ïåðøî¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ ÷èñëó
k, à äðóãî¨ � ÷èñëó l. ßêùî ïåðøà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî âèðà-
æà¹òüñÿ ÷åðåç äðóãó, òîäi k ≤ l. ßêùî æ öi ñèñòåìè åêâiâàëåíòíi,
òîäi k = l.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî äî-
âiëüíi áàçèñè ai1 , ai2 , . . . , aik òà bj1 , bj2 , . . . , bjl âiäïîâiäíî ñèñòåì
âåêòîðiâ a1, a2,. . . , ar òà b1, b2, . . . , bs. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòî-
ðiâ ai1 , ai2 , . . . , aik ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ a1,
a2,. . . , ar, à ñèñòåìà âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bs � ÷åðåç ñèñòåìó âåêòî-
ðiâ bj1 , bj2 , . . . , bll . Îñêiëüêè ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2,. . . , ar ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó b1, b2, . . . , bs, òî çà òåîðåìîþ 10 ñèñòåìà
âåêòîðiâ ai1 , ai2 , . . . , aik ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ
bj1 , bj2 , . . . , bjl . Âðàõîâóþ÷è òåïåð, ùî ñèñòåìà ai1 , ai2 , . . . , aik , ÿê
áàçèñ, ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ, îäåðæèìî, ùî k ≤ l.

Äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì âæå äîâåäåíî¨
ïåðøî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ òåîðåìè.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìà âåêòîðiâ:
a1 = (2,−3, 1), a2 = (3,−1, 5), a3 = (1,−4, 3).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé γ1, γ2, γ3 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Ðîçãëÿ-
íåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

γ1a1 + γ2a2 + γ3a3 = (2γ1 + 3γ2 + γ3,−3γ1 − γ2 − 4γ3, γ1 + 5γ2 + 3γ3).

Öÿ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

2γ1 + 3γ2 + γ3 = 0,
−3γ1 − γ2 − 4γ3 = 0,

γ1 + 5γ2 + 3γ3 = 0,

òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ, ñòîâïöi
ÿêî¨ ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî ç âåêòîðàìè a1, a2, a3, ìà¹ íåíóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê. Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü: 2 3 1 0

−3 −1 −4 0
1 5 3 0

 ∼
 1 5 3 0

0 −7 −5 0
0 14 5 0

 ∼
 1 5 3 0

0 −7 −5 0
0 0 −5 0

 .

Òàêèì ÷èíîì, öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ìà¹ ëèøå íó-
ëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, à òîìó çàäàíà â óìîâi ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3
¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Çàäà÷à 2. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ, ùî ìiñòèòü
äâà îäíàêîâèõ âåêòîðà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäñèñòåìó, âêàçàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè
âåêòîðiâ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç öèõ äâîõ îäíàêîâèõ âåêòîðiâ: a, a. Öÿ
ïiäñèñòåìà ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, îñêiëüêè äëÿ íåíóëüîâèõ ÷èñåë 1, −1
ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âåêòîðiâ a, a äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó, òîáòî
1 · a+ (−1) · a = 0̄.

Òîäi iç òåîðåìè 6 âèïëèâà¹, ùî i âñÿ, âêàçàíà â óìîâi ñèñòåìà
âåêòîðiâ, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè âñi áàçèñè ñèñòåìè âåêòîðiâ:
a1 = (1, 2, 0, 0), a2 = (1, 2, 3, 4), a3 = (3, 6, 0, 0).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âåêòîð a3 ïðîïîðöiéíèé âåêòîðó
a1 (a3 = 3a1). Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäó ìîæíà ïîêàçàòè,
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ùî ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
Îòæå ðàíã öi¹¨ ñèñòåìè ìåíøå òðüîõ.

Ðîçãëÿíåìî ïiäñèñòåìó âåêòîðiâ a1, a2. Î÷åâèäíî, ëiíiéíà êîìái-
íàöiÿ öèõ âåêòîðiâ

γ1a1 + γ2a2 = (γ1 + γ2, 2γ1 + 2γ2, 3γ2, 4γ2)

äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè γ1 = γ2 = 0.
Îòæå, ïiäñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ. Ïðè÷îìó
êîæåí iç âåêòîðiâ a1, a2, a3 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè öi¹¨
ïiäñèñòåìè:

a1 = 1 · a1 + 0 · a2 + 0 · a3,
a2 = 0 · a1 + 1 · a2 + 0 · a3,
a3 = 3 · a1 + 0 · a2 + 0 · a3.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïiäñèñòåìà a1, a2 ¹ áàçèñîì ñèñòåìè a1, a2, a3.
Îòæå, ðàíã öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ äâîì.

Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ áàçèñiâ ñèñòåìè a1, a2, a3 çàëèøèëîñü
ïåðåâiðèòè ÷è áóäóòü áàçèñàìè íàñòóïíi äâi ¨¨ ïiäñèñòåìè: a1, a3 òà
a2, a3. Ïåðøà, î÷åâèäíî, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. À äðóãà, ÿê íåâàæêî
ïîêàçàòè, ¹ áàçèñîì.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ 3a1 + 5a2 − a3 âåêòîðiâ
a1 = (4, 1, 3,−2), a2 = (1, 2,−3, 2), a3 = (16, 9, 1,−3).

2. Çíàéòè âåêòîðè x òà y iç ðiâíÿíü:

a) a1 + 2a2 + 3a3 + 4x = 0̄, á) 3(a1 − y) + 2(a2 + y) = 4(a3 − y),
äå a1 = (5,−8,−1, 2), a2 = (2,−1, 4,−3), a3 = (−3, 2,−5, 4).

3. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè íàñòóïíi ñèñòåìè âåêòîðiâ:

à) a1 = (5, 4, 3), a2 = (3, 3, 2), a3 = (8, 1, 3);

á) b1 = (2,−4, 1), b2 = (0, 5,−6), b3 = (1,−2, 4);
â) c1 = (4,−5, 2, 6), c2 = (2,−2, 1, 3), c3 = (6,−3, 3, 9),

c4 = (4,−1, 5, 6);
ã) d1 = (1, 0, 0, 2, 5), d2 = (0, 1, 0, 3, 4), d3 = (0, 0, 1, 4, 7),

d4 = (2,−3, 4, 11, 12).

4. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü äâà ïðîïîðöiéíi
âåêòîðè, ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
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5. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð,
ëiíiéíî çàëåæíà.

6. Äîâåñòè, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, a3 ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ
i âåêòîð a3 íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, a2, òî àáî âåêòîð
a1 ïðîïîðöiéíèé âåêòîðó a2, àáî, íàâïàêè, âåêòîð a2 ïðîïîðöiéíèé
âåêòîðó a1.

7. Íåõàé a1, a2, . . . as � ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ðàíãó k. Äî-
âåñòè, ùî áóäü-ÿêà ¨¨ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
iç k âåêòîðiâ ¹ ¨¨ áàçèñîì.

8. Äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêó ëiíiéíî íåçàëåæíó ïiäñèñòåìó, çàäàíî¨
ñèñòåìè âåêòîðiâ, ìîæíà äîïîâíèòè äî áàçèñó öi¹¨ ñèñòåìè.

9. Â ÿêîìó âèïàäêó ñèñòåìà âåêòîðiâ ìà¹ ¹äèíèé áàçèñ?

10. ×è áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè äâi ñèñòåìè âåêòîðiâ, ÿêùî âîíè
ìàþòü îäíàêîâèé ðàíã?

11. Íåõàé a1 = (0, 1, 0, 2, 0), a2 = (7, 4, 1, 8, 3), a3 = (0, 3, 0, 4, 0),
a4 = (1, 9, 5, 7, 1), a5 = (0, 1, 0, 5, 0). ×è ìîæíà ïiäiáðàòè ÷èñëà γij
(i, j = 1, 2, 3, 4, 5) òàê, ùîá ñèñòåìà âåêòîðiâ

b1 =

5∑
k=1

γ1kak, b2 =

5∑
k=1

γ2kak, . . . , b5 =

5∑
k=1

γ5kak

áóëà á ëiíiéíî íåçàëåæíîþ?

12. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ âåêòîð b ëiíiéíî
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a1, a2, a3, ÿêùî:

à) a1 = (2, 3, 5), a2 = (3, 7, 8), a3 = (1, 4, 3), b = (7,−2, λ);
á) a1 = (4, 4, 8), a2 = (7, 2, 1), a3 = (4, 1, 6), b = (5, λ, 9);

â) a1 = (3, 2, 5), a2 = (2, 4, 7), a3 = (5, 6, λ), b = (1, 3, 5);

ã) a1 = (3, 2, 6), a2 = (7, 3, 9), a3 = (5, 1, 3), b = (λ, 2, 5).

13. Çíàéòè âñi áàçèñè íàñòóïíèõ ñèñòåì âåêòîðiâ:

à) a1 = (1, 2, 3, 4), a2 = (2, 3, 4, 5), a3 = (3, 4, 5, 6), a4 = (4, 5, 6, 7);

á) a1 = (1, 2, 3), a2 = (2, 3, 4), a3 = (3, 2, 3), a4 = (4, 3, 4),
a5 = (1, 1, 1).

14. Ñêiëüêè áàçèñiâ ìà¹ ñèñòåìà iç k + 1 âåêòîðiâ ðàíãó k, ùî
ìiñòèòü ïðîïîðöiéíi âåêòîðè, âiäìiííi âiä íóëüîâîãî âåêòîðà?
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� 11. Ðàíã ìàòðèöi

Íåõàé

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
as1 as2 · · · asn

 (1)

� äîâiëüíà s×n-ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè iç ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë,
äå s i n � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi íà ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi
ìîæíà äèâèòèñÿ ÿê íà s-âèìiðíi âåêòîðè, à íà ¨¨ ðÿäêè � ÿê íà
n-âèìiðíi âåêòîðè. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi A:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 .

Ðàíãîì ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
öi¹¨ ìàòðèöi, òîáòî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Ðàíã ìàòðèöi
A áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì rankA.

Òåîðåìà 1. ßêùî âñi ìiíîðè k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþ-
þòü íóëþ, òîäi ðiâíi íóëþ i âñi ìiíîðè ìàòðèöi A, ïîðÿäêè ÿêèõ
áiëüøi çà k.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà s×n-ìàòðèöÿ, â ÿêié âñi ìiíîðè
k-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþþòü íóëþ, äå k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî
íå ïåðåâèùó¹ min(s, n). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ìiíîð M ìàòðèöi A
ïîðÿäêó l, äå k < l ≤ min(s, n). Îá÷èñëèìî ìiíîð M çà òåîðåìîþ
Ëàïëàñà, çàôiêñóâàâøè â íüîìó áóäü-ÿêi k ðÿäêiâ. Âñi ìiíîðè k-ãî
ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó çàôiêñîâàíèõ k ðÿäêàõ ìiíîðóM , ¹ òàêîæ
ìiíîðàìè k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A. Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè âñi
öi ìiíîðè äîðiâíþþòü íóëþ, à ìiíîðM ¹ ñóìîþ äîáóòêiâ âñiõ ìiíîðiâ
k-ãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó çàôiêñîâàíèõ ðÿäêàõ, íà âiäïîâiäíi
¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ, òî ìiíîð M äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé M � äîâiëüíèé ìiíîð ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1,. . . , ik òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1,. . . , jk. Êàæóòü, ùî
ìiíîð M ′ ìàòðèöi A, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â ðÿäêàõ ç íîìåðàìè i′1, . . .
. . . , i′l òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j′1,. . . , j

′
l , ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì äëÿ

ìiíîðó M , ÿêùî

{i1, . . . , ik} ⊂ {i′1, . . . , i′l}, {j1, . . . , jk} ⊂ {j′1, . . . , j′l}.
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Òåîðåìà 2. Ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ íàéâèùîìó ïîðÿäêó âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ öi¹¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ∥aij∥ � äîâiëüíà s×n-ìàòðèöÿ ç åëåìåí-
òàìè ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, M � ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A
(1 ≤ k ≤ min(s, n)), ÿêèé ¹ ìiíîðîì íàéâèùîãî ïîðÿäêó ñåðåä âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêó-
âàíü, ìîæíà ââàæàòè, ùî ìiíîð M çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõíüîìó
êóòêó ìàòðèöi

A =



a11 . . . a1 k a1 k+1 . . . a1n
... M

...
...

. . .
...

ak1 . . . ak k ak k+1 . . . akn
ak+1 1 . . . ak+1 k ak+1 k+1 . . . ak+1n

...
. . .

...
...

. . .
...

as1 . . . ask as k+1 . . . asn


.

Òîäi ïåðøi k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A óòâîðþþòü ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòå-
ìó âåêòîðiâ. Îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ëiíiéíî çàëåæíîþ
áóëà á ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìiíîðó M . Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à-
ëî á, ùî îäèí iç ñòîâïöiâ ìiíîðó M ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ, à
òîìó ìiíîð M äîðiâíþâàâ áè íóëþ (öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî M ̸= 0).

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ {k + 1, . . . , n} l-é ñòîâïåöü ìà-
òðèöi A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Íåõàé
i � äîâiëüíå ÷èñëî ç ìíîæèíè {1, 2 . . . , s}. Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíàíò

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k a1l
...

. . .
...

...
ak1 . . . akk akl
ai1 . . . aik ail

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî äåòåðìiíàíò ∆i îäåðæàíèé iç ìiíîðó M øëÿõîì
ïðè¹äíàííÿ îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ñòîâïöÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè
l-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A òà îñòàííüîãî (k + 1)-ãî ðÿäêà âiäïîâiäíèìè
åëåìåíòàìè i-ãî ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi. Òîìó, ÿêùî i ≥ k + 1, òî äåòåð-
ìiíàíò ∆i ¹ ìiíîðîì k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A (ïiäêðåñëèìî, ùî öåé
ìiíîð ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì ìiíîðó M). Çà óìîâîþ òåîðåìè âñi ìiíîðè
k + 1 ïîðÿäêó ìàòðèöi A äîðiâíþþòü íóëþ, à îòæå, ∆i = 0. ßêùî
æ i ≤ k, òî äåòåðìiíàíò ∆i ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, à ñàìå i-é òà
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(k + 1)-é. Öå â ñâîþ ÷åðãó òàêîæ îçíà÷à¹, ùî ∆i = 0. Òàêèì ÷èíîì
äåòåðìiíàíò ∆i äîðiâíþ¹ íóëþ äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}.

Îá÷èñëèìî, òåïåð, äåòåðìiíàíò ∆i çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà, ðîç-
êëàâøè éîãî çà îñòàííiì ðÿäêîì. Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëå-
ìåíòà aij öüîãî ðÿäêà ó âèïàäêó, êîëè 1 ≤ j ≤ k, ¹ ÷èñëî

Aj = (−1)k+1+j

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1 j−1 a1 j+1 . . . a1k
...

. . .
...

...
. . .

...
ak1 . . . ak j−1 ak j+1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ .
À àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà ail îñòàííüîãî ðÿäêà ¹ ìi-
íîð M . Î÷åâèäíî, ÷èñëà Aj (1 ≤ j ≤ k) òà M íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
÷èñëà i. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà

∆i = ai1A1 + ai2A2 + · · ·+ aikAk + ailM = 0.

Îñêiëüêè M ̸= 0, òî iç öi¹¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî

ail = −
A1

M
ai1 −

A2

M
ai2 − · · · −

Ak

M
aik

äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà i ∈ {1, 2, . . . , s}. Öå îçíà÷à¹, ùî l-é ñòîâïåöü
ìàòðèöi A ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåðøèõ k ñòîâïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi
âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè −A1

M , −A2

M , . . . , −Ak

M .
Òàêèì ÷èíîì ïåðøi k ñòîâïöiâ ìàòðèöi A ¹ áàçèñîì ñèñòåìè âåê-

òîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, òîìó ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæå-
ííÿ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé M � íåíóëüîâèé ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó ìàòðè-
öi A, ïðè÷îìó âñi îáâiäíi ìiíîðè (k+1)-ãî ïîðÿäêó ìiíîðó M äîðiâ-
íþþòü íóëþ. Òîäi ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k.

Òåîðåìà 3. Äåòåðìiíàíò n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ñòîâïöi óòâîðþþòü ëiíiéíî çàëåæíó ñè-
ñòåìó âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ.Äîñòàòíiñòü òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ iç îçíàêè ëiíiéíî¨
çàëåæíîñòi ñèñòåìè âåêòîðiâ i âëàñòèâîñòåé äåòåðìiíàíòà.

Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé äåòåðìiíàíò

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, íåõàé ñòîâïöi äåòåð-
ìiíàíòà ∆ óòâîðþþòü ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó. Òîäi öÿ ñèñòåìà
âåêòîðiâ ¹ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 ,

à îòæå, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ n. Çà òåîðåìîþ ïðî ðàíã ìàòðèöi
öå îçíà÷à¹, ùî ¹äèíèé ìiíîð n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íå äîðiâíþ¹
íóëþ. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi, îñêiëüêè ¹äèíèì ìiíîðîì n-ãî ïîðÿäêó
ìàòðèöi A ¹ äåòåðìiíàíò ∆.

Òåîðåìà 4. Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹
ðàíãó ñèñòåìè ¨¨ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðè-
öi A.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó s× n-ìàòðèöþ

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn


ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ k. Òîäi ðàíã
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi AT äî ìàòðèöi A òàêîæ äîðiâíþ¹ k. Äiéñíî,
äîâiëüíèé ìiíîð r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi AT , ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ
ç íîìåðàìè i1, . . . , ir òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè j1, . . . , jr ¹ òðàíñïî-
íîâàíèì äî ìiíîðó ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ðÿäêàõ ç íîìåðàìè
j1, . . . , jr òà ñòîâïöÿõ ç íîìåðàìè i1, . . . , ir i íàâïàêè. Îñêiëüêè çà
âëàñòèâiñòþ äåòåðìiíàíòà öi ìiíîðè ðiâíi, òî íàéâèùèé ïîðÿäîê âiä-
ìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi AT ñïiâïàäà¹ ç íàéâèùèì ïîðÿäêîì
âiäìiííèõ âiä íóëÿ ìiíîðiâ ìàòðèöi A. À îòæå, rankAT = rankA.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A çà äîïî-
ìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (I), ÿêùî âñi ðÿäêè (ñòîâ-
ïöi) ìàòðèöi B, êðiì i-ãî òà j-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè (ñòîâïöi)
ìàòðèöi A, à i-èé òà j-èé ðÿäêè (ñòîâïöi) ïîìiíÿëèñÿ ìiñöÿìè. ßêùî
â ìàòðèöi B âñi ðÿäêè (ñòîâïöi), êðiì i-ãî, òi æ ñàìi, ùî i â ìàòðèöi
A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi B ¹ ñóìîþ i-ãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ)
ìàòðèöi A òà äåÿêîãî ¨¨ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ïîìíîæåíîãî íà äî-
âiëüíå äiéñíå ÷èñëî, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà
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iç ìàòðèöi A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (II).
Íàðåøòi, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ B îòðèìàíà iç ìàòðèöi A çà
äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òèïó (III), ÿêùî âñi ðÿäêè
(ñòîâïöi) ìàòðèöi B, êðiì i-ãî, òàêi æ ÿê âiäïîâiäíi ðÿäêè (ñòîâïöi)
ìàòðèöi A, à i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi B ¹ äîáóòêîì äîâiëüíîãî
íåíóëüîâîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà i-èé ðÿäîê (ñòîâïåöü) ìàòðèöi A.

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíîþ ìàòðèöi A, ÿêùî ¨¨ ìî-
æíà îäåðæàòè iç ìàòðèöi A øëÿõîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè àáî ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A. ßêùî ìàòðèöi
A i B åêâiâàëåíòíi, òî ïèñàòèìåìî A ∼ B.

Òåîðåìà 5. Áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi íå
çìiíþ¹ ¨¨ ðàíãó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöþ B îäåðæàëè iç ìàòðèöi A øëÿõîì
äåÿêîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè (ñòîâïöÿìè) ìà-
òðèöi A. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ-ðÿäêiâ (âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ) ìàòðèöi B
ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ðÿäêiâ (âåêòîðiâ-ñòîâï-
öiâ) ìàòðèöi A. Î÷åâèäíî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ iñíó¹ îáåðíåíå, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî iç ìàòðèöi B ìîæíà îäåð-
æàòè ìàòðèöþ A. Òîìó ñèñòåìà âåêòîðiâ-ðÿäêiâ (âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ)
ìàòðèöi A òàêîæ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ðÿäêiâ
(âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ) ìàòðèöiB. Îòæå ñèñòåìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ (âåêòî-
ðiâ-ñòîâïöiâ) ìàòðèöü A i B åêâiâàëåíòíi, à òîìó ìàþòü îäíàêîâi
ðàíãè. Öå îçíà÷à¹, ùî rankA = rankB. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. Ðàíãè åêâiâàëåíòíèõ ìàòðèöü ðiâíi.

Òåîðåìà 6. Áóäü-ÿêà s× t-ìàòðèöÿ A ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìà-
òðèöi ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó, ùî ìiñòèòü òî÷íî r íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ,
òîáòî ìàòðèöi âèãëÿäó

0 . . . 0 b1j1 . . . b1j2−1 b1j2 . . . b1jr−1 b1jr . . . b1t
0 . . . 0 0 . . . 0 b2j2 . . . b2jr−1 b2jr . . . b2t
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 brjr . . . brt
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0


, (2)

äå 1 ≤ j1 < j2 . . . < jr ≤ t, bkjk � íåíóëüîâå ÷èñëî (k = 1, 2, . . . , r).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè Ãàóññà ïðî
çâåäåííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü äî ñõiä÷àñòîãî âè-
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ãëÿäó. Ñëiä òiëüêè çàçíà÷èòè, ùî ðàíã ìàòðèöi ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó
(äèâ. (2)) äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Öå âèïëè-
âà¹ îäðàçó ç òåîðåìè ïðî ðàíã ìàòðèöi.

Çàóâàæåííÿ 1. Áóäü-ÿêó s× t-ìàòðèöþ ìîæíà ïðèâåñòè äî ìà-
òðèöi ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó (2) çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëå-
ìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó (I) àáî (II) òiëüêè íàä ðÿäêàìè ìàòðèöü.

Êàæóòü, ùî s × t-ìàòðèöÿ A (äèâ. (1)) ìà¹ äiàãîíàëüíó ôîðìó,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ {1, . . . , s} òà j ∈ {1, . . . , t} åëåìåíò aij äîðiâ-
íþ¹ íóëþ ïðè i ̸= j. Ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðèöþ A äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
÷åðåç diag[a11, a22, . . . , aqq]s×t (q � ìiíiìàëüíå iç ÷èñåë s i t).

Òåîðåìà 7. Äîâiëüíà s × t-ìàòðèöÿ ðàíãó r åêâiâàëåíòíà ìà-
òðèöi äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè âèãëÿäó

diag[1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, . . . , 0]s×t.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèìî ÷èòà÷åâi.

Òåîðåìà 8. Ðàíã äîáóòêó ìàòðèöü A i B íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó
êîæíî¨ iç ìàòðèöü A i B, òîáòî

rankAB ≤ rankA, rankAB ≤ rankB.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

as1 . . . asn

 , B =

 b11 . . . b1t
...

. . .
...

bn1 . . . bnt


� äîâiëüíi âiäïîâiäíî s×n- òà n× t-ìàòðèöi ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè.
Òîäi

AB = C =

 c11 . . . c1t
...

. . .
...

cs1 . . . cst

 ,

äå

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj (i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , t).

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ìàòðèöü A i C:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , v2 =


a12
a22
...

as2

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 ;
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w1 =


c11
c21
...
cs1

 , w2 =


c12
c22
...
cs2

 , . . . , wt =


c1t
c2t
...
cst

 .

Ç ôîðìóë äëÿ cij âèïëèâà¹, ùî

wj =


a11b1j + a12b2j + · · ·+ a1nbnj
a21b1j + a22b2j + · · ·+ a2nbnj

...
as1b1j + as2b2j + · · ·+ asnbnj

 =

= b1jv1 + b2jv2 + · · ·+ bnjvn

äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ {1, 2, . . . , t}. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà âåêòîðiâ w1,
w2, . . . , wt ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn.
Òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi C íå ïåðåâèùó¹ ðàíãó
ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi A. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi C, ÿêà ¹
äîáóòêîì ìàòðèöü A i B, íå áiëüøèé çà ðàíã ìàòðèöi A.

Íåðiâíiñòü rankAB ≤ rankB äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çàìiñòü âåê-
òîðiâ-ñòîâïöiâ ñëiä ðîçãëÿíóòè âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöü B i C. Ïðîòå
¨¨ ìîæíà äîâåñòè, âèõîäÿ÷è âæå iç äîâåäåíî¨ íàìè íåðiâíîñòi. Ñïðàâ-
äi,

rankAB = rank (AB)T = rankBTAT ≤ rankBT = rankB.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 9. Íåõàé A � äîâiëüíà s× t-ìàòðèöÿ; B, C � äîâiëüíi
îáîðîòíi ìàòðèöi âiäïîâiäíî ïîðÿäêiâ s i t. Òîäi

rankBA = rankA, rankAC = rankA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � îáîðîòíà ìàòðèöÿ i BA = D. Òîäi A =
= B−1D. Çà òåîðåìîþ 8

rankD ≤ rankA, rankA ≤ rankD,

i òîìó rankA = rankD. Ðiâíiñòü rankAC = rankA äëÿ îáîðîòíî¨
ìàòðèöi C äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi

A =


2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó
âåðõíüîìó êóòêó öi¹¨ ìàòðèöi, äîðiâíþ¹ íóëþ. Îäíàê â ìàòðèöi A
ìiñòÿòüñÿ ìiíîðè äðóãîãî ïîðÿäêó âiäìiííi âiä íóëÿ, íàïðèêëàä

δ2 =

∣∣∣∣ −4 3
−2 1

∣∣∣∣ = 2.

Ìiíîð òðåòüîãî ïîðÿäêó

δ3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −4 3
1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ ,
ùî ¹ îáâiäíèì ìiíîðîì äëÿ ìiíîðó δ2, òàêîæ íå äîðiâíþ¹ íóëþ (ïå-
ðåêîíàéòåñü, ùî δ3 = 1). Àëå îáèäâà ìiíîðó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ùî
¹ îáâiäíèìè ìiíîðàìè äëÿ ìiíîðó δ3, äîðiâíþþòü íóëþ:

δ′4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 1
1 −2 1 4
0 1 −1 3
4 −7 4 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, δ′′4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 3 0
1 −2 1 2
0 1 −1 1
4 −7 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ òðüîì.
Çàäà÷à 2. Êîðèñòóþ÷èñü åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, çíà-

éòè ðàíã ìàòðèöi

A =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2
−2 5 8 4 −3 1
6 0 −1 −2 7 5
−1 1 1 1 −2 −1

 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîñëiäîâíî âèêîíà¹ìî íàñòóïíi åëåìåíòàðíi ïåðå-
òâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi A: äîäàìî äî òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî,
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ï'ÿòîãî ðÿäêiâ ïåðøèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −4, 2, −1. Â ðå-
çóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A1 =


1 2 3 1 1 2
2 1 1 0 2 2
−6 −3 −4 0 −7 −7
8 4 5 0 9 9
−2 −1 −2 0 −3 −3

 .

Äàëi, äîäàìî äî ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî, ï'ÿòîãî, øîñòîãî ñòîâ-
ïöiâ ÷åòâåðòèé, âiäïîâiäíî ïîìíîæåíèé íà −1, −2, −3, −1, −2. À
ïîòiì ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòîâïöi. Íàñòóïíèì
êðîêîì, ïîìíîæèâøè òðåòié i ï'ÿòèé ðÿäêè íà −1, ìè ïðèéäåìî äî
òàêî¨ ìàòðèöi

A2 =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 2 2 2
0 3 4 6 7 7
0 4 5 8 9 9
0 1 2 2 3 3

 .

Ïðîäîâæóþ÷è âèêîíóâàòè àíàëîãi÷íi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
íàä ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè ìàòðèöi A2, ìè îäåðæèìî, ùî

A2 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 3 1 0 1 0
0 4 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 3.

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè, ùî ðàíã ñóìè äâîõ ìàòðèöü íå ïåðåâèùó¹
ñóìè ¨õ ðàíãiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé A i B � äîâiëüíi s×t-ìàòðèöi íàä R. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç a1, a2, . . . , at òà b1, b2, . . . , bt âåêòîðè-ñòîâïöi âiäïîâiäíî
ìàòðèöü A òà B. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ

a1 + b1, a2 + b2, . . . , at + bt, (3)

î÷åâèäíî, ¹ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ñóìè ìàòðèöü A+B.
Ïðèïóñòèìî, ùî c1, c2, . . . , ck � áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ

ìàòðèöi A, à d1, d2, . . . , dl � áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi
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B (k = rankA, l = rankB). Òîäi

ai =
k∑

j=1

γijcj , bi =
l∑

m=1

δimdm

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γij , δim, äå i = 1, . . . , t; j = 1, . . . , k;
m = 1, . . . , l. Çâiäñè

ai + bi =
k∑

j=1

γijcj +
l∑

m=1

δimdm (i = 1, . . . , t).

Îòæå, ñèñòåìà âåêòîðiâ (3) ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âå-
êòîðiâ

c1, c2, . . . , ck, d1, d2, . . . , dl.

À òîìó ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ (3) íå ïåðåâèùó¹ k+ l. Òîáòî rankA+
B ≤ rankA+ rankB, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Îá÷èñëèòè ðàíã íàñòóïíèõ ìàòðèöü ìåòîäîì îáâiäíèõ ìiíîðiâ:

à)


1 2 1 5
3 4 1 11
3 3 0 9
2 2 0 6

;
á)


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1

;
â) 

3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1

;
ã) 

1 −1 2 3 4
2 1 −1 2 0
−1 2 1 1 3
1 5 −8 −5 −12
3 −7 8 9 13

.
2. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ìàòðèöÿ

3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3


ìà¹ íàéìåíøèé ðàíã.
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3. ×îìó äîðiâíþ¹ ðàíã íàñòóïíèõ ìàòðèöü ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðà λ:

à)  1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

; á)


1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2

.
4. Îá÷èñëèòè ðàíã íàñòóïíèõ ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàð-

íèõ ïåðåòâîðåíü:

à)


25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

;
á)
 47 −67 35 201 155

26 98 23 −294 86
16 −428 1 1284 52

;
â) 

75 0 116 39 0
171 −69 402 123 45
301 0 87 −417 −169
114 −46 268 82 30

;
ã) 

17 −28 45 11 39
24 −37 61 13 50
25 −7 32 −18 −11
31 12 19 −43 −55
42 13 29 −55 −68

.
5. Äîâåñòè, ùî ïðè¹äíàííÿ äî ìàòðèöi îäíîãî ðÿäêà (àáî îäíîãî

ñòîâïöÿ) àáî íå çìiíþ¹ ðàíã, àáî çáiëüøó¹ éîãî íà îäèíèöþ.

6. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíó ìàòðèöþ ðàíãó r ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi ñóìè r ìàòðèöü ðàíãó îäèí, àëå íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi ñóìè ìåíø íiæ r òàêèõ ìàòðèöü.

7. Íåõàé A = ∥aij∥ � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n > 1 i r � ¨¨ ðàíã.
Çíàéòè ðàíã ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi A∗ = ∥Aij∥, äå Aij � àëãåáðà¨÷íå
äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà aji ìàòðèöi A.

8. Äîâåñòè, ùî çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó (II)
íàä ðÿäêàìè íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ diag[d1, d2] ìîæíà ïðèâåñòè äî
ìàòðèöi diag[1, d1d2].
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� 12. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi

Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

(1)

äå s, n ∈ N; aij , bi ∈ R (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , n). Ïîçíà÷èìî
÷åðåç A ìàòðèöþ öi¹¨ ñèñòåìè, à ÷åðåç Ā � ¨¨ ðîçøèðåíó ìàòðèöþ.
Òîáòî

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
as1 as2 · · · asn

 , Ā =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

as1 as2 · · · asn bs

 .

Îñêiëüêè ÷èñëî ñòîâïöiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā íà îäèíèöþ áiëüøå
÷èñëà ñòîâïöiâ ìàòðèöi A, òî iç òåîðåìè ïðî ðàíã ìàòðèöi îäðàçó
ñëiäó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ðàíã ìàòðèöi Ā àáî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi A, àáî
íà îäèíèöþ áiëüøå îñòàííüîãî.

Òåîðåìà 2 (Êðîíåêåð, Êàïåëëi). Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1)
ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Íåõàé ñè-
ñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ñóìiñíà i íåõàé (γ1, γ2, . . . , γn) � äåÿêèé
¨¨ ðîçâ'ÿçîê. Òîäi

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ γ1nxn = b1,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2nγn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
as1γ1 + as2γ2 + · · ·+ asnγn = bs.

(2)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðè-ñòîâïöi ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā:

v1 =


a11
a21
...

as1

 , . . . , vn =


a1n
a2n
...

asn

 , w =


b1
b2
...
bs

 .
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Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A ëiíiéíî âè-
ðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn, w ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi Ā. Iç ðiâíîñòåé (2) ñëiäó¹, ùî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn.

À òîìó, íåâàæêî áà÷èòè, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ v1, . . . , vn, w
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ-
ñòîâïöiâ v1, . . . , vn ìàòðèöi A. Îòæå, ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìà-
òðèöü A i Ā åêâiâàëåíòíi, i òàêèì ÷èíîì, rankA = rank Ā. Íåîáõi-
äíiñòü äîâåäåíà.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ðiâíi i íåõàé
rankA = rank Ā = r. Öå îçíà÷à¹, ùî áàçèñè ñèñòåì âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ìàòðèöü A i Ā ñêëàäàþòüñÿ iç r âåêòîðiâ. Íåõàé vi1 , vi2 , . . . , vir �
áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ vi1 ,
vi2 , . . . , vir ¹ òàêîæ áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ v1, . . . , vn, w. Îñêiëü-
êè ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç îçíà÷åííÿ áàçèñó ñëiäóâàëî á, ùî íå
âñi âåêòîðè öi¹¨ ñèñòåìè, à ñàìå âåêòîð w, íå âèðàæàþòüñÿ ëiíiéíî
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ íå vi1 , vi2 , . . . , vir . Öå îçíà÷àëî á, ùî ñèñòåìà
âåêòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , w áóëà á áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā. Îñòàíí¹ íåìîæëèâî, òîìó ùî áàçèñ ñèñòåìè
âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ā çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäà¹òüñÿ ç r âå-
êòîðiâ. Äàëi, îñêiëüêè âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó
âåêòîðiâ vi1 , vi2 , . . . , vir , à îñòàííÿ, î÷åâèäíî, ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, òî âåêòîð w ëiíiéíî âèðàæà¹-
òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè v1, v2, . . . , vn. Òîáòî

w = γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γnvn (3)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë γ1, γ2, . . . , γs. Iç ðiâíîñòi (3) îäåðæó¹ìî,
ùî âåêòîð (γ1, γ2, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1),
à òîìó öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ñóìiñíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äî-
ðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü âèãëÿäó (1). Òîäi çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi ðàíã ìà-
òðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøèðåíî¨ ìàòðè-
öi Ā öi¹¨ ñèñòåìè i íåõàé âií äîðiâíþ¹ ÷èñëó r. Òîäi áàçèñ ñèñòå-
ìè âåêòîðiâ-ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêèõ r
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ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæà-
òèìåìî, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ ìàòðèöi Ā óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè ¨¨
âåêòîðiâ-ðÿäêiâ. Òîäi âñi iíøi ðÿäêè ìàòðèöi Ā ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-
öi¹þ ¨¨ ïåðøèõ r ðÿäêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (1), ïî÷èíàþ÷è ç (r + 1)-ãî i äî s-ãî, ¹ ñóìîþ ïåðøèõ
r ðiâíÿíü, ïîìíîæåíèõ íà äåÿêi êîåôiöi¹íòè. Òîìó ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü (1) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = br.

(4)

ßêùî r = n, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü,
â ÿêié ÷èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ i äåòåðìiíàíò ÿêî¨ íå
äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
(4), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1), ¹ âèçíà÷åíîþ. Öèì ñàìèì
äîâåäåíî äîñòàòíiñòü òåîðåìè.

Äîâåäåìî òåïåð íåîáõiäíiñòü âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî ñè-
ñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1), à îòæå i ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4), ¹
âèçíà÷åíîþ, à r ̸= n. Îñêiëüêè r � öå ðàíã s×n-ìàòðèöi A, òîäi r < n.
Çíîâó, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî ìiíîð
M ïîðÿäêó r ìàòðèöi A, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó
ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðåíåñåìî ó ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü
(4) âñi ÷ëåíè ç íåâiäîìèìè xr+1, . . . , xn. Íàäàëi öi íåâiäîìi áóäå-
ìî íàçèâàòè âiëüíèìè íåâiäîìèìè. Íàäàìî âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1,
. . . , xn äîâiëüíî âèáðàíèõ çíà÷åíü γr+1, . . . , γn iç ìíîæèíè äiéñíèõ
÷èñåë. Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn.

(5)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) ñêëàäà¹òüñÿ ç r ðiâíÿíü i ìà¹ r íå-
âiäîìèõ x1, . . . , xr. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ñïiâïàäà¹ ç
íåíóëüîâèì ìiíîðîì M ìàòðèöi A. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà
ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (γ1, . . . , γr). Îñêiëüêè

a11γ1 + a12γ2 + · · ·+ a1rγr = b1 − a1 r+1γr+1 − · · · − a1nγn,
a21γ1 + a22γ2 + · · ·+ a2rγr = b2 − a2 r+1γr+1 − · · · − a2nγn,

. . . . . . . . . . . . . . . .
ar1γ1 + ar2γ2 + · · ·+ arrγr = br − ar r+1γr+1 − · · · − ar nγn,
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òî, î÷åâèäíî, âåêòîð (γ1, . . . , γr, γr+1, . . . , γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (4), à îòæå i ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì xr+1, . . . , xn äîâiëüíi çíà÷åííÿ γr+1,
. . . , γn ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë, ìè îäåðæèìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Öå îçíà÷àòèìå, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè. Òàêèì
÷èíîì, r = n i Òåîðåìó äîâåäåíî.

Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòó-
ïíèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ïðàâèëî ðîçâ'ÿçàííÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.
Íåõàé çàäàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (1) i íåõàé ìàòðèöÿ
A öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ ðàíã r. Âèáèðà¹ìî â A r ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿä-
êiâ i çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi (1) òiëüêè òi ðiâíÿííÿ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ
ââiéøëè ó âèáðàíi ðÿäêè. Â öèõ ðiâíÿííÿõ çàëèøà¹ìî â ëiâèõ ÷à-
ñòèíàõ òàêi r íåâiäîìèõ, ùî äåòåðìiíàíò iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íèõ âiä-
ìiííèé âiä íóëÿ, à iíøi íåâiäîìi îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî
â ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü. Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíi ÷è-
ñëîâi çíà÷åííÿ i îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ iíøèõ íåâiäîìèõ çà ïðàâèëîì
Êðàìåðà, ìè îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1).

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü5x1 − x2 + 2x3 + x4 = 7,
2x1 + x2 + 4x3 − 2x4 = 1,
x1 − 3x2 − 6x3 + 5x4 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ

A =

 5 −1
2 1

2 1
4 −2

1 −3 −6 5

 ,

çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ðiâíÿíü i çíàõîäèìî ¨¨ ðàíã. Ìiíîð M äðó-
ãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A
(âií îáâåäåíèé ðàìêîþ) âiäìiííèé âiä íóëÿ. Äàëi âèïèñó¹ìî òà îá÷è-
ñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè ìiíîðó M :

M1 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 2
2 1 4
1 −3 −6

∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 1
2 1 −2
1 −3 5

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Òàêèì ÷èíîì rankA = 2. Òåïåð çíàéäåìî ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi
Ā ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ öüîãî äîñèòü îá÷èñëèòè ëèøå òàê
çâàíi õàðàêòåðèñòè÷íi ìiíîðè ìàòðèöi Ā, òîáòî îáâiäíi ìiíîðè ìi-
íîðó M òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â ìàòðèöi A. Ó íàøîìó
âèïàäêó òàêèé ëèøå îäèí �

M3 =

∣∣∣∣∣∣
5 −1 7
2 1 1
1 −3 0

∣∣∣∣∣∣ = −35 ̸= 0.

Îòæå, rank Ā = 3. À òîìó çà òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi çàäàíà â
óìîâi ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ íåñóìiñíîþ.

Çàäà÷à 2. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü x1 + x2 − 2x3 − x4 + x5 = 1,
3x1 − x2 + x3 + 4x4 + 3x5 = 4,
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 + x5 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñó-
ìiñíà, îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi A ñèñòåìè i ðàíã ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi
äîðiâíþþòü äâîì. Ìiíîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ëiâîìó
âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A,

M =

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4
âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç
ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè, âiä íåâiäîìèõ x1, x2.
Iíøi íåâiäîìi x3, x4, x5 ââàæà¹ìî âiëüíèìè i ïåðåíîñèìî ¨õ ó ïðàâi
÷àñòèíè öèõ ðiâíÿíü:{

x1 + x2 = 1 + 2x3 + x4 − x5,
3x1 − x2 = 4− x3 − 4x4 − 3x5.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çà ïðàâèëîì Êðàìåðà:

∆1 =

∣∣∣∣ 1 + 2x3 + x4 − x5 1
4− x3 − 4x4 − 3x5 −1

∣∣∣∣ = −5− x3 + 3x4 + 4x5,

∆2 =

∣∣∣∣ 1 1 + 2x3 + x4 − x5

3 4− x3 − 4x4 − 3x5

∣∣∣∣ = 1− 7x3 − 7x4;
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x1 = ∆1

M = 5
4 + 1

4x3 − 3
4x4 − x5,

x2 = ∆2

M = −1
4 + 7

4x3 +
7
4x4.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä ( 54 + 1

4α−
3
4β − δ,− 1

4 + 7
4α+ 7

4β, α, β, δ), äå α, β,
δ � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîñëiäèòè íà ñóìiñíiñòü i çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òà îäèí
÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

à)
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2;

á)
2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,
4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2,
2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1;

â)
3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2,
6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3,
9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4;

ã)
3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2,
7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,
5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3;

ä)

2x1 + 5x2 − 8x3 = 8,
4x1 + 3x2 − 9x3 = 9,
2x1 + 3x2 − 5x3 = 7,
x1 + 8x2 − 7x3 = 12;

å)

3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2,
2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3,
9x1 + x2 + 4x3 − 5x4 = 1,
2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,
7x1 + x2 + 6x3 − x4 = 7;

¹)

8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21,
3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10,
4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8,
3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 15,
7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18;

æ)

2x1+ 3x2+ x3+2x4 = 4,
4x1+ 3x2+ x3+ x4 = 5,
5x1+11x2+3x3+2x4 = 2,
2x1+ 5x2+ x3+ x4 = 1,
x1− 7x2− x3+2x4 = 7;

ç)

2x1− x2+ x3+2x4+ 3x5=2,
6x1−3x2+2x3+4x4+ 5x5=3,
6x1−3x2+4x3+8x4+13x5=9,
4x1−2x2+ x3+ x4+ 2x5=1;

i)

6x1+3x2+2x3+3x4+4x5 = 5,
4x1+2x2+ x3+2x4+3x5 = 4,
4x1+2x2+3x3+2x4+ x5 = 0,
2x1+ x2+7x3+3x4+2x5 = 1.

2. Äîñëiäèòè ñèñòåìó i çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê â çàëåæíîñòi
âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ:

à)

5x1−3x2+2x3+ 4x4 = 3,
4x1−2x2+3x3+ 7x4 = 1,
8x1−6x2− x3− 5x4 = 9,
7x1−3x2+7x3+17x4 = λ;

á)


3x1+2x2+5x3+ 4x4= 3,
2x1+3x2+6x3+ 8x4= 5,
−x1+6x2+9x3+20x4= 11,
4x1+ x2+4x3+ λx4= 2;
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â)


2x1− x2+3x3+ 4x4= 5,
4x1−2x2+5x3+ 6x4= 7,
6x1−3x2+7x3+ 8x4= 9,
λx1−4x2+9x3+10x4= 11;

ã)

2x1+ 3x2+ x3+2x4= 3,
4x1+ 6x2+3x3+4x4= 5,
6x1+ 9x2+5x3+6x4= 7,
8x1+12x2+7x3+λx4= 9;

ä)
λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = 1,
x1 + x2 + λx3 = 1;

å)
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ,
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ2.

3. Äîñëiäèòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ a, b, c, d:

à)
 x+ y + z = 1,

ax+ by + cz = d,
a2x+ b2y + c2z = d2;

á)
ax+ y + z = 1,

x+ by + z = 1,
x+ y + cz = 1.
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� 13. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

Ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü
âèãëÿäó 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

(1)

äå s, n ∈ N; aij ∈ R (i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , n). Î÷åâèäíî, ñèñòåìà
ðiâíÿíü (1) ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè ìà¹ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (0, 0, . . . , 0).
Öå òàêîæ óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi: ðàíã ìàòðè-
öi i ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðiâíi,
îñêiëüêè ïðè¹äíàííÿ äî ìàòðèöi ñèñòåìè ñòîâïöÿ âiëüíèõ ÷ëåíiâ, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç íóëiâ, íå çìîæå çáiëüøèòè ¨¨ ðàíãó.

ßêùî ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) äîðiâíþ¹ n, òî çà êðèòå-
ði¹ì âèçíà÷åíîñòi (äèâ. òåîðåìó 3 �12), âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
íóëüîâèé.

ßêùî æ ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ n, òîäi öÿ
ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ i, îòæå, ìà¹
ðîçâ'ÿçêè âiäìiííi âiä íóëüîâîãî. Äëÿ âiäøóêàííÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ òà-
êî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíèé ó ïîïåðåäíüîìó ïà-
ðàãðàôi àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñóìiñíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü, ðàíã ìàòðèöi ÿêî¨ ìåíøèé çà ÷èñëî íåâiäîìèõ. Ïiäñóìó¹ìî
âñå âèùå ñêàçàíå ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ìàòðèöÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü (1) âiä n íåâiäîìèõ ìà¹ ðàíã r. ßêùî r = n, òîäi ñèñòåìà ðiâ-
íÿíü (1) ¹ âèçíà÷åíîþ, òîáòî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿç-
êîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ó âèïàäêó r < n ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹
íåâèçíà÷åíîþ.

Íàñëiäîê 1. Ñèñòåìà n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâi-
äîìèõ ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìi-
íàíò ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé n-âèìiðíi âåêòîðè b = (β1, . . . , βn) i c = (γ1,
γ2, . . . , γn) ∈ Rn ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
(1). Òîäi ¨õíÿ ñóìà b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn), à òàêîæ äîáóòîê
δb = (δβ1, . . . , δβn) äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ íà âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿç-
êàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi äëÿ äîâiëü-
íîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn = 0,

ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðiâíîñòi, îá÷èñëèìî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , s}
çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(β1 + γ1) + ai2(β2 + γ2) + · · ·+ ain(βn + γn) =

= (ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) + (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) =

= 0 + 0 = 0.

Îòæå, n-âèìiðíèé âåêòîð b + c = (β1 + γ1, . . . , βn + γn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Àíàëîãi÷íî, îá÷èñëþþ÷è äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà δ òà äî-
âiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} çíà÷åííÿ âèðàçó

ai1(δβ1) + ai2(δβ2) + · · ·+ ain(δβn) =

= δ(ai1β1 + ai2β2 + · · ·+ ainβn) = δ · 0 = 0,

îäåðæèìî, ùî n-âèìiðíèé âåêòîð δb = (δβ1, . . . , δβn) ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1).

Íàñëiäîê 1. Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íàñëiäîê ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà iíäóêöi¨ î÷åâèäíà (öå ñëiäó¹ îäðàçó iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè).

Íåõàé äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äî-
âiëüíèõ k ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ðîç-
â'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ k + 1
ðîçâ'ÿçêiâ b1, b2, . . . , bk, bk+1 ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäíî ç êîå-
ôiöi¹íòàìè δ1, δ2, . . . , δk, δk+1

b = δ1β1 + δ2β2 + · · ·+ δkβk + δk+1βk+1.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ δ1β1 + δ2β2 + · · ·+ δkβk

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðå-
ìîþ äîáóòîê δk+1βk+1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, òî âåêòîð b
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ÿê ñóìà ðîçâ'ÿçêiâ ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü (1). Íàñëiäîê äîâåäåíèé.

Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
(1) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Íåõàé
S � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü (1). Iç �10 ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòî-
ðiâ a1, . . . , aq ∈ S òàêà, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð iç S ¹ ëiíiéíîþ êîìái-
íàöi¹þ âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìó âåêòîðiâ a1,
. . . , aq íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1). Ó íåâèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü iñíó¹ áåçëi÷ ôóíäàìåíòàëüíèõ ñèñòåì ðîçâ'ÿç-
êiâ. Áóäü-ÿêi äâi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ åêâiâàëåíòíi.
À, îòæå, ñêëàäàþòüñÿ iç îäíîãî é òîãî æ ÷èñëà ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 3. ßêùî ðàíã r ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü (1) ìåíøå íiæ ÷èñëî íåâiäîìèõ n, òîäi áóäü-ÿêà ôóíäà-
ìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1) ñêëàäà¹òüñÿ iç n − r
ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó (1) i íåõàé ðàíã r ìàòðèöi A öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü
ìåíøå íiæ ÷èñëî n íåâiäîìèõ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Òîäi ðîçãëÿäóâà-
íà ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåâèçíà÷åíîþ i âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà çíàéòè,
êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì, îïèñàíèì ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi. Íå
âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî ùî ìiíîð r-ãî ïî-
ðÿäêó, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, âiäìií-
íèé âiä íóëÿ. Òîäi íåâiäîìi x1, x2, . . .xr ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè
÷åðåç âiëüíi íåâiäîìi xr+1, xr+2, . . . , xn, òîáòî

x1 = d11xr+1 + d12xr+2 + · · ·+ d1n−rxn,

x2 = d21xr+1 + d22xr+2 + · · ·+ d2n−rxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xr = dr1xr+1 + dr2xr+2 + · · ·+ dr n−rxn

(2)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë dij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , n− r).
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäìiííèé âiä íóëÿ äåòåðìiíàíò ∆ ïîðÿäêó

n− r:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γ1 r+1 γ1 r+2 . . . γ1n−r

γ2 r+1 γ2 r+2 . . . γ2n−r

...
...

. . .
...

γn−r r+1 γn−r r+2 . . . γn−r n−r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Áåðó÷è åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà (i ∈ {1, 2, . . . , n − r}) äåòåðìiíàíòà ∆ â
ÿêîñòi çíà÷åíü äëÿ âiëüíèõ íåâiäîìèõ xr+1, xr+2, . . .xn, ìè çà ôîð-
ìóëàìè (2) îá÷èñëèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïåðøèõ r íåâiäîìèõ x1,
x2, . . . , xr. Ïîçíà÷èìî ¨õ âiäïîâiäíî ÷åðåç γi1, γi2, . . . , γir. Òîäi, î÷å-
âèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n− r} âåêòîð

vi = (γi1, . . . , γir, γi r+1, . . . , γin)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ïîêàæå-
ìî, ùî ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ôóíäàìåíòàëü-
íîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1).

Ïî-ïåðøå, ñèñòåìà âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.
Äiéñíî, (n− r)× n-ìàòðèöÿ γ11 . . . γ1r γ1 r+1 . . . γ1n

...
. . .

...
... ∆

...
γn−r 1 . . . γn−r r γn−r r+1 . . . γn−r n

 ,

ñêëàäåíà ç öèõ âåêòîðiâ ÿê iç ðÿäêiâ, ìà¹ âiäìiííèé âiä íóëÿ ìiíîð
∆ ïîðÿäêó n− r. Òîìó ðàíã ñèñòåìè ¨¨ ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ n− r.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê w = (δ1, δ2, . . . , δn)
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (1) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñè-
ñòåìè âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn−r. Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n − r}
ïîçíà÷èìî ÷åðåç v′i i-é ðÿäîê äåòåðìiíàíòà ∆, ðîçãëÿäóâàíèé ÿê
(n − r)-âèìiðíèé âåêòîð, à ÷åðåç w′ � âåêòîð (δr+1, . . . , δn). Ñèñòå-
ìà âåêòîðiâ v′1, v

′
2, . . . , v

′
n−r � ëiíiéíî íåçàëåæíà, îñêiëüêè ∆ ̸= 0.

Îäíàê ñèñòåìà iç (n − r)-âèìiðíèõ âåêòîðiâ v′1, v
′
2, . . . , v

′
n−r, w

′ �
ëiíiéíî çàëåæíà, îñêiëüêè ÷èñëî âåêòîðiâ öi¹¨ ñèñòåìè áiëüøå íiæ ¨õ
ðîçìiðíîñòi. Òîìó âåêòîð w′ ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòî-
ðiâ v′1, v

′
2, . . . , v

′
n−r, òîáòî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λn−r,

ùî
w′ = λ1v

′
1 + λ2v

′
2 + · · ·+ λn−rv

′
n−r. (3)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð n-âèìiðíèé âåêòîð

u = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λn−rvn−r − w.

Âåêòîð u ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-
ðiäíèõ ðiâíÿíü, à òîìó i ñàì ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Iç
(3) âèïëèâà¹, ùî îñòàííi n− r êîìïîíåíò âåêòîðà u äîðiâíþþòü íó-
ëþ. Ïåðøi æ r êîìïîíåíò öüîãî âåêòîðà òàêîæ äîðiâíþþòü íóëþ,



142

îñêiëüêè ¨õ çíà÷åííÿ ìîæíà îá÷èñëèòè iç ðiâíîñòåé (2), áåðó÷è â
ÿêîñòi çíà÷åíü âiëüíèõ íåâiäîìèõ íóëi. Òàêèì ÷èíîì, u = 0, òîáòî

w = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λn−rvn−r.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé äàíî äîâiëüíó íåîäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äié-
ñíèìè êîåôiöi¹íòàìè

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs.

(4)

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . .
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

(5)

îäåðæàíà iç ñèñòåìè (4) çàìiíîþ âñiõ âiëüíèõ ÷ëåíiâ íóëÿìè, íàçèâà-
¹òüñÿ çâåäåíîþ îäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ äëÿ ñèñòåìè (4). Ïðèïóñòèìî,
ùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4) ñóìiñíà. Òîäi ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ ÿêi, õàðàêòåðèçóþòü çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè íåîäíîði-
äíî¨ ñèñòåìè (4) i çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5).

Òåîðåìà 4. Ñóìà áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü (4) i áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ äëÿ íå¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü (5) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c = (γ1, γ2, . . . , γn) i d = (δ1, δ2, . . . , δn) � äî-
âiëüíi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4) i (5). Òîäi
äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , s} îá÷èñëèìî

ai1(γ1 + δ1) + ai2(γ2 + δ2) + · · ·+ ain(γn + δn) =

= (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn) + (ai1δ1 + ai2δ2 + · · ·+ ainδn) =

= bi + 0 = bi.

Îòæå, âåêòîð c+ d ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4).

Òåîðåìà 5. Ðiçíèöÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü (4) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ äëÿ íå¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (5).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé c = (γ1, γ2, . . . , γn) i d = (δ1, δ2, . . . , δn) � äî-
âiëüíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî
i ∈ {1, 2, . . . , s} îá÷èñëèìî

ai1(γ1 − δ1) + ai2(γ2 − δ2) + · · ·+ ain(γn − δn) =

= (ai1γ1 + ai2γ2 + · · ·+ ainγn)− (ai1δ1 + ai2δ2 + · · ·+ ainδn) =

= bi − bi = 0.

Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð c− d ¹ ðîçâ'ÿçêîì çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé c � äîâiëüíèé (÷àñòèííèé) ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-
ìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4), S � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨
äëÿ íå¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (5). Òîäi ìíîæèíà {c + d | d ∈ S} ¹ ìíî-
æèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî d � äîâiëüíèé âåêòîð ç ìíîæèíè S, òî
çà òåîðåìîþ 4 ñóìà c+ d ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4),
à òîìó ìíîæèíà {c+ d | d ∈ S} ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè ðiâíÿíü (4).

ßêùî æ, e� äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (4), òî çà òåîðå-
ìîþ 5 ðiçíèöÿ e−c ¹ ðîçâ'ÿçêîì çâåäåíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü
5, òîáòî e − c ∈ S. Òîìó âåêòîð e = c + (e − c) íàëåæèòü ìíîæèíi
{c+ d | d ∈ S}. Îòæå, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4) ¹ ïiä-
ìíîæèíîþ ìíîæèíè {c + d | d ∈ S}. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî öi ìíîæèíè
ðiâíi.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òà çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

x1 + x2 − x3 − x4 − 2x5 = 0,
x2 − x4 − x5 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 − x3 − 2x4 − 3x5 = 0.

(6)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ðàíã ìàòðèöi

A =


1 1 −1 −1 −2
0 1 0 −1 −1
1 −1 −1 1 0
1 2 −1 −2 −3


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ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6). Ìiíîð

M =

∣∣∣∣ 1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1,

ðîçòàøîâàíèé â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, íå äîðiâíþ¹
íóëþ. Îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè òðåòüîãî ïîðÿäêó ìiíîðà M
ìàòðèöi A. Ïðè öüîìó çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî òðåòié i ÷åòâåð-
òèé ñòîâïöi ìàòðèöi A ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíî ïåðøîìó òà äðóãîìó
¨¨ ñòîâïöÿì. Òîìó ìiíîðè, óòâîðåíi îáëÿìóâàííÿì çà äîïîìîãîþ ÿê
òðåòüîãî, òàê i ÷åòâåðòîãî ñòîâïöiâ, äîðiâíþþòü íóëþ. Çàëèøèëîñü
îá÷èñëèòè íàñòóïíi äâà ìiíîðè:

M1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0, M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 1 −1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, rankA = 2. Âðàõîâóþ÷è, ùî áàçîâèé ìiíîð M ðîçòà-
øîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi A, çàëèøà¹ìî â ñèñòåìi
ðiâíÿíü (6) ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ, à â ¨õ ëiâèõ ÷àñòèíàõ � ëèøå ïåðøi
äâi íåâiäîìi. Iíøi òðè íåâiäîìi x3, x4, x5 îãîëîøó¹ìî âiëüíèìè{

x1 + x2 = x3 + x4 + 2x5,
x2 = x4 + x5.

(7)

Ñêëàäà¹ìî òàáëèöþ äëÿ çíà÷åíü íåâiäîìèõ x1, . . . , x5, âiäîêðå-
ìèâøè â íié âiëüíi òà ãîëîâíi íåâiäîìi, i íàäà¹ìî âiëüíèì íåâiäîìèì
âêàçàíi â òàáëèöi çíà÷åííÿ.

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Òàáëèöÿ 1.

Äëÿ êîæíîãî ç öèõ òðüîõ íàáîðiâ çíà÷åíü âiëüíèõ íåâiäîìèõ ðîçâ'ÿ-
çó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (7) i çíàõîäèìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ
ãîëîâíèõ íåâiäîìèõ x1, x2:

1) äëÿ ïåðøîãî íàáîðó x3 = 0, x4 = x5 = 0 iç (7) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 0, x1 = 1− x2 = 1;

2) äëÿ äðóãîãî íàáîðó x3 = 0, x4 = 1, x5 = 0 iç (7) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 1, x1 = 1− x2 = 0;
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3) äëÿ òðåòüîãî íàáîðó x3 = x4 = 0, x5 = 1 iç (7) îäåðæó¹ìî, ùî
x2 = 1, x1 = 2− x2 = 1.

Òàêèì ÷èíîì, çàïîâíèâøè âiëüíi ìiñöÿ â òàáëèöi 1, îäåðæèìî
íîâó òàáëèöþ.

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 1 0 0 1

Òàáëèöÿ 2.

Òàáëèöÿ 2 çàäà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè a1 = (1, 0, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 0, 1, 0),
a3 = (1, 1, 0, 0, 1) ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (6). Âîíè óòâî-
ðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíî¨ â óìîâi ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 3 i òîãî,
ùî ñèñòåìà òðèâèìiðíèõ âåêòîðiâ (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíîþ.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (6) ¹ äîâiëüíà ëiíiéíà êîì-
áiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè

δ1a1 + δ2a2 + δ3a3 = (δ1 + δ3, δ2 + δ3, δ1, δ2, δ3),

äå δ1, δ2, δ3 � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Çàäà÷à 2. ×è óòâîðþþòü ðÿäêè ìàòðèöi

A =

 1 −2 1 0 0
0 0 −1 1 0
4 0 0 −6 2


ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,
3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = 0,

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0,
5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 0?

(8)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîæåí ðÿäîê ìàòðèöi
A ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (8). Äàëi, rankA = 3, îñêiëüêè ìiíîð

M =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 1 0
0 −6 2

∣∣∣∣∣∣ = 2
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òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â îñòàííiõ òðüîõ ñòîâïöÿõ ìà-
òðèöi A íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêèì ÷èíîì ðÿäêè ìàòðèöi óòâîðþþòü
ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ.

Íàðåøòi, çíàõîäèìî ðàíã ìàòðèöi

B =


1 1 1 1 1
3 2 1 1 −3
0 1 2 2 6
5 4 3 3 −1


ñèñòåìè ðiâíÿíü (8). Ìiíîð

M1 =

∣∣∣∣ 1 1
3 2

∣∣∣∣ = −1,
ðîçòàøîâàíèé ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ìàòðèöi B íå äîðiâíþ¹ íó-
ëþ. Îá÷èñëþ¹ìî âñi îáâiäíi ìiíîðè ìiíîðà M1:

M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
3 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 0, M3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
3 2 −3
0 1 6

∣∣∣∣∣∣ = 0,

M4 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
3 2 1
5 4 3

∣∣∣∣∣∣ = 0, M5 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
3 2 −3
5 4 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îòæå, rankB = 2. Çâiäñè i ç òåîðåìè 3 ñëiäó¹, ùî ôóíäàìåíòàëü-
íà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (8) ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ðîçâ'ÿçêiâ.
À òîìó ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ñèñòåìè ðÿäêiâ ìàòðèöi A âèïëè-
âà¹, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (8) ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
ðÿäêè ìàòðèöi A. Òîáòî ðÿäêè ìàòðèöi óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó
ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (8).
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ òà çàãàëüíèé ðîç-
â'ÿçîê äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü:

à)


x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0;

á)
2x1−4x2+ 5x3+ 3x4 = 0,
3x1−6x2+ 4x3+ 2x4 = 0,
4x1−8x2+17x3+11x4 = 0;

â)

3x1+2x2+ x3+3x4+5x5 = 0,
6x1+4x2+3x3+5x4+7x5 = 0,
9x1+6x2+5x3+7x4+9x5 = 0,
3x1+2x2 +4x4+8x5 = 0;

ã)

3x1 + 5x2 + 2x3 = 0,
4x1 + 7x2 + 5x3 = 0,
x1 + x2 − 4x3 = 0,
2x1 + 9x2 + 6x3 = 0;

ä)


x1 − x3 = 0,
x2 − x4 = 0,
−x1 + x3 − x5 = 0,
−x2 + x4 − x6 = 0,
−x3 + x5 = 0,
−x4 + x6 = 0;

å)

x1 − x3 + x5 = 0,
x2 − x4 + x6 = 0,
x1 − x2 + x5 − x6 = 0,
x2 − x3 + x6 = 0,
x1 − x4 + x5 = 0.

2. ×è óòâîðþþòü ðÿäêè êîæíî¨ iç ìàòðèöü

A =

 30 −24 43 −50 −5
9 −15 8 5 2
4 2 9 −20 −3

 , B =

 4 2 9 −20 −3
1 −11 2 13 4
9 −15 8 5 2


ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 + 6x5 = 0,
5x1 + 9x2 + 7x3 + 4x4 + 7x5 = 0,
4x1 + 3x2 − x3 − x4 + 11x5 = 0,
x1 + 6x2 + 8x3 + 5x4 − 4x5 = 0?

3. ßêi iç ðÿäêiâ ìàòðèöi
6 2 3 −2 −7
5 3 7 −6 −14
8 0 −5 6 13
4 −2 −7 −5 −7


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óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü
2x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,
5x1 − 8x2 + 5x3 + 4x4 + 3x5 = 0,
x1 − 7x2 + 4x3 + 2x4 = 0,
4x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0?

4. Çíàéòè ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ íàñòóï-
íi ñèñòåìè âåêòîðiâ áóëè á ôóíäàìåíòàëüíèìè ñèñòåìàìè ðîçâ'ÿçêiâ:

à) (3, 4, 2, 1, 6), (5, 9, 7, 4, 7); á) (4, 3,−1,−1, 11), (1, 6, 8, 5,−4).

5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ðàíã ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü
íà îäèíèöþ ìåíøå ÷èñëà íåâiäîìèõ, òî äîâiëüíi äâà ðîçâ'ÿçêè öi¹¨
ñèñòåìè ïðîïîðöiéíi.

6. Íåõàé A � ìàòðèöÿ ñèñòåìè n − 1 ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü âiä n íåâiäîìèõ, Mi � ìiíîð ìàòðèöi A, ùî îäåðæó¹òüñÿ âèêðå-
ñëþâàííÿì i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A. Äîâåñòè, ùî îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ¹ ñèñòåìà ÷èñåë

M1, −M2, M3, −M4, . . . , (−1)n−1Mn,

ïðè÷îìó, ÿêùî öåé ðîçâ'ÿçîê � íåíóëüîâèé, òîäi áóäü-ÿêèé iíøèé
ðîçâ'ÿçîê éîìó ïðîïîðöiéíèé.

7. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòîì ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i çíàéòè çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåì ðiâíÿíü:

à)
{
5x1 + 3x2 + 4x3 = 0,
6x1 + 5x2 + 6x3 = 0;

á)
2x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 = 0,
3x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 = 0,
3x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0.

8. Äîâåñòè, ùî k-âà êîìïîíåíòà äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ðàíã ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè çìåíøó¹òüñÿ íà îäèíèöþ ïðè çàêðåñëåííi
k ñòîâïöÿ.

9. Çà ÿêî¨ óìîâè ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ äîâiëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ a1, a2,
a3, . . . , ak äàíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êîåôiöi¹í-
òàìè α1, α2, α3, . . .αk ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
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� 14. Ãðóïè. Êiëüöÿ. Ïîëÿ

Íåõàé M � äîâiëüíà ìíîæèíà. Áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà
ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ τ : M ×M → M .
Îáðàç τ(a, b) âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè (a, b) ∈ M ×M ïîçíà÷àþòü iíîäi
÷åðåç aτb, à ùå ÷àñòiøå áiíàðíó îïåðàöiþ íà M ïîçíà÷àþòü äåÿêèì
ñïåöiàëüíèì ñèìâîëîì: ∗, ◦, · àáî +. Ó îñòàííiõ äâîõ âèïàäêàõ îáðàçè
a · b (àáî ïðîñòî ab) òà a + b ïàðè (a, b) áóäåìî íàçèâàòè âiäïîâiäíî
äîáóòêîì òà ñóìîþ åëåìåíòiâ a, b ∈ M , à ñàìi îïåðàöi¨ · òà + �
âiäïîâiäíî ìíîæåííÿì òà äîäàâàííÿì.

Çàóâàæåííÿ 1. Íàçâàíi âèùå îïåðàöi¨ � óìîâíi. Íà ìíîæèíi
M ìîæå áóòè çàäàíî äåêiëüêà àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié.

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïå-
ðàöiÿ ìíîæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:

1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ a, b, c ∈ G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (ab)c = a(bc);

2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæè-
íè G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi
ae = ea = a;

3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç
ìíîæèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî aa−1 = a−1a = e.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãå-
áðà¨÷íà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ, ¹ ãðóïîþ, òîäi îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè
G áóäåìî íàçèâàòè íóëüîâèì, à îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ∈ G
� ïðîòèëåæíèì äî a i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî ÷åðåç −a.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ab = ba, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ.

ßêùî ìíîæèíà G ñêií÷åííà, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ,
à ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ |G|.

Íåõàé G1 òà G2 � ãðóïè, íà ÿêèõ çàäàíî áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïå-
ðàöi¨ ìíîæåííÿ. Ãðóïè G1 òà G2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî
iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : G1 → G2 òàêå, ùî f(ab) = f(a)f(b)
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G1. Içîìîðôiçì ãðóï G1 i G2 áóäåìî
ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè G1

∼= G2.
Ïiäìíîæèíà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ ãðóïè G, ÿêùî

âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà G, H ¹ ãðóïîþ.
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Òåîðåìà 1. Ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç H âèêîíóþòüñÿ
òàêi óìîâè: 1) ab ∈ H; 2) a−1 ∈ H.

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà K, íà ÿêié çàäàíî äâi áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî âèêîíó-
þòüñÿ òàêi óìîâè:
1) ìíîæèíàK âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ (öþ

ãðóïó íàçèâàòèìåìî àäèòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ);

2) áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîá-
òî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ K ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
(ab)c = a(bc);

3) áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ïîâ'ÿçàíi
äèñòðèáóòèâíèìè çàêîíàìè, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a,
b, c ∈ K ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi a(b+c) = ab+ac, (a+b)c = ac+bc.

Êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì, ÿêùî ab = ba äëÿ äîâiëü-
íèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K.

Êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç îäèíèöåþ, ÿêùî â êiëüöi K iñíó¹
åëåìåíò (ïîçíà÷àòèìåìî éîãî çâè÷íîþ îäèíèöåþ) 1 òàêèé, ùî 1 ·a =
= a · 1 = a äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ K.

Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Åëåìåíò a êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ
îáîðîòíèì, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò a−1 ∈ K òàêèé, ùî aa−1 = a−1a = 1.

Òåîðåìà 2. Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ìíîæèíà âñiõ îáî-
ðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K âiäíîñíî áiíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ öüîãî êiëüöÿ ¹ ãðóïîþ.

Ãðóïó âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ íàçèâàþòü
ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ K i ïîçíà÷àþòü K∗.

ÊiëüöÿK1 òà K2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ f : K1 → K2 òàêå, ùî

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K1. Içîìîðôiçì êiëåöü K1 i K2 òàêîæ
áóäåìî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè K1

∼= K2.
Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K, ÿêùî

âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, çàäàíèõ íà K, R ¹ êiëüöåì.

Òåîðåìà 3. Ïiäìíîæèíà R êiëüöÿ K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç R âèêîíóþòüñÿ
òàêi óìîâè: 1) a+ b ∈ R; 2) −a ∈ R; 3) ab ∈ R.
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Êîìóòàòèâíå êiëüöå P ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äî-
âiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëüöÿ P ¹ îáîðîòíèì, òîáòî P ∗=P \{0}.

ßêùî ïîëå P ¹ ïiäêiëüöåì ïîëÿ F , òî êàæóòü, ùî P � ïiäïîëå
ïîëÿ F . Ïîëÿ P1 i P2 íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî êiëüöÿ P1 i
P2 � içîìîðôíi.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî
çâè÷àéíî¨ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë ¹ ãðóïîþ i íå ¹ ãðóïîþ
âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ. Ïðèâåñòè ïðèêëàä áiíàðíî¨
àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà Z, ÿêà á íå çàäîâîëüíÿëà àñîöià-
òèâíié âëàñòèâîñòi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë ¹ ái-
íàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà Z, îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ñóìîþ
öiëèõ ÷èñåë ¹ öiëå ÷èñëî. Äàëi, äîáðå âiäîìî, ùî öÿ îïåðàöiÿ çàäî-
âîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi, òîáòî (a + b) + c = a + (b + c)
äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ Z. Ñåðåä öiëèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëî 0 òàêå, ùî
a + 0 = 0 + a = a äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ Z. Íàðåøòi äëÿ
äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a iñíó¹ ïðîòèëåæíå öiëå ÷èñëî −a ç âëàñòè-
âiñòþ a+(−a) = (−a)+a = 0. Çàóâàæèìî, ùî äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë
çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ êîìóòàòèâíié âëàñòèâîñòi i, îòæå, ìíîæèíà Z ¹
àáåëåâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ.

Ó äðóãîìó âèïàäêó, êîëè íà ìíîæèíi Z çàäàíî îïåðàöiþ ìíîæå-
ííÿ, áà÷èìî, ùî: 1) öÿ îïåðàöiÿ ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ,
îñêiëüêè ab ∈ Z äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Z; 2) (ab)c = a(bc)
äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë a, b, c; 3) ñåðåä öiëèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëî 1
òàêå, ùî 1 · a = a · 1 = a äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a. Îäíàê, íå
äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a ∈ Z iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 ∈ Z.
Ñïðàâäi, íàïðèêëàä äëÿ öiëîãî ÷èñëà 2 íå iñíó¹ òàêîãî öiëîãî ÷è-
ñëà x, ùîá 2x = 1. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Z íå ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë.

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî áiíàðíó àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ íà Z:

m ◦ n = −m+ (−n) (m,n ∈ Z),

äå+� çâè÷àéíà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë, à−a� ïðîòèëåæíå
÷èñëî äî öiëîãî ÷èñëà a (î÷åâèäíî, ùî m ◦ n ∈ Z äëÿ äîâiëüíèõ
m,n ∈ Z). Òîäi

(1 ◦ 2)◦ 3 = (−1+(−2)) ◦ 3 = −(−1+(−2))+ (−3) = 0 ̸= 4 = 1 ◦ (2 ◦ 3).
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Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ ◦ íå çàäîâîëüíÿ¹
àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi.

Çàäà÷à 2. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà GL(n,R) âñiõ îáîðîòíèõ ìà-
òðèöü ïîðÿäêó n ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çãiäíî òåîðåìè 8 � 9 äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ íåâè-
ðîäæåíèõ ìàòðèöü içGL(n,R) ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ içGL(n,R).
Îòæå, îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðà-
öi¹þ íà GL(n,R). Çà òåîðåìîþ 4 � 9 öÿ îïåðàöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ àñîöià-
òèâíié âëàñòèâîñòi. Ç òåîðåìè 6 � 9 âèïëèâà¹, ùî â ìíîæèíi GL(n,R)
iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, ðîëü ÿêîãî âi-
äiãðà¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. I, íàðåøòi, ç òåîðåìè 10 � 9
ñëiäó¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A ∈ GL(n,R) iñíó¹
îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1 ∈ GL(n,R). Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà GL(n,R)
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹ ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ
ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä R. Çàóâàæèìî (äèâ. � 9), ùî
ãðóïà GL(1,R) � àáåëåâà, à ãðóïà GL(n,R) (n > 1) � íå ¹ àáåëåâîþ.

Ðîçãëÿíåìî â ãðóïi GL(n,R) ïiäìíîæèíó SL(n,R) âñiõ ìàòðèöü,
äåòåðìiíàíò ÿêèõ äîðiâíþ¹ îäèíèöi: SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R)| |A| =
= 1}. Äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A, B ∈ SL(n,R)

AB ∈ SL(n,R) A−1 ∈ SL(n,R),

îñêiëüêè |AB| = |A| · |B| = 1, |A−1| = |A|−1 = 1. Îòæå, çà òåîðåìîþ 1
ìíîæèíà SL(n,R) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,R). Ãðóïà SL(n,R) íà-
çèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä R.

Ðîçãëÿíåìî â ãðóïi GL(n,R) ïiäìíîæèíó GL(n,Q) âñiõ ìàòðèöü,
åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ðàöiîíàëüíi ÷èñëà (òîáòî ìíîæèíó âñiõ íåâèðî-
äæåíèõ n × n-ìàòðèöü íàä Q). Ç îçíà÷åííÿ äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü
òà ïðàâèëà çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi (äèâ. � 9) âèïëèâà¹, ùî
äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ ìàòðèöü iç GL(n,Q) ¹ ìàòðèöåþ ç GL(n,Q)
i îáåðíåíà ìàòðèöÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi ç GL(n,Q) ¹ ìàòðèöåþ ç
GL(n,Q). Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî
GL(n,Q) � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,R).

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà SM âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðà-
æåíü ìíîæèíè M â ñåáå âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü ¹
ãðóïîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Íåõàé f , g � äîâiëüíi ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ìíî-
æèíè M â ñåáå. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî fg � òàêîæ ái¹êòèâíå âiä-
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îáðàæåííÿ ìíîæèíè M â ñåáå, òîáòî, ùî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü iç
SM ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà SM .

Íåõàé m1, m2 � äîâiëüíi ðiçíi åëåìåíòè içM . Òîäi g(m1) ̸= g(m2)
(îñêiëüêè g � ái¹êòèâíå). Çâiäñè f(g(m1)) ̸= f(g(m2)) (îñêiëüêè f �
ái¹êòèâíå). Òîìó fg(m1) ̸= fg(m2). Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
äîáóòîê fg ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè M â ñåáå. Äàëi,
íåõàé m � äîâiëüíèé åëåìåíò iç M . Òîäi â M iñíó¹ åëåìåíò n òàêèé,
ùî f(n) = m (÷åðåç ái¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f). Àíàëîãi÷íî â M
iñíóâàòèìå åëåìåíò r òàêèé, ùî g(r) = n. Îòæå, fg(r) = f(g(r)) =
= f(n) = m. Íàìè ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà m ∈ M
iñíó¹ åëåìåíò r ∈ M , ùî fg(r) = m. Òîáòî, ùî äîáóòîê fg ¹ ñóð'-
¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, à òîìó i ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíî-
æèíè M â ñåáå.

Iç òåîðåìè 2 � 1 âèïëèâà¹, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü
iç SM çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi. Ðîëü îäèíè÷íîãî åëå-
ìåíòà â SM âiäiãðà¹ òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ eM ìíîæèíè M â ñåáå
(äèâ. �1; íàãàäà¹ìî eM (m) = m (m ∈M); eM � î÷åâèäíî ái¹êòèâíå
âiäîáðàæåííÿ). Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæå-
ííÿ f ∈ SM iñíó¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f−1 ∈ SM .

Íåõàé f � äîâiëüíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè M â ñåáå.
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà m ∈ M iñíó¹ ¹äèíèé ïðîîáðàç n ∈ M
åëåìåíòà m, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî f(n) = m. Ïîçíà÷èìî ïðîîáðàç
n åëåìåíòà m ÷åðåç f−1(m). Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ g : M → M ,
âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì g : m → f−1(m) (m ∈ M). Âiäîáðàæåííÿ g ¹
ái¹êòèâíèì. Äiéñíî, äîâiëüíèé åëåìåíò m ∈ M ¹ îáðàçîì åëåìåíòà
f(m) ïðè âiäîáðàæåííi g, îñêiëüêè g(f(m)) = f−1(f(m)) = m. Äàëi,
g(m1) ̸= g(m2) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ åëåìåíòiâ m1, m2 ∈M . Îñêiëü-
êè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó m1 = f(g(m1)) = f(g(m2)) = m2, ùî
íåìîæëèâî. Íàðåøòi ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ g ¹ îáåðíåíèì äëÿ
âiäîáðàæåííÿ f . Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà m ∈M

fg(m) = f(g(m)) = f(f−1(m)) = m,

gf(m) = g(f(m)) = f−1(f(m)) = m.

Òîáòî fg = gf = eM . Òàêèì ÷èíîì, SM ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî M = {1, 2, . . . , n}, òîäi åëåìåíòàìè ãðó-
ïè SM ¹ ïiäñòàíîâêè n-ãî ñòåïåíÿ. Îòæå, ìíîæèíà Sn âñiõ ïiäñòàíî-
âîê n-ãî ñòåïåíÿ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê ¹ ãðóïîþ
(íàãàäà¹ìî, äèâ. � 5, öþ ãðóïó íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ n-ãî
ñòåïåíÿ.)
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Çàäà÷à 4. Äîâåñòè, ùî ãðóïà

UT (2,Z) =
{(

1 m
0 1

)
| m ∈ Z

}
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü içîìîðôíà ãðóïi Z+ öiëèõ ÷èñåë
âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : UT (2,Z) → Z+, âè-
çíà÷åíå çà ïðàâèëîì

f :

(
1 m
0 1

)
→ m (m ∈ Z).

Î÷åâèäíî, f � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé

A =

(
1 m
0 1

)
, B =

(
1 n
0 1

)
� äîâiëüíi ìàòðèöi iç UT (2,Z). Òîäi

AB =

(
1 m+ n
0 1

)
.

À òîìó f(AB) = m + n = f(A) + f(B). Îòæå, UT (2,Z) ∼= Z+ çà
îçíà÷åííÿì içîìîðôiçìó ãðóï.

Çàäà÷à 5. ×è ¹ ìíîæèíà Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî çâè÷àéíèõ
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êiëüöåì, ïîëåì?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäó 1 ñëiäó¹, ùî îïåðàöi¨ äî-
äàâàííÿ i ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë ¹ áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè íà Z, ïðè-
÷îìó âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìíîæèíà Z ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, à
îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié òà êîìó-
òàòèâíié âëàñòèâîñòÿì. Êðiì òîãî â Z iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò âiä-
íîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ. Äàëi, äîáðå âiäîìî, ùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë ïîâ'ÿçàíi çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòi, òîáòî
a(b+ c) = ab+ ac äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ Z. Âñå âèùå íàâåäåíå îçíà-
÷à¹, ùî ìíîæèíà Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i
ìíîæåííÿ ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ. Îäíàê êiëüöå Z íå
¹ ïîëåì, îñêiëüêè, íàïðèêëàä, íåíóëüîâèé åëåìåíò 2 íå ¹ îáîðîòíèì
â Z.

Çàäà÷à 6. ×è ¹ ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë êiëüöåì âiä-
íîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë?
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ñóìà äîâiëüíèõ íåïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë ¹
ïàðíèì ÷èñëîì. À òîìó îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ íåïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë íå
¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi âñiõ íåïàðíèõ öiëèõ
÷èñåë. Îòæå, öÿ ìíîæèíà íå ¹ êiëüöåì âiäíîñíî âêàçàíèõ â óìîâi
îïåðàöié.

Çàäà÷à 7. Äîâåñòè, ùî ïiäìíîæèíà Q(
√
3) = {a+ b

√
3 | a, b ∈ Q}

ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïîëåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäà-
âàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çâè÷àéíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ
÷èñåë iç ìíîæèíè Q(

√
3) ¹ áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè íà öié ìíîæèíi,

îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ a1 + b1
√
3, a2 + b2

√
3 ∈ Q(

√
3)

(a1 + b1
√
3) + (a2 + b2

√
3) = (a1 + a2) + (b1 + b2)

√
3 ∈ Q(

√
3),

(a1 + b1
√
3)(a2 + b2

√
3) = (a1a2 + 3b1b2) + (a1b2 + a2b1)

√
3 ∈ Q(

√
3).

Äîáðå âiäîìî, ùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë,
çîêðåìà i ÷èñåë iç Q(

√
3), çàäîâîëüíÿþòü àñîöiàòèâíié òà êîìóòàòèâ-

íié âëàñòèâîñòÿì. Êðiì òîãî âîíè ïîâ'ÿçàíi çàêîíîì äèñòðèáóòèâíî-
ñòi.

Ìíîæèíà Q(
√
3) ìiñòèòü ÷èñëà 0 i 1 (0 = 0+0

√
3, 1 = 1+0

√
3). Öi

÷èñëà âiäiãðàþòü ðîëü íóëüîâîãî i îäèíè÷íîãî åëåìåíòà âiäïîâiäíî
äëÿ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a, b ∈ Q iñíóþòü ïðîòèëåæíi ÷è-
ñëà −a, −b ∈ Q, òî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà a + b

√
3 ∈ Q(

√
3) iñíó¹

ïðîòèëåæíå ÷èñëî −(a+ b
√
3) = (−a) + (−b)

√
3 ∈ Q(

√
3) (î÷åâèäíî,

(a + b
√
3) + ((−a) + (−b)

√
3) = 0). Íàðåøòi, ïîêàæåìî, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî íåíóëüîâîãî ÷èñëà a+ b
√
3 ∈ Q(

√
3) iñíó¹ îáåðíåíå ÷èñëî â

Q(
√
3). Îñêiëüêè a i b îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ, òî a2−3b2 ̸= 0.

Áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó öå á îçíà÷àëî iñíóâàííÿ ðàöiîíàëüíîãî
÷èñëà, êâàäðàò ÿêîãî äîðiâíþ¹ 3. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî

a

a2 − 3b2
+

−b
a2 − 3b2

√
3 ∈ Q(

√
3).

Îá÷èñëèâøè äîáóòîê

(a+ b
√
3)

(
a

a2 − 3b2
+

−b
a2 − 3b2

√
3

)
=

a2 − 3b2

a2 − 3b2
+

ba− ab

a2 − 3b2

√
3 = 1,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öå ÷èñëî ¹ îáåðíåíèì äî ÷èñëà a+ b
√
3.
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Ç óñüîãî âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Q(
√
3) ¹ ïîëåì

âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë iç Q(
√
3).

Çàäà÷à 8. Íåõàé K � êiëüöå ç íóëüîâèì åëåìåíòîì 0. Äîâåñòè,
ùî a · 0 = 0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ K .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé a � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ K. Òîäi

a · (0 + 0) = a · 0,

îñêiëüêè 0 � íóëüîâèé åëåìåíò â K. Ç iíøîãî áîêó iç äèñòðèáóòèâíî¨
âëàñòèâîñòi îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ çâiäñè îäåðæèìî, ùî

a · 0 + a · 0 = a · 0.

Äîäàâøè äî öi¹¨ ðiâíîñòi åëåìåíò ïðîòèëåæíèé äî åëåìåíòà a · 0 (òà-
êèé iñíó¹, áî K � êiëüöå), îäåðæèìî

−(a · 0) + (a · 0 + a · 0) = −(a · 0) + a · 0.

Çâiäñè, ç àñîöiàòèâíî¨ âëàñòèâîñòi äîäàâàííÿ òà îçíà÷åííÿ ïðîòèëå-
æíîãî åëåìåíòà âèïëèâà¹, ùî a · 0 = 0.

Çàäà÷à 9. Íåõàé K � êiëüöå ç íóëüîâèì åëåìåíòîì 0. Íåíóëüîâi
åëåìåíòè a i b êiëüöÿ K íàçèâàþòüñÿ äiëüíèêàìè íóëÿ, ÿêùî ab = 0.
Äîâåñòè, ùî æîäíå ïîëå íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Äîâåäåìî öå ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé P �
ïîëå, ÿêå ìiñòèòü äiëüíèêè íóëÿ a i b. Òîäi çà îçíà÷åííÿì ab = 0,
a ̸= 0 i b ̸= 0. Îñêiëüêè a ̸= 0, òî â ïîëi P iñíó¹ îáåðíåíèé åëå-
ìåíò a−1 äî åëåìåíòà a. Ïîìíîæèâøè ðiâíiñòü ab = 0 çëiâà íà a−1,
îäåðæèìî a−1(ab) = a−1 · 0. Çâiäñè 1 · b = 0, òîáòî b = 0. Îäåðæàíà
ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî æîäíå ïîëå íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ.

Çàóâàæåííÿ 4. Iñíóþòü êiëüöÿ, ÿêi ìiñòÿòü äiëüíèêè íóëÿ.
Íàïðèêëàä â êiëüöi R2 âñiõ 2 × 2-ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè
âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü ìàòðèöi(

1 1
2 2

)
,

(
1 −2
−1 2

)
¹ äiëüíèêàìè íóëÿ (ïåðåêîíàòèñÿ ñàìîñòiéíî).
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Âèÿñíèòè, ÷è óòâîðþþòü ãðóïó êîæíà ç íàñòóïíèõ ìíîæèí
ïðè âêàçàíié îïåðàöi¨ íàä åëåìåíòàìè:

à) ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ;

á) ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

â) ìíîæèíà âñiõ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ;

ã) ìíîæèíà ñòåïåíiâ äàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a ̸= 0 ç öiëèìè ïîêà-
çíèêàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

ä) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêùî îïåðàöiÿ âèçíà÷åíà òàê: a∗b = ab;

å) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêùî îïåðàöiÿ âèçíà÷åíà òàê: a ∗ b =
= a2b2;

¹) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç çàäàíèì àðãóìåíòîì φ âiäíîñíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

æ) ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ç îäèíèöi ôiêñîâàíîãî ñòå-
ïåíÿ n âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

ç) ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ âñiõ íàòóðàëüíèõ ñòåïåíiâ
ç îäèíèöi âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

i) ìíîæèíà íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç ìîäóëåì, ùî íå ïå-
ðåâèùó¹ ôiêñîâàíå ÷èñëî r, âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

é) ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ;

ê) ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ;

ë) ìíîæèíà Rn âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä R âiäíîñíî îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ;

ì) ìíîæèíà âñiõ ïîâîðîòiâ ïëîùèíè íàâêîëî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè âiä-
íîñíî îïåðàöi¨ ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ ïîâîðîòiâ;

î) ìíîæèíà âñiõ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíîñiâ ïëîùèíè âiäíîñíî îïåðà-
öi¨ ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíîñiâ.

2. Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíié ãðóïi G iñíó¹ ¹äèíèé îäèíè÷íèé åëå-
ìåíò òà ¹äèíèé îáåðíåíèé åëåìåíò äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè G.

3. Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì e âiäíîñíî
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ. Äîâåñòè, ÿêùî a2 = e äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
a ∈ G, òî ãðóïà G � àáåëåâà.
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4. Íåõàé G1, G2 � içîìîðôíi ãðóïè âiäïîâiäíî ç îäèíèöÿìè e1,
e2 i f : G1 → G2 � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî f(ab) = f(a)f(b)
äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G1. Äîâåñòè, ùî f(e1) = e2 i f(a−1) = f(a)−1

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G1.

5. Äîâåñòè, ùî ãðóïà Z öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàí-
íÿ içîìîðôíà ãðóïi nZ öiëèõ ÷èñåë êðàòíèõ äàíîìó íàòóðàëüíîìó
÷èñëó n âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ.

6. Äîâåñòè, ùî ãðóïà äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
içîìîðôíà ãðóïi äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåí-
íÿ.

7. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà ãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà äåÿêié ïiä-
ãðóïi ãðóïè Sn ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n.

8. Çíàéòè âñi ãðóïè (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) ïîðÿäêó 3.

9. Çíàéòè âñi ïiäãðóïè ãðóïè Z+ öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ.

10. Âèïèñàòè âñi ïiäãðóïè ãðóïè S3 ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ 3.

11. Âèÿñíèòè, ÷è óòâîðþþòü êiëüöå (ïîëå) êîæíà iç íàñòóïíèõ
ìíîæèí ïðè âêàçàíèõ îïåðàöiÿõ íàä åëåìåíòàìè:

à) ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ;

á) ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë êðàòíèõ äàíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó
n âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ;

â) ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ;

ã) ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ;

ä) ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ;

å) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a + b
√
2, äå a, b � öiëi ÷èñëà,

âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ;

¹) ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b 3
√
3, äå a, b � ðàöiîíàëüíi

÷èñëà, âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ;

æ) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a+bi, äå a, b � öiëi ÷èñëà,
âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ;
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ç) ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó a + bi, äå a, b � ðàöiî-
íàëüíi ÷èñëà, âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ;

i) ìíîæèíà âñiõ n×n-ìàòðèöü ç öiëèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî îïå-
ðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü;

é) ìíîæèíà âñiõ n × n-ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè âiäíîñíî
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü;

ê) ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(

a b
2b a

)
ç ðàöiîíàëüíèìè a, b

âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

12. Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ 1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ a, b ∈ K ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi: −(−a) = a, (−1) · a = −a,
(−a)(−b) = ab.

13. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi n × n-ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè
âèðîäæåíi ìàòðèöi, i òiëüêè âîíè, ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ.

14. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü âèãëÿäó
(

a b
−b a

)
, äå a,

b � äiéñíi ÷èñëà, âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìàòðèöü ¹
ïîëåì, ÿêå içîìîðôíå ïîëþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

15. Äîâåñòè, ùî ïîëå ìàòðèöü âèãëÿäó
(

a b
2b a

)
ç ðàöiîíàëüíè-

ìè a, b (âïðàâà 11ê) ) içîìîðôíå ïîëþ ÷èñåë âèãëÿäó a+ b
√
2 òàêîæ

ç ðàöiîíàëüíèìè a i b.
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� 15. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ. Ïîäiëüíiñòü ó
êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå, n � íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî i a0, a1, . . .
. . . , an−1, an � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ P , ïðè÷îìó an � íåíóëüîâèé
åëåìåíò ïîëÿ P . Àëãåáðà¨÷íèé âèðàç (ñèìâîë)

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (1)

íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì n-ãî ñòåïåíÿ âiä íåâiäîìî¨ (çìiííî¨ ) x íàä
ïîëåì P . Åëåìåíò ai íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì ìíîãî÷ëåíà (1) ïðè
i-ìó ñòåïåíþ íåâiäîìî¨ x (òîáòî xi) (i = 0, 1, . . . , n). Ïðè öüîìó êîå-
ôiöi¹íò an íàçèâàþòü ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì öüîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàóâàæåííÿ 1. Ìíîãî÷ëåíàìè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì P
¹ íåíóëüîâi åëåìåíòè ïîëÿ P i òiëüêè âîíè.

Ðîçãëÿäàþòü òàêîæ íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí, ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç íóëüî-
âèì åëåìåíòîì ïîëÿ P . Ñòåïiíü íóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà çà îçíà÷åííÿì
ââàæà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ.

Ìíîãî÷ëåíè

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0

(2)

âiäïîâiäíî ñòåïåíiâ n i m âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì P íàçèâàþòüñÿ
ðiâíèìè (ïîçíà÷àòèìåìî f(x) = g(x)), ÿêùî n = m i ak = bk äëÿ
äîâiëüíîãî k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Ñóìîþ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) (äèâ. (2)) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí

f(x) + g(x) = csx
s + cs−1x

s−1 + · · ·+ c1x+ c0,

äå s � ìàêñèìàëüíå ñåðåä ÷èñåë n i m, à ck = ak+ bk (k = 0, 1, . . . , s),
äå â ñâîþ ÷åðãó an+1, . . . , as (bm+1, . . . , bs) âñi ðiâíi íóëþ, ÿêùî n < s
(m < s).

Äîáóòêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) (äèâ. (2)) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî-
÷ëåí

f(x)g(x) = dn+mxn+m + dn+m−1x
n+m−1 + · · ·+ d1x+ d0,

äå dk = a0bk + a1bk−1 + · · · + ak−1b1 + akb0 (k = 0, 1, . . . , n + m),
ââàæàþ÷è, ùî ai = 0 ïðè i > n i bj = 0 ïðè j > m.
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Çàóâàæåííÿ 2. Êîåôiöi¹íò dk äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x)
äîðiâíþ¹ ñóìi âñiëÿêèõ äîáóòêiâ êîåôiöi¹íòiâ ai i bj âiäïîâiäíî ìíî-
ãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) òàêèõ, ùî i+ j = k, òîáòî dk =

∑
i+j=k

aibj .

Çàóâàæåííÿ 3. Îçíà÷åííÿ ñóìè i äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ ïðèðî-
äíî ïåðåíîñèòüñÿ íà âèïàäîê, êîëè îäèí iç äîäàíêiâ àáî ìíîæíèêiâ
¹ íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì.

Î÷åâèäíî, âèùå íàâåäåíi îçíà÷åííÿ ñóìè i äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ
âèçíà÷àþòü áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ âiäïîâiäíî äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ íà ìíîæèíi P [x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì
P (âêëþ÷íî ç íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì).

Òåîðåìà 1. Ìíîæèíà P [x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ x íàä
ïîëåì P âiäíîñíî áiíàðíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ. Îäèíè-
öåþ êiëüöÿ P [x] ¹ îäèíèöÿ ïîëÿ P . Äîáóòîê äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ
ìíîãî÷ëåíiâ êiëüöÿ P [x] ¹ íåíóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äîäàâàííÿ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ çâîäèòüñÿ äî
äîäàâàííÿ ¨õ êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè ïîëÿ P , òî çàçíà÷èìî
îäðàçó, ùî êîìóòàòèâíiñòü òà àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ìíî-
ãî÷ëåíiâ âèïëèâàþòü iç ñïðàâåäëèâîñòi öèõ âëàñòèâîñòåé äëÿ îïåðà-
öi¨ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P . Ðîëü íóëüîâîãî åëåìåíòà â ìíîæèíi
P [x] âiäiãðà¹ íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí, à ïðîòèëåæíèì åëåìåíòîì äî ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ P [x] ¹ ìíîãî÷ëåí

f(x) = (−an)xn + (−an−1)x
n−1 + · · ·+ (−a1)x+ (−a0) =

= −anxn − an−1x
n−1 − · · · − a1x− a0.

Îòæå, ìíîæèíà P [x] ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
ìíîãî÷ëåíiâ.

Äîâåäåìî, òåïåð, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ àíàëîãi÷íî
ÿê i îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ çàäîâîëüíÿ¹ êîìóòàòèâíié òà àñîöiàòèâíié
âëàñòèâîñòÿì. Íåõàé

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0

� äîâiëüíi ìíîãî÷ëåíè âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì P âiäïîâiäíî ñòå-
ïåíiâ n i m, òà íåõàé

f(x)g(x) = dn+mxn+m + dn+m−1x
n+m−1 + · · ·+ d1x+ d0,

g(x)f(x) = d′n+mxn+m + d′n+m−1x
n+m−1 + · · ·+ d′1x+ d′0.
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Çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ {0, 1, . . .
. . . , n+m} ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðiâíîñòi

dk =
∑

i+j=k

aibj =
∑

j+i=k

bjai = d′k.

Òàêèì ÷èíîì f(x)g(x) = g(x)f(x), òîáòî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìíîãî-
÷ëåíiâ ¹ êîìóòàòèâíîþ. Íåõàé, îêðiì ðîçãëÿíóòèõ âèùå ìíîãî÷ëåíiâ
f(x) i g(x), äàíî ùå îäèí äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P

h(x) = ctx
t + ct−1x

t−1 + · · ·+ c1x+ c0, (ct ̸= 0).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ {0, 1, . . . , n+m+ t} êîåôiöi¹íòîì ïðè xr ó
äîáóòêó [f(x)g(x)]h(x) ¹ ÷èñëî

∑
k+l=r

 ∑
i+j=k

aibj

 cl =
∑

i+j+l=r

aibjcl,

à â äîáóòêó f(x)[g(x)h(x)] � ðiâíå éîìó ÷èñëî

∑
i+k=r

ai

 ∑
j+l=k

bjcl

 =
∑

i+j+l=r

aibjcl.

Öå îçíà÷à¹, ùî [f(x)g(x)]h(x) = f(x)[g(x)h(x)] äëÿ äîâiëüíèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ f(x), g(x), h(x) ∈ P [x], òîáòî, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ìíîãî-
÷ëåíiâ çàäîâîëüíÿ¹ àñîöiàòèâíié âëàñòèâîñòi.

Íàðåøòi, ñïðàâåäëèâiñòü äèñòðèáóòèâíî¨ âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ:

f(x)(g(x) + h(x)) = f(x)g(x) + f(x)h(x) (f(x), g(x), h(x) ∈ P [x])

ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi∑
i+j=k

ai(bj + cj) =
∑

i+j=k

aibj +
∑

i+j=k

aicj .

Îòæå, ìíîæèíà P [x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì
P âiäíîñíî áiíàðíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
ìíîãî÷ëåíiâ ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ. Îäèíèöåþ êiëüöÿ
P [x] ¹ îäèíèöÿ ïîëÿ P .
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Äîáóòîê äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) êiëüöÿ
P [x] ¹ íåíóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì, îñêiëüêè ñòàðøèé êîåôiöi¹íò äî-
áóòêó f(x)g(x) äîðiâíþ¹ äîáóòêó ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ an i bm âiä-
ïîâiäíî ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x), ùî íå äîðiâíþþòü íóëþ. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2. Ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì P ¹ îáîðîòíèì åëåìåí-
òîì êiëüöÿ P [x] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì íó-
ëüîâîãî ñòåïåíÿ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ÿêùî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] ¹ ìíîãî÷ëå-
íîì íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òî âií ¹ äåÿêèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì a ïîëÿ
P , à òîìó äî íüîãî iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 ∈ P ⊂ P [x].

Íàâïàêè, íåõàé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíÿ n ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì
êiëüöÿ P [x], òîäi äî íüîãî iñíó¹ îáåðíåíèé ìíîãî÷ëåí f−1(x) iç P [x]
äåÿêîãî ñòåïåíÿ m, òàêèé ùî

f(x)f−1(x) = 1.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî ç îäíîãî áîêó ñòåïiíü äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ
f(x)f−1(x) äîðiâíþ¹ n + m, à ç iíøîãî � íóëþ, òîáòî n + m = 0.
Îñêiëüêè n i m � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà
ëèøå ó âèïàäêó, êîëè n = m = 0. Ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 3 (ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ). Íåõàé g(x) � äîâiëüíèé íå-
íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ P [x] iñíó¹ ¹äèíà ïàðà ìíîãî÷ëåíiâ q(x), r(x) ∈ P [x] òàêèõ,
ùî

f(x) = q(x)g(x) + r(x), (3)

ïðè÷îìó ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà r(x) ìåíøà çà ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà
g(x) àáî r(x) = 0.

Ìíîãî÷ëåíè q(x) i r(x) ó ðiâíîñòi (3) íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ÷àñ-
òêîþ i îñòà÷åþ ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåõàé

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0

� äîâiëüíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì P âiäïîâiäíî ñòåïåíiâ n i m.
ßêùî n < m, òî ïîêëàäåìî q(x) = 0, à r(x) = f(x). Òîäi f(x) =

= g(x)q(x)+r(x) i îñêiëüêè ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà r(x) ìåíøà çà ñòåïiíü
ìíîãî÷ëåíà g(x), òî ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî.
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ßêùî æ n ≥ m, òî âðàõîâóþ÷è, ùî bm ̸= 0, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíó-
òè ìíîãî÷ëåí (âiðíiøå êàçàòè îäíî÷ëåí) an

bm
xn−m. Ïîêëàäåìî

f1(x) = f(x)− an
bm

xn−m · g(x).

Î÷åâèäíî, àáî f1(x) = 0, àáî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà f1(x) ìåíøà çà n.
Ïîçíà÷èìî öåé ñòåïiíü ñèìâîëîì n1, à ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëå-
íà f1(x) � ñèìâîëîì a

(1)
n1 . ßêùî n1 ≥ m, òî ïîâòîðþþ÷è äëÿ f1(x) òi

ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî é äëÿ f(x), äiñòàíåìî

f2(x) = f1(x)−
a
(1)
n1

bm
xn1−m · g(x),

äå àáî f2(x) = 0, àáî f2(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ, ìåíøîãî âiä n1.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n2 ñòåïiíü, à ÷åðåç a

(2)
n2 � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò

ìíîãî÷ëåíà f2(x). ßêùî n2 ≥ m, òî, ïîâòîðèâøè íàâåäåíi âèùå ìið-
êóâàííÿ, äiñòàíåìî

f3(x) = f2(x)−
a
(2)
n2

bm
xn2−m · g(x)

i ò. ä.
Îñêiëüêè ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ f(x), f1(x), f2(x), . . . ñïàäàþòü, n >

> n1 > n2 > . . ., òî ïiñëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà êðîêiâ äiñòàíåìî ìíîãî-
÷ëåí

fk(x) = fk−1(x)−
a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m · g(x),

ÿêèé àáî äîðiâíþ¹ íóëþ, àáî ìà¹ ñòåïiíü nk ìåíøèé âiä m.
Äîäàâøè ïî÷àñòèííî ùîéíî çàïèñàíi ðiâíîñòi, äiñòàíåìî

fk(x) = f(x)−

(
an
bm

xn−m +
a
(1)
n1

bm
xn1−m + · · ·+

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m

)
g(x).

Çâiäñè, ïîêëàâøè

q(x) =
an
bm

xn−m +
a
(1)
n1

bm
xn1−m + · · ·+

a
(k−1)
nk−1

bm
xnk−1−m, r(x) = fk(x),

ìàòèìåìî
f(x) = g(x)q(x) + r(x),
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äå r(x) àáî äîðiâíþ¹ íóëþ, àáî ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ, ìåíøîãî íiæ
ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà g(x).

Äîâåäåìî, ùî â êiëüöi P [x] ¹ ëèøå îäíà ïàðà ìíîãî÷ëåíiâ q(x)
i r(x), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå,
íåõàé q1(x) i r1(x) � äåÿêà iíøà ïàðà ìíîãî÷ëåíiâ, äëÿ ÿêèõ ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x), (4)

ïðè÷îìó r1(x) ¹ àáî íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì, àáî ìíîãî÷ëåíîì ñòåïå-
íÿ, ìåíøîãî íiæ ñòåïiíü g(x). Ïðèðiâíÿâøè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé
(3) i (4), îäåðæèìî

g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x).

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

g(x)[q(x)− q1(x)] = r1(x)− r(x). (5)

Ïðèïóñòèìî, ùî r1(x)− r(x) ̸= 0. Òîäi q(x)− q1(x) ̸= 0, îñêiëüêè iíà-
êøå ç ðiâíîñòi (5) âèïëèâàëî á, ùî r1(x)−r(x) = 0. Ó òàêîìó ðàçi ïðà-
âà ÷àñòèíà r1(x)− r(x) ðiâíîñòi (5) áóëà á ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ ìåí-
øîãî íiæ ñòåïiíü g(x), à ëiâà ÷àñòèíà g(x)[q(x)−q1(x)]� ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíÿ íå ìåíøîãî íiæ ñòåïiíü g(x), ÷îãî íå ìîæå áóòè. Ïðèïóùåí-
íÿ, ùî r1(x)−r(x) ̸= 0 ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi i òîìó âîíî íåïðà-
âèëüíå. Îòæå, r1(x)− r(x) = 0. Òîäi g(x)[q(x)− q1(x)] = 0. Îñêiëüêè
g(x) ̸=, òî çà òåîðåìîþ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü q(x) − q1(x) = 0.
Òîìó r1(x) = r(x), q1(x) = q(x). Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
òåîðåìó.

ßêùî îñòà÷à ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì P íà íåíó-
ëüîâèé ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ P [x] äîðiâíþ¹ íóëþ, òîäi êàæóòü ùî ìíîãî-
÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí g(x), à ìíîãî÷ëåí g(x) íàçèâàþòü
äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà f(x). Iç òåîðåìè ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ îäðàçó
âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ìíîãî÷ëåí g(x) íàä ïîëåì P ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ P [x] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ P [x]
òàêèé, ùî f(x) = g(x)h(x).

Òåîðåìà 5. Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì P :

1) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), à g(x) äiëèòüñÿ íà h(x), òîäi
f(x) äiëèòüñÿ íà h(x).



166

2) ÿêùî ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) äiëÿòüñÿ íà h(x), òîäi ñóìà
f(x) + g(x) äiëÿòüñÿ íà h(x).

3) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òîäi äîáóòîê f(x)h(x) äiëèòüñÿ
íà g(x) äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà h(x).

4) ßêùî êîæíèé iç ìíîãî÷ëåíiâ f1(x), f1(x), . . . , fk(x) äiëè-
òüñÿ íà g(x), òîäi íà g(x) áóäå äiëèòèñÿ ìíîãî÷ëåí

f1(x)h1(x) + f2(x)h2(x) + · · ·+ fk(x)hk(x),

äå h1(x), h2(x), . . . , hk(x) � äîâiëüíi ìíîãî÷ëåíè.

5) äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí
íóëüîâîãî ñòåïåíÿ.

6) ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òîäi f(x) äiëèòüñÿ íà cg(x), äå
c � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ P .

7) ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) òîäi i òiëüêè äiëÿòüñÿ îäèí íà îäíî-
ãî, êîëè g(x) = cf(x) äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà c ïî-
ëÿ P .

8) Äîâiëüíèé äiëüíèê îäíîãî ç äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) òà cf(x)
(c ∈ P, c ̸= 0) ¹ äiëüíèêîì i äëÿ iíøîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), à g(x) äiëèòüñÿ íà
h(x). Òîäi f(x) = g(x)u(x), g(x) = h(x)v(x) äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ
u(x), v(x) iç P [x]. Çâiäñè f(x) = [h(x)v(x)]u(x) = h(x)[v(x)u(x)]. Öå
îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí h(x).

2) Íåõàé ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) äiëÿòüñÿ íà h(x). Òîäi f(x) =
= h(x)u(x), g(x) = h(x)v(x) äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ u(x), v(x) iç
P [x]. Iç öèõ ðiâíîñòåé îäåðæó¹ìî, ùî

f(x) + g(x) = h(x)u(x) + h(x)v(x) = h(x)[u(x) + v(x)].

3) Íåõàé f(x) äiëèòüñÿ íà g(x). Òîäi f(x) = g(x)u(x) äëÿ äåÿêîãî
ìíîãî÷ëåíà u(x) iç P [x]. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà h(x) iç P [x]
ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi f(x)h(x) = [g(x)u(x)]h(x) = g(x)[u(x)h(x)]. Öå â
ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí f(x)h(x) äiëèòüñÿ íà g(x).

4) Äîâåäåííÿ ÷åòâåðòîãî òâåðäæåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi. Çàçíà-
÷èìî òiëüêè, ùî âîíî ñëiäó¹ iç ïîïåðåäíiõ äâîõ òâåðäæåíü, à òàêîæ,
ùî ïðè öüîìó ñëiä âèêîðèñòàòè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

5) íàãàäà¹ìî, ùî áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí íóëüîâîãî ñòåïåíÿ ¹ íå-
íóëüîâèì, à îòæå i îáîðîòíèì, åëåìåíòîì ïîëÿ P . Òîìó äîâåäåííÿ
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ï'ÿòîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó ñëiäó¹ iç íàñòóïíî¨ ðiâíîñòi

f(x) = c[c−1f(x)],

äå (x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí iç P [x], à c � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé
åëåìåíò ïîëÿ P .

6) Íåõàé f(x) äiëèòüñÿ íà g(x). Òîäi f(x) = g(x)u(x) äëÿ äåÿêîãî
ìíîãî÷ëåíà u(x) iç P [x]. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà c ïîëÿ
P ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f(x) = [cg(x)][c−1u(x)].

7) Íåõàé f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), à g(x) äiëèòüñÿ íà f(x). Òîäi
f(x) = g(x)u(x), g(x) = f(x)v(x) äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ u(x), v(x)
iç P [x]. Iç öèõ ðiâíîñòåé îäåðæó¹ìî, ùî

f(x) = [f(x)v(x)]u(x) = f(x)[v(x)u(x)].

Çâiäñè f(x)[v(x)u(x) − 1] = 0. Îñêiëüêè f(x) ̸= 0, òî çà òåîðåìîþ 1
v(x)u(x)− 1 = 0, Öå îçíà÷à¹, ùî v(x) ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ
P [x], òîáòî v(x) = c � äåÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ P .

8) Äîâåäåííÿ âîñüìîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó ñëiäó¹ iç ïåðøîãî òà
ñüîìîãî òâåðäæåíü.

Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ. Ñïiëüíèì äiëü-
íèêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí
h(x) ∈ P [x], ÿêèé ¹ äiëüíèêîì äëÿ êîæíîãî iç ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x).
ßêùî ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) ¹ òiëüêè ìíî-
ãî÷ëåíè íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òîäi ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) íàçèâàþòüñÿ
âçà¹ìíî ïðîñòèìè.

Íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x), g(x) ∈ P [x]
íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí d(x) ∈ P [x], ÿêèé ¹ ¨õ ñïiëüíèì äiëüíèêîì
i, ðàçîì ç òèì, ñàì äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíî-
ãî÷ëåíiâ f(x) i g(x). Ïîçíà÷àòèìåìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) ñèìâîëîì (f(x), g(x)).

Çàóâàæåííÿ 4. Ç òåîðåìè 5 âèïëèâà¹, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x), ÿêùî âií iñíó¹, âèçíà÷à¹òüñÿ öèìè
ìíîãî÷ëåíàìè íåîäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 6. Äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x)
íàä áóäü-ÿêèì ïîëåì P iñíó¹ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ. Íåõàé d(x) = (f(x), g(x)) � äåÿêèé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê f(x) i g(x). Òîäi ìíîãî÷ëåíàìè ìíîæèíè {cd(x) | c ∈ P,
c ̸= 0} âè÷åðïóþòüñÿ âñi íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè ìíîãî÷ëåíiâ
f(x) i g(x).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) i g(x)� äîâiëüíi íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè iç
êiëüöÿ P [x]. Ïîäiëèìî f(x) íà g(x), äiñòàíåìî, çà òåîðåìîþ 3, ÷àñòêó
q1(x) i îñòà÷ó r1(x). ßêùî îñòà÷à r1(x) íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ïîäiëè-
ìî äàëi ìíîãî÷ëåí g(x) íà r1(x). Ïðè öüîìó îäåðæèìî ÷àñòêó q2(x)
i îñòà÷ó r2(x). Çíîâó, ÿêùî r2(x) ̸= 0 ïîäiëèìî r1(x) íà r2(x), äiñòà-
íåìî ÷àñòêó q3(x) i îñòà÷ó r3(x) i ò. ä. Çà òåîðåìîþ 3 ñòåïåíi îñòà÷
r1(x), r2(x), r3(x), . . . ñïàäàþòü. Òîìó ÷åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî äiëåíü
îäåðæèìî îñòà÷ó rn(x), íà ÿêó ïîïåðåäíÿ îñòà÷à rn−1(x) ïîäiëèòüñÿ
áåç îñòà÷i, i íà öüîìó ïðîöåñ ïîñëiäîâíîãî äiëåííÿ çàêií÷èòüñÿ.

Îòæå, â ðåçóëüòàòi ïîñëiäîâíîãî äiëåííÿ íàìè îäåðæàíî íàñòóïíi
ðiâíîñòi:

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x),

g(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),

r1(x) = r2(x)q3(x) + r3(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−3(x) = rn−2(x)qn−1(x) + rn−1(x),

rn−2(x) = rn−1(x)qn(x) + rn(x),

rn−1(x) = rn(x)qn+1(x).

(6)

Ïiäêðåñëèìî, ùî çà òåîðåìîþ ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ìíîãî÷ëå-
íè ri(x) òà qj(x) (i = 1, . . . n; j = 1, . . . , n + 1) ¹ ìíîãî÷ëåíàìè íàä
ïîëåì P .

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiäó¹, ùî rn(x) ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà
rn−1(x). Òîäi çà òåîðåìîþ 5 ìíîãî÷ëåí rn(x) ¹ òàêîæ äiëüíèêîì ïðà-
âî¨ ÷àñòèíè ïåðåäîñòàííüî¨ iç ðiâíîñòåé (6), à îòæå, i ìíîãî÷ëåíà
rn−2(x). Äàëi, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ïiäíiìàþ÷èñü âãîðó,
ìè îäåðæèìî, ùî rn(x) ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíiâ rn−3(x), . . . , r2(x),
r1(x), g(x), f(x). Òàêèì ÷èíîì, rn(x) ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìíîãî-
÷ëåíiâ f(x) i g(x).

Ïîêàæåìî, òåïåð, ùî rn(x) ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì öèõ
ìíîãî÷ëåíiâ. Íåõàé u(x) � äîâiëüíèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ
f(x) i g(x). Òîäi iç ïåðøî¨ ç ðiâíîñòåé (6) ñëiäó¹, ùî ìíîãî÷ëåí r1(x),
ÿê ðiçíèöÿ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x)q1(x), äiëèòüñÿ íà u(x). Âèêîðèñòî-
âóþ÷è íàñòóïíó ðiâíiñòü îäåðæèìî, ùî ìíîãî÷ëåí r2(x), ÿê ðiçíèöÿ
ìíîãî÷ëåíiâ g(x) i r1(x)q2(x), òàêîæ äiëèòüñÿ íà u(x). Äàëi, ìiðêóþ÷è
àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ñïóñêàþ÷èñü âíèç, ìè îäåðæèìî, ùî ìíîãî÷ëå-
íè r3(x), . . . , rn−1(x) i íàðåøòi rn(x) äiëÿòüñÿ íà u(x). Òàêèì ÷èíîì,
áóäü-ÿêèé ÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) ¹ äiëüíèêîì
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rn(x). Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí rn(x) ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì
äiëüíèêîì äàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x).

Íàðåøòi, íåõàé d(x) � äåÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x)
i g(x). Iç øîñòîãî òà âîñüìîãî òâåðäæåíü òåîðåìè 5 ñëiäó¹, ùî äëÿ äî-
âiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà c ïîëÿ P äîáóòîê cd(x) ¹ íàéáiëüøèì
ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x). Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
d1(x) � äîâiëüíèé iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x),
òî d(x) äiëèòüñÿ íà d1(x) i âîäíî÷àñ d(x) ¹ äiëüíèêîì d1(x). Çà ñüî-
ìèì òâåðäæåííÿì òåîðåìè 5 d1(x) = cd(x) äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî
åëåìåíòà c ïîëÿ P . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèêëàäåíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà
ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) íàçèâàþòü àëãîðèòìîì Åâêëiäà.

Çàóâàæåííÿ 5. Çâàæàþ÷è íà ïîïåðåäíþ òåîðåìó, ìîæíà çàâ-
æäè ââàæàòè, ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíè-
êà ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ îäèíèöi. À òîìó, íàïðèêëàä, ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî äâà ìíîãî÷ëåíè âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Òåîðåìà 7. ßêùî d(x) ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìíî-
ãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) íàä ïîëåì P , òîäi iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè
u(x), v(x) ∈ P [x], ùî

f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x). (7)

Ìîæíà ââàæàòè ïðè öüîìó, ùî ó âèïàäêó, êîëè f(x) i g(x) ¹ ìíîãî-
÷ëåíàìè íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ, òî ñòåïiíü u(x) ìåíøà çà ñòåïiíü
g(x), à ñòåïiíü v(x) ìåíøà çà ñòåïiíü f(x).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè äî ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) àëãîðèòì
Åâêëiäà, îäåðæèìî ðiâíîñòi (6). Çàïèøåìî öi ðiâíîñòi â òàêîìó âè-
ãëÿäi:

r1(x) = f(x)− g(x)q1(x),

r2(x) = g(x)− r1(x)q2(x),

r3(x) = r1(x)− r2(x)q3(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−1(x) = rn−3(x)− rn−2(x)qn−1(x),

rn(x) = rn−2(x)− rn−1(x)qn(x).

(8)

Óçÿâøè äî óâàãè, ùî rn(x) = cd(x) (c � äåÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò
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ïîëÿ P ), ç îñòàííüî¨ iç ðiâíîñòåé (8) îäåðæèìî

rn−2(x) · c−1 + rn−1(x)
[
−c−1qn(x)

]
= d(x).

Ïîçíà÷èâøè c−1 ñèìâîëîì u1(x), à −c−1qn(x) � ñèìâîëîì v1(x), çà-
ïèøåìî îñòàííþ ðiâíiñòü òàê:

rn−2(x)u1(x) + rn−1(x)v1(x) = d(x).

Ïiäñòàâèâøè â îñòàííþ ðiâíiñòü çàìiñòü rn−1(x) éîãî âèðàç ÷åðåç
rn−2(x) i rn−3(x), ç ïåðåäîñòàííüî¨ ç ðiâíîñòåé (8) îäåðæèìî

rn−3(x)u2(x) + rn−2(x)v2(x) = d(x),

äå
u2(x) = v1(x), v2(x) = u1(x)− v1(x)qn−1(x).

Ó çíàéäåíó ðiâíiñòü çàìiñòü rn−2 ïiäñòàâèìî âèðàç ÷åðåç rn−3(x)
i rn−4(x) i ò. ä. Âèêîíàâøè n − 1 òàêèõ ïîñëiäîâíèõ ïiäñòàâëÿíü,
çíàéäåìî ïîòðiáíó ðiâíiñòü

f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x).

Ç ïîáóäîâè ìíîãî÷ëåíiâ u(x) i v(x) âèäíî, ùî âîíè íàëåæàòü äî
êiëüöÿ P [x]. Îòæå, ìíîãî÷ëåíè u(x) i v(x), äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (7), iñíóþòü. Äîâåäåííÿ äðóãîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè çàëè-
øà¹ìî ÷èòà÷åâi, âêàçàâøè òiëüêè íàñòóïíå: ÿêùî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà
u(x) áiëüøà àáî ðiâíà çà ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà g(x), òî ïîäiëèìî u(x)
íà g(x); íåõàé q(x) � ÷àñòêà, r(x) � îñòà÷à ïðè äiëåííi u(x) íà g(x);
òîäi ðiâíiñòü (7) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f(x)r(x) + g(x)[v(x) + f(x)q(x)] = d(x);

ñëiä ëèøå ïîêàçàòè, ùî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà v(x)+f(x)q(x) ìåíøà çà
ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà f(x).

Òåîðåìà 8. Ìíîãî÷ëåíè f(x), g(x) ∈ P [x] òîäi i òiëüêè òîäi
âçà¹ìíî ïðîñòi, êîëè iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè u(x), v(x) ∈ P [x] òàêi,
ùî

f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1. (9)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåîáõiäíiñòü òåîðåìè. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî íàéáiëü-
øèé ñïiëüíèé äiëüíèê ¨õ äîðiâíþ¹ 1. Òîäi çà òåîðåìîþ 7 iñíóþòü òàêi
ìíîãî÷ëåíè u(x) i v(x) iç P [x], äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (9).
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Äîñòàòíiñòü òåîðåìè ñëiäó¹ iç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Ïðèïóñòèìî,
ùî â êiëüöi P [x] iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè u(x) i v(x), äëÿ ÿêèõ ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (9), i íåõàé h(x) � äîâiëüíèé ñïiëüíèé äiëüíèê
ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x). Òîäi çà òåîðåìîþ 5 ìíîãî÷ëåí h(x) ¹ äiëüíè-
êîì ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (9), à îòæå, i ïðàâî¨. Òîáòî 1 = h(x)w(x),
äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà w(x) iç P [x]. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî h(x) ¹
îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ P [x], à òîìó ¹ ìíîãî÷ëåíîì íóëüîâîãî
ñòåïåíÿ. Òàêèì ÷èíîì, äîâiëüíèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x)
i g(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì íóëüîâîãî ñòåïåíÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî öi ìíîãî÷ëå-
íè � âçà¹ìíî ïðîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 9. ßêùî ìíîãî÷ëåí f(x) âçà¹ìíî ïðîñòèé ç êîæíèì iç
ìíîãî÷ëåíiâ g(x) i h(x), òîäi âií âçà¹ìíî ïðîñòèé i ç ¨õ äîáóòêîì
g(x)h(x).

Äîâåäåííÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, â êiëüöi P [x] ¹ òàêi ìíî-
ãî÷ëåíè u(x) i v(x), ùî f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1. Ïîìíîæèâøè öþ
ðiâíiñòü íà h(x), îäåðæèìî

f(x)[u(x)h(x)] + [g(x)h(x)]v(x) = h(x).

Çâiäñè, âñÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i äîáóòêó g(x)h(x)
¹ òàêîæ äiëüíèêîì i äëÿ ìíîãî÷ëåíà h(x). Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðå-
ìè ìíîãî÷ëåíè f(x) i h(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî íå ìàþòü ñïiëüíèõ
äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî (òîáòî íåíóëüîâîãî) ñòåïåíÿ, òî ìíîãî÷ëåíè
f(x) i g(x)h(x) òàêîæ íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ñòå-
ïåíÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 10. ßêùî äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) äiëèòüñÿ íà
h(x), àëå f(x) i h(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òîäi g(x) äiëèòüñÿ íà h(x).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè f(x) i h(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi,
òî â êiëüöi P [x] iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè u(x) i v(x), ùî f(x)u(x) +
+h(x)v(x) = 1. Ïîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü íà g(x), îäåðæèìî

[f(x)g(x)]u(x) + h(x)[g(x)v(x)] = g(x).

Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà h(x), à òîìó i ïðàâà ÷àñòèíà �
ìíîãî÷ëåí g(x) � äiëèòüñÿ íà h(x).

Òåîðåìà 11. ßêùî ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà êîæåí iç ìíî-
ãî÷ëåíiâ g(x) i h(x), ÿêi ìiæ ñîáîþ âçà¹ìíî ïðîñòi, òîäi f(x) äiëè-
òüñÿ íà äîáóòîê g(x)h(x).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f(x) äiëèòüñÿ íà g(x), òî f(x) = g(x)u(x),
äëÿ äåÿêîãî u(x) ∈ P [x]. Çà óìîâîþ f(x) äiëèòüñÿ íà h(x), à òîìó
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äîáóòîê g(x)u(x) äiëèòüñÿ íà h(x). Ïðîòå îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè g(x)
i h(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî çà òåîðåìîþ 10 ìíîãî÷ëåí u(x) äiëèòüñÿ
íà h(x), òîáòî u(x) = h(x)v(x) äëÿ äåÿêîãî v(x) ∈ P [x]. Çâiäñè f(x) =
= [g(x)h(x)]v(x) i, îòæå, f(x) äiëèòüñÿ íà äîáóòîê g(x)h(x).

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Çíàéòè äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ (x3+x2−x−1)(x2−2x−1)
íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí anx
n + · · · + a1x + a0 ïðåä-

ñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè n+1 ìíîãî÷ëåíiâ (¨õ ùå íàçèâàþòü îäíî-
÷ëåíàìè) anxn, . . . , a1x, a0. Çâàæàþ÷è íà öå i âèêîðèñòîâóþ÷è àñîöi-
àòèâíó, êîìóòàòèâíó, äèñòðèáóòèâíó âëàñòèâîñòi îïåðàöié äîäàâàííÿ
i ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ, îäåðæó¹ìî

(x3 + x2 − x− 1)(x2 − 2x− 1) =

= x5 − 2x4 − x3 + x4 − 2x3 − x2 − x3 + 2x2 + x− x2 + 2x+ 1 =

= x5 − x4 − 4x3 + 3x+ 1.

Çàäà÷à 2. Ïîäiëèòè ìíîãî÷ëåí f(x) = x3− 3x2− x− 1 íà ìíîãî-
÷ëåí g(x) = 3x2 − 2x+ 1 íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ïðåäñòàâèòè ìíîãî÷ëåí f(x) ó âè-
ãëÿäi (3), ïiäáåðåìî îäíî÷ëåí ak1x

k1 òàêèì ÷èíîì, ùîá ñòåïiíü ìíî-
ãî÷ëåíà f1(x) = f(x)− ak1x

k1g(x) áóëà ìåíøîþ çà ñòåïiíü g(x). Äàëi
âèáåðåìî îäíî÷ëåí ak2x

k2 òàê, ùîá ñòåïiíü f2(x) = f1(x)−ak2x
k2g(x)

áóëà ìåíøîþ çà ñòåïiíü g(x) i ò. ä. Íà äåÿêîìó êðîöi ñòåïiíü ìíîãî-
÷ëåíà fn(x) áóäå ìåíøîþ çà ñòåïiíü g(x) àáî fn(x) = 0. Òîäi ðiâíiñòü

f(x) = (ak1x
k1 + ak2x

k2 + · · ·+ akn−1x
kn−1)g(x) + fn(x)

i áóäå íåîáõiäíèì äëÿ íàñ ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà f(x) ó âèãëÿäi (3).
Äëÿ äàíèõ â óìîâi ìíîãî÷ëåíiâ âèùå âêàçàíèé ïðîöåñ ïðîäåìîí-

ñòðó¹ìî íà äiàãðàìi:

x3 − 3x2 − x− 1

x3 − 2
3x

2 + 1
3x

3x2 − 2x+ 1
1
3x−

7
9

− 7
3x

2− 4
3x− 1

− 7
3x

2+ 14
9 x− 7

9

− 26
9 x− 2

9
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Îòæå, ÷àñòêîþ i îñòà÷åþ ïðè äiëåííÿ çàäàíèõ â óìîâi ìíîãî÷ëå-
íà f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x) áóäóòü âiäïîâiäíî ìíîãî÷ëåíè 1

3x −
7
9 òà

−26
9 x− 2

9 .

Çàäà÷à 3. Ïðè ÿêié óìîâi ìíîãî÷ëåí x3 + px + q äiëèòüñÿ íà
ìíîãî÷ëåí x2 +mx+ 1 (p, q,m ∈ R)?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåí x3 + px + q äiëèòüñÿ
íà ìíîãî÷ëåí x2 +mx+ 1, òîáòî

x3 + px+ q = (x2 +mx+ 1)h(x) (10)

äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà h(x) ∈ R[x]. Iç îçíà÷åííÿ äîáóòêó ìíîãî-
÷ëåíiâ âèïëèâà¹, ùî h(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì ïåðøîãî ñòåïåíÿ i òîìó ìà¹
âèãëÿä h(x) = ax+ b (a, b ∈ R; a ̸= 0). Òîäi ç ðiâíîñòi (10) îäåðæèìî
ðiâíiñòü

x3 + px+ q = ax3 + (am+ b)x2 + (bm− a)x− b.

Çâiäñè a = 1, am + b = 0, bm − a = p, −b = q. Iç öèõ ðiâíîñòåé â
ñâîþ ÷åðãó âèïëèâà¹, ùî íåîáõiäíîþ óìîâîþ ïîäiëüíîñòi ìíîãî÷ëå-
íà x3 + px+ q íà ìíîãî÷ëåí x2 +mx+ 1 ¹ ñèñòåìà ðiâíîñòåé: m = q,
p = −q2 − 1. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ç öèõ ðiâíîñòåé ñëiäó¹ ïî-
äiëüíiñòü âêàçàíèõ â óìîâi ìíîãî÷ëåíiâ.

Çàäà÷à 4. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ
f(x) = x5−2x4+x3+7x2−12x+10 òà g(x) = 3x4−6x3+5x2+2x−2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x)
i g(x) áóäåìî øóêàòè çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà. Îñêiëüêè
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ
äî ìíîæíèêà, ùî ¹ íåíóëüîâèì ÷èñëîì, òî äëÿ òîãî, ùîá çàïîáiã-
òè âèíèêíåííÿ äðîáîâèõ êîåôiöi¹íòiâ (äëÿ çðó÷íîñòi), äîçâîëÿ¹òüñÿ
ìíîæèòè äiëåíå òà äiëüíèê íà áóäü-ÿêå âiäìiííå âiä íóëÿ ÷èñëî. Ïðè-
÷îìó öå äîçâîëÿ¹òüñÿ ðîáèòè íå òiëüêè íà ïî÷àòêó ÿêîãî-íåáóäü ç
ïîñëiäîâíèõ äiëåíü, àëå i â ïðîöåñi ñàìîãî öüîãî äiëåííÿ.

1-é êðîê. Äiëèìî ìíîãî÷ëåí 3f(x) íà g(x)

3x5 − 6x4 + 3x3 + 21x2 − 36x+ 30 =

= x(3x4 − 6x3 + 5x2 + 2x− 2) + (−2x3 + 19x2 − 34x+ 30).

Îäåðæèìî îñòà÷ó r1(x) = −2x3 + 19x2 − 34x+ 30.

2-é êðîê. Äiëèìî ìíîãî÷ëåí 2g(x) íà −r1(x). Çðîáèìî öå, êîðèñòóþ-
÷èñü äiàãðàìîþ
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6x4−12x3+ 10x2+ 4x−4
6x4−57x3+102x2−90x

2x3 − 19x2 + 34x− 30
3x+ 45

(ìíîæèìî
íà 2)

45x3− 92x2+ 94x− 4

90x3−184x2+ 188x− 8
90x3−855x2+1530x−1350

(ìíîæèìî
íà 1

671
)

671x2 − 1342x+ 1342

x2 − 2x+ 2

Çàóâàæåííÿ 6. Ìíîãî÷ëåí r2(x) = x2 − 2x + 2 íå ¹ îñòà÷åþ ïðè
äiëåííi 2g(x) íà −r1(x), àëå (f(x), g(x)) = (−r1(x), r2(x)).
3-é êðîê. Äiëèìî ìíîãî÷ëåí −r1(x) íà r2(x)

2x3 − 19x2 + 34x− 30 = (2x− 15)(x2 − 2x+ 2).

Îñêiëüêè îñòà÷à ïðè îñòàííüîìó äiëåííi äîðiâíþ¹ íóëþ, òî íàéáiëü-
øèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì çàäàíèõ â óìîâi ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) ¹
ìíîãî÷ëåí r2(x) = x2 − 2x+ 2.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Îá÷èñëèòè äîáóòêè ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

à) (2x4 − x3 + x2 + x+ 1)(x2 − 3x+ 1);

á) (3x5 + 2x2 − 1)(2x4 − 5x3 + 6x2 + 4);

â) ((1− i)x3 + (2 + 3i)x2 − ix+ 1 + i)((1 + i)x− 3);

ã) (ix3 − 4)(−x4 + (3− i)x2 + 7− i).

2. Ïîäiëèòè ìíîãî÷ëåí f(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x) íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêùî:

à) f(x) = 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6, g(x) = x2 − 3x+ 1;

á) f(x) = 3x5 + 2x2 − 1, g(x) = 2x3 − 3x− 2;

â) f(x) = (−1 + 5i)x3 − (6 + 11i)x2 + (3 + 5i)x+ 2− 5i,
g(x) = (1 + i)x− 3;

ã) f(x) = (−1 + 3i)x4 + 9x3 + (−9 + 3i)x2 + (7 + 6i)x− (2 + 2i),
g(x) = ix2 + (2− i)x− 2 + 3i.
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3. Ïðè ÿêié óìîâi ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí g(x) íàä
ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêùî:

à) f(x) = ax3 + bx2 + 1, g(x) = (x− 1)2 (a, b ∈ R);
á) f(x) = x4 + px2 + q, g(x) = x2 +mx+ 1 (p, q,m ∈ R)?

4. Âèçíà÷èòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ:

à) x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 i x3 + x2 − x− 1;

á) x5 + x4 − x3 − 2x− 1 i 3x4 + 2x3 + x2 + 2x− 2;

â) x6 − 7x4 + 8x3 − 7x+ 7 i 3x5 − 7x3 + 3x2 − 7;

ã) x5 + x4 − x3 − 3x2 − 3x− 1 i x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1;

ä) x4 − 10x2 + 1 i x4 − 4
√
2x3 + 6x2 + 4

√
2x+ 1;

å) x4 − 4x3 + 1 i x3 − 3x2 + 1.

5. Êîðèñòóþ÷èñü àëãîðèòìîì Åâêëiäà, ïiäiáðàòè ìíîãî÷ëåíè u(x)
i v(x) òàê, ùîá u(x)f(x) + v(x)g(x) = d(x), äå d(x) = (f(x), g(x)),
ÿêùî:

à) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 4x− 2, g(x) = x4 + x3 − x2 − 2x− 2;

á) f(x) = x5 + 3x4 + x3 + x2 + 3x+ 1, g(x) = x4 + 2x3 + x+ 2;

â) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2, g(x) = x2 − x+ 1;

ã) f(x) = x4 − x3 − 4x2 + 4x+ 1, g(x) = x2 − x− 1.

6. Ñïîñîáîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiäiáðàòè ìíîãî÷ëåíè
u(x) i v(x) òàê, ùîá u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1, ÿêùî:

à) f(x) = x3, g(x) = (x− 1)2;

á) f(x) = x4 − 4x3 + 1, g(x) = x3 − 3x2 + 1.

7. Âèçíà÷èòè ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, ÿêèé ïðè äiëåííi
íà (x− 1)2 äà¹ îñòà÷ó 2x, à ïðè äiëåííi íà (x− 2)3 � îñòà÷ó 3x.

8. Íåõàé u(x)f(x)+ v(x)g(x) = d(x), äå d(x) � íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x). ×îìó äîðiâíþ¹ íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ u(x) i v(x)?
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� 16. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ

Íåõàé P � äåÿêå ÷èñëîâå ïîëå, f(x) = a0x
n+a1x

n−1+· · ·+an−1x+an
� äåÿêèé ìíîãî÷ëåí2 ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì P i c � äåÿêèé åëåìåíò
ïîëÿ P . Åëåìåíò ïîëÿ P , ùî ¹ ðåçóëüòàòîì îá÷èñëåííÿ àëãåáðà¨÷íîãî
âèðàçó

a0c
n + a1c

n−1 + · · ·+ an−1c+ an

íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè x = c. Çíà÷åííÿ ìíîãî-
÷ëåíà f(x) ïðè x = c ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç f(c).

ßêùî f(x) i g(x) � ðiâíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì P , òî äëÿ äîâiëü-
íîãî åëåìåíòà c ïîëÿ P ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(c) = g(c).

Íåõàé f(x) i g(x) � äîâiëüíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì P i u(x) =
= f(x)+g(x), v(x) = f(x)g(x) � âiäïîâiäíî ñóìà i äîáóòîê öèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ. Òîäi ç îçíà÷åíü ñóìè i äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ òà âëàñòèâîñòåé
îïåðàöié ó ïîëi P âèïëèâà¹, ùî u(c) = f(c) + g(c) i v(c) = f(c)g(c)
äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà c ïîëÿ P .

Åëåìåíò c ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x],
ÿêùî f(c) = 0.

Çàóâàæåííÿ 1. Iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè,
ÿêi íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë íå ìàþòü êîðåíiâ, à íàä ïîëåì êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë ìàþòü. Íàïðèêëàä, òàêèì ìíîãî÷ëåíîì ¹ x2 + 1 (äëÿ
äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü a2 + 1 ̸=0; ç iíøîãî
áîêó i2 + 1=0).

Ìíîãî÷ëåíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ ìè äàëi íàçèâàòèìåìî ëiíiéíèìè
ìíîãî÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 1 (Áåçó). Îñòà÷à ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x]
íà ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí x− c (c ∈ P ) äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ f(c) ìíîãî-
÷ëåíà f(x) ïðè x = c.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí iç P [x], à c �
äîâiëüíèé åëåìåíò ïîëÿ P . Ïîäiëèìî ìíîãî÷ëåí f(x) íà x− c:

f(x) = (x− c)q(x) + r(x). (1)

Îñêiëüêè îñòà÷à r(x) àáî äîðiâíþ¹ êóëþ, àáî ¹ ìíîãî÷ëåíîì íó-
ëüîâîãî ñòåïåíÿ, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî r(x) = r ¹ åëåìåíòîì ïî-
ëÿ P . Iç ðiâíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ, ùî ñòîÿòü ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòè-
íàõ ðiâíîñòi (1), âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ¨õ çíà÷åíü ïðè x = c. Îòæå,
f(c) = (c− c) · q(c) + r = r. Òåîðåìó äîâåäåíî.

2Çâåðòà¹ìî óâàãó ÷èòà÷à, ùî ó öüîìó ïàðàãðàôi, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî,
iíäåêñàöiþ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíiâ ïðîâåäåìî ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó.
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Íàñëiäîê 1. Åëåìåíò c ïîëÿ P òîäi i òiëüêè òîäi ¹ êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x], êîëè f(x) äiëèòüñÿ íà x− c.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî c ∈ P ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x),
òîáòî f(c) = 0, òî â ðiâíîñòi (1) îñòà÷à r äîðiâíþ¹ 0, îñêiëüêè çà òåî-
ðåìîþ Áåçó r = f(c), i, îòæå, äâî÷ëåí x− c ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà
f(x).

Íàâïàêè, ÿêùî x−c ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà f(x), òî â ðiâíîñòi (1)
îñòà÷à r äîðiâíþ¹ 0. Òîìó çà òåîðåìîþ Áåçó, f(c) = 0, òîáòî c ¹
êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).

ßêùî äåÿêèé ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí ax+ b ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà
f(x), òî çà âëàñòèâiñòþ ïîäiëüíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ ìíîãî÷ëåí f(x) äi-
ëèòüñÿ i íà ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí a−1(ax+b) = x−(−a−1b) = x−

(
− b

a

)
.

Òîìó − b
a ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).

Òàêèì ÷èíîì, âiäøóêàííÿ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(x) ðiâíîñèëüíå
âiäøóêàííþ éîãî ëiíiéíèõ äiëüíèêiâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðè ðîçâ'ÿçó-
âàííi ðiçíèõ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîíÿòòÿì êîðåíÿ ìíîãî÷ëåíà, ÷àñòî
äîâîäèòüñÿ âèêîíóâàòè äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ íà ëiíiéíi ìíîãî÷ëåíè.
Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé ìåòîä äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ëi-
íiéíèé äâî÷ëåí x− c. Íåõàé f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an

� äåÿêèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P i íåõàé

f(x) = (x− c)q(x) + r, (2)

äå q(x) = b0x
n−1+ b1x

n−2+ · · ·+ bn−2x+ bn−1 � ÷àñòêà, à r � îñòà÷à
ïðè äiëåííi f(x) íà ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí x− c ∈ P [x]. Òîäi iç ðiâíîñòi
(2) îäåðæèìî, ùî

a0 = b0, a1 = b1 − cb0, . . . , an−1 = bn−1 − cbn−2, an = r − cbn−1.

Çâiäñè

b0 = a0, bk = cbk−1 + ak (k = 1, 2, . . . , n− 1), r = cbn−1 + an,

òîáòî êîåôiöi¹íò bk ÷àñòêè q(x) îäåðæó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ìíîæåííÿ
ïîïåðåäíüîãî êîåôiöi¹íòà bk−1 íà c i äîäàâàííÿ âiäïîâiäíîãî êîåôi-
öi¹íòà ak. Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþ¹òüñÿ îñòà÷à r, ÿêà ðiâíà f(c) (äèâ.
òåîðåìó 1). Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çàïèñóþòü ó âèãëÿäi òàêî¨ ñõåìè:

a0 a1 a2 . . . ak . . . an−1 an

b0 =
= a0

b1 =
= cb0+
+a1

b2 =
= cb1+
+a2

. . .
bk =

= cbk−1+
+ak

. . .
bn−1 =

= cbn−2+
+an−1

r =
= cbn−1+

+an
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Öþ ñõåìó íàçèâàþòü ñõåìîþ Ãîðåíåðà, à âèêëàäåíèé ìåòîä çíàõî-
äæåííÿ ÷àñòêè i îñòà÷i ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíà íà ëiíiéíèé ìíîãî-
÷ëåí x− c � ìåòîäîì Ãîðíåðà.

Êîðiíü c ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçèâà¹òüñÿ k-êðàòíèì êîðåíåì öüî-
ãî ìíîãî÷ëåíà, ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà (x − c)k, àëå íå äiëèòüñÿ íà
(x− c)k+1 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k. ×èñëî k ïðè öüîìó íàçèâà-
þòü êðàòíiñòþ êîðåíÿ c ìíîãî÷ëåíà f(x). ßêùî k = 1, òî êàæóòü,
ùî êîðiíü c � ïðîñòèé. Î÷åâèäíî, åëåìåíò c ïîëÿ P ¹ k-êðàòíèì
êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f(x) = (x− c)kg(x), (3)

äå g(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P , äëÿ ÿêîãî c íå ¹ êîðåíåì.
Óìîâèìîñÿ äàëi, ïiäðàõîâóþ÷è ÷èñëî êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(x) ó

ïîëi P , êîæåí k-êðàòíèé êîðiíü c ëi÷èòè k ðàçiâ.

Òåîðåìà 2. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] ñòåïåíÿ n ìîæå ìàòè â ïîëi
P íå áiëüø ÿê n êîðåíiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òîáòî äëÿ íå-
íóëüîâèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ P òåîðåìà ñïðàâåäëèâà, îñêiëüêè áóäü-ÿêèé
iç íèõ íå ìà¹ æîäíîãî êîðåíÿ. Íåõàé f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí iç
êiëüöÿ P [x] íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n.

Ïðèïóñòèìî, ùî â ïîëi P ìíîãî÷ëåí f(x) ìà¹ m ðiçíèõ êîðåíiâ:
α1, α2, . . . , αm êðàòíîñòåé âiäïîâiäíî k1, k2, . . . , km. Òîäi, çãiäíî ç
(3), ìîæíà çàïèñàòè

f(x) = (x− α1)
k1g1(x), (4)

äå g1(x) íå äiëèòüñÿ íà x−α1. Ìíîãî÷ëåíè x−α1 i x−α2 � âçà¹ìíî
ïðîñòi, à òîìó âçà¹ìíî ïðîñòèìè ¹ ìíîãî÷ëåíè (x−α1)

k1 i (x−α2)
k2 .

Îñêiëüêè f(x) äiëèòüñÿ íà (x−α2)
k2 (àëå íå íà (x−α2)

k2+1), òî çâiäñè
i iç (4) ñëiäó¹, ùî g1(x) äiëèòüñÿ íà (x−α2)

k2 (àëå íå íà (x−α2)
k2+1),

òîáòî
f(x) = (x− α1)

k1(x− α2)
k2g2(x),

äå g1(x) � ìíîãî÷ëåí, ÿêèé íå ìà¹ ñâî¨ìè êîðåíÿ α1 òà α2.
Ïðîäîâæóþ÷è òàê ìiðêóâàòè (òîáòî çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìà-

òè÷íî¨ iíäóêöi¨), îäåðæèìî

f(x) = (x− α1)
k1(x− α2)

k2 · · · (x− αm)kmgm(x), (5)

äå gm(x) � ìíîãî÷ëåí äåÿêîãî ñòåïåíÿ s, äëÿ ÿêîãî æîäíèé ç åëå-
ìåíòiâ α1, α2, . . . , αm íå ¹ êîðåíåì.
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Ç ðiâíîñòi (5) âèïëèâà¹, ùî

n = k1 + k2 + · · ·+ km + s,

òîáòî
k1 + k2 + · · ·+ km ≤ n.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ìíîãî÷ëåíè f(x), g(x) ∈ C[x], ñòåïåíi ÿêèõ
íå ïåðåâèùóþòü íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ìàþòü ðiâíi çíà÷åííÿ áiëüø
íiæ ïðè n ðiçíèõ çíà÷åííÿõ íåâiäîìî¨, òîäi f(x) = g(x).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f(x) ̸= g(x). Òîäi h(x) = f(x)−g(x)
� ìíîãî÷ëåí, âiäìiííèé âiä 0, ñòåïiíü ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ n i çà
óìîâîþ òåîðåìè ìà¹ ó ïîëi P áiëüø íiæ n êîðåíiâ. Öå ñóïåðå÷èòü
òåîðåìi 2. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ, ùî f(x) ̸= g(x), íåïðàâèëüíå.

Íåõàé f(x) = a0x
n+a1x

n−1+ · · ·+an−1x+an � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí
íàä ïîëåì P . Ìíîãî÷ëåí

f ′(x) = na0x
n−1 + (n− 1)a1x

n−2 + · · ·+ 2an−2x+ an−1

íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ (àáî ïåðøîþ ïîõiäíîþ) ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïî-
õiäíà âiä ìíîãî÷ëåíà íóëüîâîãî ñòåïåíÿ i âiä íóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà
ââàæà¹òüñÿ ðiâíîþ íóëüîâîìó ìíîãî÷ëåíó. Iíäóêöi¹þ âèçíà÷à¹òüñÿ
k-âà ïîõiäíà f (k)(x) ìíîãî÷ëåíà f(x), òîáòî

f (k)(x) =
[
f (k−1)

]′
(x) (k = 2, 3, . . .).

Î÷åâèäíî, ùî
f (n)(x) = n!a0

i òîìó f (n+1)(x) = 0, òîáòî (n+ 1)-øà ïîõiäíà âiä áóäü-ÿêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíÿ n äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) íàä ïîëåì P

[f(x) + g(x)]
′
= f ′(x) + g′(x), (6)

[f(x)g(x)]
′
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x). (7)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

Ôîðìóëè (6) i (7) íå ñêëàäíî óçàãàëüíèòè íà äîâiëüíå ÷èñëî âiäïî-
âiäíî äîäàíêiâ òà ìíîæíèêiâ, çîêðåìà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
k ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü[

fk(x)
]′
= kfk−1(x)f ′(x). (8)
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Òåîðåìà 4. Íåõàé åëåìåíò c ïîëÿ P ¹ k-êðàòíèì êîðåíåì ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x] (k ∈ N). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s
ìåíøîãî k åëåìåíò c ¹ (k− s)-êðàòíèì êîðåíåì s-¨ ïîõiäíî¨ ìíîãî-
÷ëåíà f(x). Åëåìåíò c íå ¹ êîðåíåì k-¨ ïîõiäíî¨ ìíîãî÷ëåíà f(x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Òîäi

f(x) = (x− c)kg(x),

äå g(x) � ìíîãî÷ëåí, äëÿ ÿêîãî c íå ¹ êîðåíåì. Îá÷èñëèìî ïåðøó ïî-
õiäíó ìíîãî÷ëåíà f(x), âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ôîðìóëè (6)�(8):

f ′(x) = k(x− c)k−1g(x) + (x− c)kg′(x) =

= (x− c)k−1 [kg(x) + (x− c)g′(x)] .

Îñêiëüêè g(x) íå äiëèòüñÿ íà x− c, òî çà âëàñòèâîñòÿìè ïîäiëüíîñòi
ìíîãî÷ëåí g1(x) = kg(x) + (x − c)g′(x) òàêîæ íå äiëèòüñÿ íà x − c.
Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí f ′(x) äiëèòüñÿ íà (x− c)k−1 i íå äiëèòüñÿ
íà (x − c)k, òîáòî, ùî ÿêùî k > 1, òî c ¹ (k − 1)-êðàòíèì êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà f ′(x), ÿêùî æ k = 1, òî c íå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f ′(x).

ßêùî 2 ≤ k, òîäi îá÷èñëèìî äðóãó ïîõiäíó ìíîãî÷ëåíà f(x):

f ′′(x) = [f ′]
′
(x) =

[
(x− c)k−1g1(x)

]′
=

= (x− c)k−2 [(k − 1)g1(x) + (x− c)g′1(x)] = (x− c)k−2g2(x).

Ìíîãî÷ëåí g2(x) íå äiëèòüñÿ íà x− c, à òîìó iç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi
ñëiäó¹, ùî ÿêùî k > 2, òî c ¹ (k − 2)-êðàòíèì êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
f ′′(x), ÿêùî æ k = 2, òî c íå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f ′′(x).

ßêùî, òåïåð, s äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ìåíøå íiæ k, òîäi ìið-
êóþ÷è àíàëîãi÷íî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî c ¹ (k − s)-êðàòíèì êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f (k−s)(x) i íå ¹ êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà f (k)(x). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè îäðàçó ñëiäó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 1. Åëåìåíò c ïîëÿ P ¹ k-êðàòíèì êîðåíåì ìíîãî÷ëå-
íà f(x) ∈ P [x] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

f(c) = f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (k−1)(c), f (k)(c) ̸= 0.

Òåîðåìà 5 (îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè).Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí íà-
òóðàëüíîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ õî÷à á îäèí
êîðiíü.



� 16. Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ 181

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n
íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ n êîðåíiâ, ÿêùî êîæíèé iç êîðåíiâ
ðàõóâàòè ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an �
äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C íàòóðàëüíîãî
ñòåïåíÿ n. Òîäi çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè öåé ìíîãî÷ëåí â ïîëi
C ìà¹ êîðiíü ξ1. Çà íàñëiäêîì òåîðåìè Áåçó ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ
íà x− ξ1. Íåõàé k1 � êðàòíiñòü êîðåíÿ ξ1 ìíîãî÷ëåíà f(x). Òîäi

f(x) = (x− ξ1)
k1g1(x),

äå g1(x) � ìíîãî÷ëåí, äëÿ ÿêîãî ξ1 íå ¹ êîðåíåì. ßêùî g1(x) �
ìíîãî÷ëåí íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ, òîáòî n−k1 ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì,
òî çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè âií ìà¹ êîðiíü ξ2 â ïîëi C. Íåõàé
k2 � êðàòíiñòü êîðåíÿ ξ2 ìíîãî÷ëåíà g1(x). Òîäi

g2(x) = (x− ξ2)
k2g2(x),

äå g2(x) � ìíîãî÷ëåí, äëÿ ÿêîãî ξ1, ξ2 íå ¹ êîðåíÿìè. Òîäi

f(x) = (x− ξ1)
k1(x− ξ2)

k2g2(x). (9)

Îñêiëüêè ξ1 ̸= ξ2 i g2(x) íå äiëèòüñÿ íà x− ξ2, òî äîáóòîê (x− ξ1)
k1 ×

×g2(x) íå äiëèòüñÿ íà x− ξ2. Çâiäñè i ðiâíîñòi (9) âèïëèâà¹, ùî ξ2 ¹
òàêîæ k2-êðàòíèì êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).

Çíîâó, ÿêùî g2(x) � ìíîãî÷ëåí íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ, òîáòî

n− k1 − k2 ∈ N,

òî çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè âií ìà¹ êîðiíü ξ3 â ïîëi C i íåõàé
k3 � êðàòíiñòü öüîãî êîðåíÿ. Òîäi

f(x) = (x− ξ1)
k1(x− ξ2)

k2(x− ξ3)
k3g3(x),

äå g3(x) � ìíîãî÷ëåí, äëÿ ÿêîãî ξ1, ξ2, ξ3 íå ¹ êîðåíÿìè i éîãî ñòåïiíü
äîðiâíþ¹

n− k1 − k2 − k3

i ò. ä. Îñêiëüêè n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî öåé ïðîöåñ íà
äåÿêîìó s-ìó êðîöi çóïèíèòüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî

f(x) = (x− ξ1)
k1(x− ξ2)

k2 · · · (x− ξs)
ksgs(x), (10)
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äå gs(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òîáòî äåÿêèì íåíóëüîâèì
åëåìåíòîì ïîëÿ P . Ïîðiâíþþ÷è ñòàðøi êîåôiöi¹íòè à òàêîæ ñòåïåíi
ìíîãî÷ëåíiâ, ùî çíàõîäÿòü ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (10),
îäåðæèìî, ùî

gs(x) = a0, n = k1 + k2 + · · ·+ ks.

Òàêèì ÷èíîì, êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè ξ1, ξ2, . . . , ξs � âè÷åðïóþòüñÿ
âñi ïîïàðíî ðiçíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(x). ßêùî êîæåí iç öèõ êîðåíiâ
ëi÷èòè âiäïîâiäíî ñòiëüêè ðàçiâ ÿêà éîãî êðàòíiñòü, òî îäåðæèìî, ùî
÷èñëî êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(x) äîðiâíþ¹ n.

Áåçïîñåðåäíüî iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ íà-
ñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n
íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó
n ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ

f(x) = a0(x− ξ1)(x− ξ2) · · · (x− ξn), (ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ C)

äå a0 � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà f(x). Öåé ðîçêëàä ¹ îäíî-
çíà÷íèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ ìíîæíèêiâ.

Íåõàé f(x) = xn+a1x
n−1+· · ·+an−1x+an � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí

íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (ïiäêðåñëèìî,
ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò éîãî äîðiâíþ¹ 1) i íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âñi
éîãî êîðåíi (êîæåí êðàòíèé êîðiíü òóò áåðåòüñÿ âiäïîâiäíå ÷èñëî
ðàçiâ). Òîäi f(x) = (x− ξ1)(x− ξ2) · · · (x− ξn), òîáòî

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an = (x− ξ1)(x− ξ2) · · · (x− ξn).

Ïåðåìíîæèâøè ìíîæíèêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi i çâiâøè ïî-
äiáíi ÷ëåíè, îäåðæèìî

a1 = −(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn),

a2 = ξ1ξ2 + ξ1ξ3 + · · ·+ ξ1ξn + ξ2ξ3 + · · ·+ ξn−1ξn,

a3 = −(ξ1ξ2ξ3 + ξ1ξ2ξ4 + · · ·+ ξn−2ξn−1ξn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1 = (−1)n−1(ξ1ξ2 · · · ξn−1 + ξ1ξ2 · · · ξn−2ξn + · · ·+ ξ2ξ3 · · · ξn),

an = (−1)nξ1ξ2 · · · ξn−1ξn.
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Öi ñïiââiäíîøåííÿ íàçèâàþòü ôîðìóëàìè Âi¹òà.

Ìíîãî÷ëåíè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ç îñíîâíî¨ òåîðåìè
àëãåáðè âèïëèâàþòü äåÿêi íàñëiäêè, ùî ñòîñóþòüñÿ êîðåíiâ ìíîãî-
÷ëåíiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 6. Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.
ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî α ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), òîäi êîìïëå-
êñíî ñïðÿæåíå äî íüîãî ÷èñëî ᾱ ¹ òàêîæ êîðåíåì öüîãî ìíîãî÷ëåíà,
ïðè÷îìó êîðåíi α i ᾱ ìàþòü îäíàêîâó êðàòíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) = a0x
n+a1x

n−1+ · · ·+an−1x+an � äî-
âiëüíèé ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Î÷åâèäíî, íà ìíîãî-
÷ëåí f(x) ìîæíà äèâèòèñÿ, ÿê íà ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Íåõàé α � äåÿêèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Îá÷èñëèìî f(ᾱ).
Çà âëàñòèâiñòþ ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ìî

f(ᾱ) = a0(ᾱ)
n + a1(ᾱ)

n−1 + · · ·+ an−1ᾱ+ an =

= ā0(ᾱ)
n + ā1(ᾱ)

n−1 + · · ·+ ān−1ᾱ+ ān =

= ā0αn + ā1αn−1 + · · ·+ ān−1ᾱ+ ān =

= a0αn + a1αn−1 + · · ·+ an−1α+ ān =

= a0αn + a1αn−1 + · · ·+ an−1α+ an = f(α) = 0̄ = 0.

Îòæå, ᾱ ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).
Íåõàé α ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíîñòi k. Òîìó

f(α) = f ′(α) = f ′′(α) = . . . = f (k−1)(α) = 0, f (k)(α) ̸= 0.

Îñêiëüêè âñi ïîõiäíi ìíîãî÷ëåíà f(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ òà-
êîæ ìíîãî÷ëåíàìè ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî çà âèùå äîâåäåíèì

f(ᾱ) = f ′(ᾱ) = f ′′(ᾱ) = . . . = f (k−1)(ᾱ) = 0.

Êðiì òîãî, f (k)(ᾱ) ̸= 0, áî iíàêøå f (k)(α) = f (k)( ¯̄α) = f (k)(ᾱ) = 0,
÷îãî íå ìîæå áóòè. Îòæå,

f(ᾱ) = f ′(ᾱ) = f ′′(ᾱ) = . . . = f (k−1)(ᾱ) = 0, f (k)(ᾱ) ̸= 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî ᾱ ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíîñòi k. Òå-
îðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé α � áóäü-ÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî ç âiäìiííîþ âiä íóëÿ óÿâ-
íîþ ÷àñòèíîþ (òîáòî α /∈ R) i ᾱ � ñïðÿæåíå ç íèì ÷èñëî. ßê âiäîìî,
÷èñëà α+ ᾱ i αᾱ � äiéñíi. Îòæå, ìíîãî÷ëåí

φα(x) = (x− α)(x− ᾱ) = x2 − (α+ ᾱ)x+ αᾱ (11)
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¹ ìíîãî÷ëåíîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ ÷èñëà
α i ᾱ.

Òåîðåìà 7. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë íà-
òóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n îäíîçíà÷íî (ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñëiäóâàí-
íÿ ìíîæíèêiâ) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ñâîãî ñòàðøîãî
êîåôiöi¹íòà, äåÿêîãî ÷èñëà m ëiíiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ âèãëÿäó x − α,
ùî âiäïîâiäàþòü äiéñíèì êîðåíÿì f(x) òà n−m

2 ìíîãî÷ëåíiâ äðóãîãî
ñòåïåíÿ âèãëÿäó (11), ùî âiäïîâiäàþòü ïàðàì ñïðÿæåíèõ êîìïëå-
êñíèõ êîðåíiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an �
äîâiëüíî âèáðàíèé ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè i íåõàé α1,
α2, . . . , αn � êîðåíi öüîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîäi, ÿê äîâåäåíî âèùå,

f(x) = a0(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn), (12)

ïðè÷îìó ðîçêëàä òàêîãî âèãëÿäó, ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ,
iñíó¹ òiëüêè îäèí.

Ñåðåä êîðåíiâ α1, α2, . . . , αn ìîæóòü áóòè ÿê äiéñíi òàê i êîì-
ïëåêñíi ÷èñëà. Ââàæàòèìåìî, ùî äiéñíèìè æ ïåðøi m êîðåíiâ α1,
α2, . . . , αm (öüîãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè, çìiíèâøè íóìåðàöiþ êî-
ðåíiâ), à ðåøòà êîðåíiâ � êîìïëåêñíi. Êîìïëåêñíi êîðåíi, ÿê âiäîìî,
ïîïàðíî ñïðÿæåíi.

Ïîçíà÷èìî ó ðîçêëàäi (12) êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi ñèìâîëà-
ìè β1, β̄1, β2, β̄2, . . . , βs, β̄s (s = n−m

2 ) i çìiíèâøè â ðàçi ïîòðåáè
ïîðÿäîê ñïiâìíîæíèêiâ, äiñòàíåìî

f(x) = a0(x− α1)(x− α2) · · · (x− αm)×
×[(x− β1)(x− β̄1)][(x− β2)(x− β̄2)] · · · [(x− βs)(x− β̄s)].

Ïåðåìíîæèâøè ëiíiéíi ìíîãî÷ëåíè, ùî ñòîÿòü ó êâàäîàòíèõ äóæêàõ,
ìàòèìåìî

f(x) = a0(x− α1)(x− α2) · · · (x− αm)φβ1(x)φβ2(x) · · ·φβs(x),

äå íàãàäà¹ìî (äèâ. (11)) φβi(x) = x2− (βi + β̄i)x+ βiβ̄i (i = 1, . . . , s).
Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ïîäiëèòè ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 − 2x3 +4x2 − 6x+8 íà
ìíîãî÷ëåí g(x) = x− 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè g(x) � ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí çi ñòàðøèì
êîåôiöi¹íòîì 1, òî ïîäiëèìî f(x) íà g(x) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ãîð-
íåðà, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó ñõåìó Ãîðíåðà. Ó ïåðøîìó ðÿäêó,
íèæ÷å íàâåäåíî¨ òàáëèöi, ðîçìiñòèìî êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà f(x),
ïî÷èíàþ÷è çi ñòàðøîãî. À ó äðóãîìó � âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ÷àñòêè
i îñòà÷ó, ÿêi áóäåìî ïîñëiäîâíî îá÷èñëþâàòè, à òàêîæ ïîðó÷ çëiâà äëÿ
çðó÷íîñòi ðîçìiñòèìî êîðiíü g(x), òîáòî ó íàøîìó âèïàäêó 1.

1 −2 4 −6 8

1 1 1 · 1− 2 = −1 1 · (−1) + 4 = 3 1 · 3− 6 = −3 1 · (−3) + 8 = 5

Òàêèì ÷èíîì, x3 − x2 + 3x − 3 � ÷àñòêà, à 5 � îñòà÷à ïðè äiëåííi
ìíîãî÷ëåíà f(x) íà g(x).

Çàäà÷à 2. Ðîçêëàñòè ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x + 1
iç R[x] çà ñòåïåíÿìè ëiíiéíîãî ìíîãî÷ëåíà x+ 1 (òîáòî ïðåäñòàâèòè
éîãî ó âèãëÿäi f(x) = an(x + 1)n + · · · + a1(x + 1) + a0 äëÿ äåÿêèõ
n ∈ N ∪ {0} i a0, a1, . . . , an ∈ R).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé f(x) = an(x+ 1)n + · · ·+ a1(x+ 1) + a0 äëÿ
äåÿêèõ n ∈ N∪{0} i a0, a1, . . . , an ∈ R. Òîäi î÷åâèäíî, ùî n = 4 i a0 �
îñòà÷à, à f1(x) = a4(x+1)3+ a3(x+1)2+ a2(x+1)+ a1 � ÷àñòêà ïðè
äiëåííi ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x+1. Äàëi, àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî, ùî a1
� îñòà÷à, à f2(x) = a4(x+ 1)2 + a3(x+ 1) + a2 � ÷àñòêà ïðè äiëåííi
f1(x) íà x + 1; a2 � îñòà÷à, à f3(x) = a4(x + 1) + a3 � ÷àñòêà ïðè
äiëåííi f2(x) íà x+1; íàðåøòi, a3 � îñòà÷à, à f4(x) = a4 � ÷àñòêà ïðè
äiëåííi f3(x) íà x+1. Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ a0, . . . , a4
ïîòðiáíî ïîñëiäîâíî äiëèòè ñïî÷àòêó f(x), à ïîòiì âiäïîâiäíi ÷àñòêè
íà x+1. Çðîáèìî öå çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ãîðíåðà, âèêîðèñòîâóþ÷è
"ðîçøèðåíó" ñõåìó Ãîðíåðà.

1 2 −3 −4 1
−1 1 1 −4 0 1
−1 1 0 −4 4
−1 1 −1 −3
−1 1 −2
−1 1

Âèäiëåíi ó òàáëèöi ÷èñëà ¹ øóêàíèìè êîåôiöi¹íòàìè a0, . . . , a4.
Îòæå, f(x) = (x+ 1)4 − 2(x+ 1)3 − 3(x+ 1)2 + 4(x+ 1) + 1.
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Çàäà÷à 3. Âèçíà÷èòè êðàòíiñòü êîðåíÿ −2 ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= x5 + 7x4 + 16x3 + 8x2 − 16x− 16.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè êðàòíiñòü êîðåíÿ −2 ìíîãî÷ëåíà f(x)
äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíîìó ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k òàêèõ, ùî f(x)
äiëèòüñÿ íà (x+ 2)k, òî, ÿê i â ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ, âèêîðèñòà¹ìî
ìåòîä Ãîðíåðà äëÿ âèçíà÷åííÿ öüîãî ÷èñëà.

1 7 16 8 −16 −16
−2 1 5 6 −4 −8 0
−2 1 3 0 −4 0
−2 1 1 −2 0
−2 1 −1 0
−2 1 −3

Îòæå, f(x) = (x+2)4(x−1). Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî êðàòíiñòü êîðåíÿ
−2 ìíîãî÷ëåíà f(x) äîðiâíþ¹ 4.

Çàäà÷à 4. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
áiëüøîãî òðüîõ, 1 ¹ òðèêðàòíèì êîðåíåì ìíîãî÷ëåí f(x) = x2n −
−nxn+1 + nxn−1 − 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåêîíà¹ìîñü ñïî÷àòêó, ùî 1 ¹ êîðåíåì ìíîãî-
÷ëåíà f(x): f(1) = 12n − n · 1n+1 + n · 1n−1 − 1 = 0.

Äàëi îá÷èñëèìî ïåðøi òðè ïîõiäíi ìíîãî÷ëåíà f(x), à ïîòiì âiä-
ïîâiäíî çíà÷åííÿ öèõ ïîõiäíèõ ïðè çíà÷åííi íåâiäîìî¨ x = 1:

f ′(x) = 2nx2n−1 − n(n+ 1)xn + (n− 1)nxn−2,

f ′′(x) = (2n− 1)2nx2n−2 − n2(n+ 1)xn−1 + (n− 2)(n− 1)nxn−3,

f ′′′(x) = (2n− 2)(2n− 1)2nx2n−3 − (n− 1)n2(n+ 1)xn−2+

+(n− 3)(n− 2)(n− 1)nxn−4;

f ′(1) = 2n− n(n+ 1) + (n− 1)n = 0,

f ′′(1) = (2n− 1)2n− n2(n+ 1) + (n− 2)(n− 1)n = 0,

f ′′′(1) = (2n− 2)(2n− 1)2n− (n− 1)n2(n+ 1)+

+(n− 3)(n− 2)(n− 1)n = 2n3 − n2 ̸= 0.

Çâiäñè i ç íàñëiäêó òåîðåìè 4 âèïëèâà¹, ùî −1 ¹ òðèêðàòíèì êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà f(x).
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Çàäà÷à 5. Çíàéòè ñóìó êâàäðàòiâ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà xn +
+ a1x

n−1 + · · ·+ an íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ξ1, ξ2, . . . , ξn � âñi êîðåíi, âêàçàíîãî â óìîâi
ìíîãî÷ëåíà. Òîäi

ξ21 + ξ22 + · · ·+ ξ2n = (ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn)
2−

− 2(ξ1ξ2 + ξ1ξ3 + · · ·+ ξ1ξn + · · ·+ ξn−1ξn)=(−a1)2 − 2a2=a21−2a2.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ãîðíåðà îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ f(c) ìíîãî-
÷ëåíà f(x) ïðè x = c, ÿêùî:
à) f(x) = 5x5 − 19x3 − 7x2 + 9x+ 3, c = 2;

á) f(x) = 3x4 + 4x3 + 5x2 + x+ 33, c = −2;
â) f(x) = x5 + (1 + 2i)x4 − (1 + 3i)x2 + 7, c = −2− i.

2. Ðîçêëàñòè ìíîãî÷ëåí f(x) çà ñòåïåíÿìè x−c i çíàéòè çíà÷åííÿ
éîãî ïîõiäíèõ ïðè x = c, ÿêùî:
à) f(x) = x5, c = 1;

á) f(x) = x4 − 8x3 + 24x2 − 50x+ 90, c = 2;

â) f(x) = x4 + 2ix3 − (1 + i)x2 − 3x+ 7 + i, c = −i;
ã) f(x) = x4 + (3 − 8i)x3 − (21 + 18i)x2 − (33 − 20i)x + 7 + 18i,

c = −1 + 2i.

3. Âèçíà÷èòè êðàòíiñòü êîðåíÿ c ìíîãî÷ëåíà f(x):
à) f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8, c = 2;

á) f(x) = x5 − 6x4 + 2x3 + 36x2 − 27x− 54, c = 3.

4. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííþ a êîðiíü −1 ìíîãî÷ëåíà x5− ax2− ax+1
ìà¹ êðàòíiñòü íå ìåíøå äâîõ?

5. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿ a i b ìíîãî÷ëåí à) ax4 + bx3 + 1; á) axn +
+ bxn−1 + 1 äiëèòüñÿ íà (x− 1)2?

6. Çíàéòè óìîâó, ïðè ÿêié ìíîãî÷ëåí x5 + ax3 + b (a, b ∈ R) ìà¹
íåíóëüîâèé êîðiíü êðàòíîñòi äâà.

7. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí 1+ 1
1!x+

1
2!x

2+· · ·+ 1
n!x

n íå ìà¹ êðàòíèõ
êîðåíiâ.

8. Ïîáóäóâàòè ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàéìåí-
øîãî ñòåïåíÿ ïî çàäàíèì êîðåíÿì:
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à) 1 � äâîêðàòíèé êîðiíü, 2, 3, 1 + i � ïðîñòi êîðåíi;

á) i � òðèêðàòíèé êîðiíü, −1,−i � ïðîñòi êîðåíi.

9. Ïîáóäóâàòè ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë íàéìåíøîãî
ñòåïåíÿ ïî çàäàíèì (êîìïëåêñíèì) êîðåíÿì:

à) 1 � äâîêðàòíèé êîðiíü, 2, 3, 1 + i � ïðîñòi êîðåíi;

á) (2− 3i) � òðèêðàòíèé êîðiíü, −i � ïðîñòèé êîðiíü.

10. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí x3m + x3n+1 + x3p+2 äëÿ äîâiëüíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m, n i p äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí x2 + x+ 1.

11. Ïðè ÿêié óìîâi ìíîãî÷ëåí x3m − x3n+1 + x3p+2 äiëèòüñÿ íà
ìíîãî÷ëåí x2 − x+ 1?

12. Ìíîãî÷ëåí anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ìà¹ êîðåíi ξ1, ξ2,
ξ3, . . . , ξn. ßêi êîðåíi ìàþòü ìíîãî÷ëåíè:

à) anx
n − an−1x

n−1 + an−1x
n−2 − · · ·+ (−1)na0;

á) a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an;

â) anx
n + an−1bx

n−1 + an−1b
2xn−2 + · · ·+ a0b

n.

13. Çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîåôiöi¹íòàìè ìíîãî÷ëåíà x3 +
+ px2 + qx+ r, ó ÿêîãî îäèí iç êîðåíiâ äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ iíøèõ.

14. Âèçíà÷èòè λ òàêèì ÷èíîì, ùîá îäèí iç êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà
x3 − 7x+ λ áóâ áè ó äâà ðàçè áiëüøèé çà iíøèé éîãî êîðiíü

15. Ñóìà äâîõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà 2x3 − x2 − 7x+ λ äîðiâíþ¹ 1.
Âèçíà÷èòè λ.

16. Âèçíà÷èòè a, b, c òàêèì ÷èíîì, ùîá âîíè áóëè ðîçâ'ÿçêàìè
ðiâíÿííÿ x3 − ax2 + bx− c = 0.
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Íåõàé P � äîâiëüíå ÷èñëîâå ïîëå, P [x] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ íàä
ïîëåì P . Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n íàçèâà¹òüñÿ
çâiäíèì íàä ïîëåì P , ÿêùî âií ìà¹ äiëüíèê íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ k
ìåíøîãî çà n. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìíîãî÷ëåí f(x) íàçèâà¹òüñÿ
íåçâiäíèì íàä ïîëåì P .

Ïðèãàäóþ÷è îçíà÷åííÿ äiëüíèêà, ìîæíà ñêàçàòè, ìíîãî÷ëåí f(x)
iç P [x] íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n íàçèâà¹òüñÿ çâiäíèì, ÿêùî éîãî ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íàòóðàëüíîãî ñòå-
ïåíÿ iç P [x]; ìíîãî÷ëåí f(x) íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n íàçèâà¹òüñÿ
íåçâiäíèì, ÿêùî éîãî íå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ
ìíîãî÷ëåíiâ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ iç êiëüöÿ P [x].

Ïðèêëàä 1. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 − 3x + 2 çâiäíèé íàä ïîëåì
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2).

Ïðèêëàä 2.Ìíîãî÷ëåí g(x) = x2−2 ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi g(x) ðîçêëà-
äà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, òîáòî x2−2 = (ax+b)(cx+d),
äå a, b, c, d � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó a ̸= 0, c ̸= 0. Òîäi − b

a ¹

êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà g(x), òîáòî
(
− b

a

)2 − 2 = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü íå-
ìîæëèâà, îñêiëüêè äîáðå âiäîìî, ùî íå iñíó¹ ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà
êâàäðàò, ÿêîãî äîðiâíþ¹ 2.

Ïðèêëàä 3. Ìíîãî÷ëåí h(x) = x2 + 1 íåçâiäíèé íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë, à îòæå, i íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Äîâåäåííÿ öüîãî
ôàêòó ïîäiáíå äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó. Àëå ìíîãî÷ëåí h(x) ¹ çâi-
äíèì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òîìó ùî x2 + 1 = (x− i)(x+ i)
(i � óÿâíà îäèíèöÿ).

Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] ïåðøîãî ñòåïåíÿ ¹ íåçâiäíèì íàä
ïîëåì P , îñêiëüêè âií íå ìîæå ìàòè äiëüíèêiâ ñòåïåíÿ áiëüøîãî íiæ
0, i ìåíøîãî íiæ 1.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Çàçíà÷è-
ìî, ùî éäåòüñÿ ïðî ìíîãî÷ëåíè ç êiëüöÿ P [x], íåçâiäíi íàä ïîëåì P .

I. ßêùî ìíîãî÷ëåí p(x) � íåçâiäíèé, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíó-
ëüîâîãî åëåìåíòà c ïîëÿ P ìíîãî÷ëåí cp(x) ¹ íåçâiäíèì.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåí cp(x) � çâi-
äíèé íàä ïîëåì P . Îòæå, â êiëüöi P [x] ¹ äiëüíèêè öüîãî ìíîãî-
÷ëåíà, ñòåïåíi ÿêèõ áiëüøi âiä 0, àëå ìåíøi âiä ñòåïåíÿ cp(x). Çà
âëàñòèâiñòþ 8 ïîäiëüíîñòi (äèâ. òåîðåìó 5 �15) öi äiëüíèêè ¹ òà-
êîæ äiëüíèêàìè ìíîãî÷ëåíà p(x), òî ìíîãî÷ëåí p(x) � çâiäíèé.
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Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ íåïðàâèëüíå.

II. ßêùî íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí q(x) äiëèòüñÿ íà íåçâiäíèé ìíîãî-
÷ëåí p(x), òî q(x) = cp(x), äå c � äåÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ
åëåìåíò ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ïîäiëüíîñòi q(x) = p(x)h(x), äëÿ
äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà h(x) ∈ P [x]. Îñêiëüêè q(x) � íåçâiäíèé
ìíîãî÷ëåí, à p(x) ÿê íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ íàòóðàëüíèé
ñòåïiíü, òî ñòåïiíü h(x) äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå h(x) = c (c ∈ P ,
c ̸= 0), à òîìó q(x) = cp(x).

III. ßêùî f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí, p(x) � íåçâiäíèé ìíîãî-
÷ëåí, òîäi àáî f(x) äiëèòüñÿ íà p(x), àáî öi ìíîãî÷ëåíè �
âçà¹ìíî ïðîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíî-
ãî÷ëåíiâ f(x) i p(x). Îñêiëüêè d(x) � äiëüíèê ìíîãî÷ëåíà p(x),
òî ñòåïiíü d(x) äîðiâíþ¹ àáî 0, àáî ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíà p(x),
i, îòæå, d(x) � àáî âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò c ïîëÿ P , àáî
çà îçíàêîþ ïîäiëüíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ, ìíîãî÷ëåí âèãëÿäó cp(x)
(c ∈ P , c ̸= 0). Ó ïåðøîìó âèïàäêó f(x) i p(x) âçà¹ìíî ïðîñòi,
ó äðóãîìó � f(x) äiëèòüñÿ íà p(x).

IV. ßêùî äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) äiëèòüñÿ íà íåçâiäíèé
ìíîãî÷ëåí p(x), òî ïðèíàéìíi îäèí iç öèõ ìíîãî÷ëåíiâ äiëè-
òüñÿ íà p(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f(x) íå äiëèòüñÿ íà p(x), òî çà ïîïåðåäíüîþ
âëàñòèâiñòþ f(x) i p(x) âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi çà òåîðåìîþ 10 �15
g(x) äiëèòüñÿ íà p(x).

V. ßêùî äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ f1(x), f2(x), . . . , fs(x) äiëèòüñÿ íà
íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí p(x), òîäi õî÷à á îäèí iç öèõ ìíîãî÷ëåíiâ
äiëèòüñÿ íà p(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) íå äiëèòüñÿ íà p(x), òî çà ïîïåðåäíüîþ
âëàñòèâiñòþ f2(x)f3(x) · · · fs(x) äiëèòüñÿ íà p(x). ßêùî f2(x)
íå äiëèòüñÿ íà p(x), òî çíîâó æ òàêè çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòè-
âiñòþ f3(x)f4(x) · · · fs(x) äiëèòüñÿ íà p(x) i ò. ä. Î÷åâèäíî, íà
äåÿêîìó ñêií÷åíîìó êðîöi öåé ïðîöåñ çóïèíèòüñÿ i äëÿ äåÿêîãî
i ∈ {1, 2, . . . , s} ìíîãî÷ëåí fi(x) äiëèòèìåòüñÿ íà p(x).

Òåîðåìà 1. Äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí f(x) íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n
iç êiëüöÿ P [x] ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ
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p1(x), p2(x), . . . , pm(x), íåçâiäíèõ íàä ïîëåì P :

f(x) = p1(x)p2(x) · · · pm(x). (1)

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîãî÷ëåí íåçâiäíèé íàä ïîëåì P , òî äëÿ íüî-
ãî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà: äîáóòîê ïðî ÿêèé éäåòüñÿ â òåîðåìi, ñêëà-
äà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî ìíîæíèêà f(x). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òåîðåìà
ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ, îñêiëüêè êîæåí
òàêèé ìíîãî÷ëåí íåçâiäíèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà,
ñòåïiíü ÿêîãî áiëüøèé âiä 1 i ìåíøèé âiä n, i äîâåäåìî, ùî òîäi âîíà
ñïðàâåäëèâà, é äëÿ áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ n.

Íåõàé f(x) � áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí ç êiëüöÿ P [x] ñòåïåíÿ n. Äëÿ
öüîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ òiëüêè äâi ìîæëèâîñòi: àáî f(x) � íåçâiäíèé íàä
ïîëåì P , àáî f(x) � çâiäíèé íàä ïîëåì P . Ó ïåðøîìó âèïàäêó äëÿ
ìíîãî÷ëåíà f(x) òåîðåìà ñïðàâåäëèâà. Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê.
ßêùî f(x) � çâiäíèé íàä ïîëåì P , òî

f(x) = g(x)h(x), (2)

äå g(x) i h(x) � ìíîãî÷ëåíè ç êiëüöÿ P [x], ñòåïåíi ÿêèõ áiëüøi âiä
0 i ìåíøi âiä n. Çà ïðèïóùåííÿì, êîæíèé ç ìíîãî÷ëåíiâ g(x) i h(x)
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó íåçâiäíèõ íàä ïîëåì P ìíî-
ãî÷ëåíiâ, òîáòî

g(x) = p1(x)p2(x) · · · pk(x), h(x) = pk+1(x)pk+2(x) · · · pm(x),

äå pi(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P (i = 1, 2, . . . ,m).
Ïiäñòàâèâøè ó ðiâíiñòü (2) çàìiñòü g(x) i h(x) äîáóòêè, ÷åðåç ÿêi

âîíè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ, îäåðæèìî

f(x) = p1(x)p2(x) · · · pk(x)pk+1(x) · · · pm(x).

Îòæå, i â äðóãîìó âèïàäêó äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) òåîðåìà ñïðàâå-
äëèâà. Îñêiëüêè òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà ïåð-
øîãî ñòåïåíÿ i iç ïðèïóùåííÿ, ùî âîíà ñïðàâåäëèâà äëÿ êîæíîãî
ìíîãî÷ëåíà ñòåïiíü ÿêîãî ìåíøèé âiä n, âèïëèâà¹ ¨¨ ñïðàâåäëèâiñòü
äëÿ áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ n, òî, çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨, òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà äî-
âiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàïèñ (1) íàçèâàþòü ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà f(x) íà íåçâiäíi ìíî-
æíèêè àáî ðîçêëàäîì ó äîáóòîê íåçâiäíèõ íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíiâ.
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Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ÿêùî f(x) = p1(x)p2(x) · · · pm(x) ¹ ðîç-
êëàäîì ìíîãî÷ëåíà f(x) ó äîáóòîê íåçâiäíèõ íàä ïîëåì P ìíîæíè-
êiâ i c1, c2, . . . , cm � åëåìåíòè ïîëÿ P òàêi, ùî c1c2 · · · cm = 1, òî
f(x) = [c1p1(x)][c2p2(x)] · · · [cmpm(x)] òàêîæ ¹ ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà
ó äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öèì âè÷åðïóþòüñÿ
âñi ðîçêëàäè ìíîãî÷ëåíà, îñêiëüêè ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. ßêùî ìíîãî÷ëåí f(x) iç êiëüöÿ P [x] äâîìà ñïîñîáàìè
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ:

f(x) = p1(x)p2(x) · · · pm(x) = q1(x)q2(x) · · · qs(x), (3)

òîäi m = s i ïðè âiäïîâiäíié íóìåðàöi¨ ìíîæíèêiâ ñïðàâäæóþòüñÿ
ðiâíîñòi qi(x) = cipi(x) (i = 1, . . . , s), äå c1, . . . , cm � äåÿêi âiäìiííi
âiä íóëÿ åëåìåíòè ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ òåîðåìà ñïðàâå-
äëèâà, îñêiëüêè âîíè íåçâiäíi. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà
äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ ç êiëüöÿ P [x], ñòåïåíi ÿêèõ ìåíøi íiæ n, i äîâåäåìî,
ùî âîíà ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ n. Íåõàé
f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n i âií äâîìà ñïîñîáàìè ïðåä-
ñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3) äîáóòêó íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Îñêiëüêè
p1(x) ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà f(x), òîáòî äîáóòêó q1(x)q2(x) · · · qs(x),
òî çà ï'ÿòîþ âëàñòèâiñòþ íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, ïðèíàéìíi, îäèí
iç ìíîãî÷ëåíiâ q1(x), q2(x), . . . , qs(x) äiëèòüñÿ íà íåçâiäíèé ìíîãî-
÷ëåí p1(x). Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî q1(x)
äiëèòüñÿ íà p1(x) (öüîãî çàâæäè ìîæíà äîñÿãòè, çìiíèâøè íóìå-
ðàöiþ ìíîãî÷ëåíiâ q1(x), . . . , qs(x)). Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí q1(x) �
òàêîæ íåçâiäíèé, òî çà äðóãîþ âëàñòèâiñòþ íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ
q1(x) = c1p1(x), äå c1 � âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò ïîëÿ P . Ïiäñòà-
âèâøè âèðàç q1(x) ó ðiâíiñòü (3), îäåðæèìî

p1(x)p2(x) · · · pm(x) = cp1(x)q2(x) · · · qs(x). (4)

Çà òåîðåìîþ ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ÷àñòêà g(x) ïðè äiëåííÿ ìíîãî-
÷ëåíà f(x) íà p1(x) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Òîìó ïîäiëèâøè ëiâó
i ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4) íà p1(x) îäåðæèìî, ùî

g(x) = p2(x)p3(x) · · · pm(x) = cq2(x)q3(x) · · · qs(x). (5)

Ïðàâà i ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (5) ¹ ðîçêëàäàìè â äîáóòîê íåçâi-
äíèõ ìíîæíèêiâ ìíîãî÷ëåíà g(x), ñòåïiíü ÿêîãî áiëüøèé âiä íóëÿ i
ìåíøèé âiä n. Òîìó çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì äëÿ g(x) òåîðåìà
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ñïðàâåäëèâà, òîáòî m− 1 = s− 1 i c1q2(x) = c′2p2(x), q3(x) = c3p3(x),
. . . , qm(x) = cmpm(x). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

m = s, q2(x) = c−1
1 c′2p2(x), q3(x) = c3p3(x), . . . , qm(x) = cmpm(x).

Ïðè¹äíàâøè äî öèõ ðiâíîñòåé ðiâíiñòü q1(x) = c1p1(x) i ïîçíà÷èâ-
øè c−1

1 c′2 ñèìâîëîì c2, ìàòèìåìî

m = s, q1(x) = c1p1(x), q2(x) = c2p2(x), . . . , qm(x) = cmpm(x).

Îòæå, äëÿ âèáðàíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíÿ n òåîðåìà ñïðàâåäëè-
âà. Òîìó çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà
äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ç êiëüöÿ P [x] íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n áóäåìî íàçèâàòè
íîðìîâàíèìè, ÿêùî éîãî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) iç êiëüöÿ P [x] íàòóðàëü-
íîãî ñòåïåíÿ n ìîæíà ¹äèíèì ñïîñîáîì çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáó-
òêó åëåìåíòà ïîëÿ P i íîðìîâàíèõ íåçâiäíèõ ó êiëüöi P [x] ìíîãî-
÷ëåíiâ:

f(x) = a0p1(x)p2(x) · · · pm(x), (6)

äå a0 � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà f(x).

Íåõàé íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí p(x) ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà f(x).
Òîäi iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà
p(x)k i íå äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí p(x)k+1. Ó öüîìó âèïàäêó ìíîãî÷ëåí
p(x) íàçèâàþòü k-êðàòíèì ìíîæíèêîì äëÿ f(x). ßêùî íåçâiäíèé
ìíîãî÷ëåí p(x) ¹ îäíîêðàòíèì ìíîæíèêîì äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x), òî
éîãî ùå íàçèâàþòü ïðîñòèì ìíîæíèêîì.

Íåõàé ó ðîçêëàäi (6) íåçâiäíi ìíîæíèêè p1(x), p2(x), . . . , ps(x)
� ïîïàðíî ðiçíi i áóäü-ÿêèé iíøèé ìíîæíèê äîðiâíþ¹ îäíîìó ç íèõ.
ßêùî pi(x) ¹ ki-êðàòíèì ìíîæíèêîì ìíîãî÷ëåíà f(x) (i = 1, 2, . . . , s),
òî ðîçêëàä (6) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f(x) = a0p
k1
1 (x)pk2

2 (x) · · · pks
s (x). (7)

Ðîçêëàä (7) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà f(x)
ç êiëüöÿ P [x] íà íåçâiäíi íàä P (íîðìîâàíi) ìíîæíèêè.



194

Òåîðåìà 3. ßêùî p(x) ¹ k-êðàòíèì íåçâiäíèì ìíîæíèêîì ìíî-
ãî÷ëåíà f(x) i k ≥ 2, òîäi âií ¹ (k−1)-êðàòíèì ìíîæíèêîì ïîõiäíî¨
öüîãî ìíîãî÷ëåíà. ßêùî æ p(x) � ïðîñòèé ìíîæíèê ìíîãî÷ëåíà
f(x), òîäi ìíîãî÷ëåíè f ′(x) i p(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 4 �16.

Òåîðåìà 4. ßêùî äàíî êàíîíi÷íi ðîçêëàäè ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i
g(x) íà íåçâiäíi ìíîæíèêè, òî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d(x)
öèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìíîæíèêiâ, ùî îäíî÷àñíî âõî-
äÿòü â îáèäâà ðîçêëàäè, ïðè÷îìó êðàòíiñòü êîæíîãî iç ìíîæíè-
êiâ p(x) ìíîãî÷ëåíà d(x) äîðiâíþ¹ ìåíøié iç êðàòíîñòåé p(x) äëÿ
ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x). ßêùî ñïiëüíèõ íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ ó ðîç-
êëàäàõ f(x) i g(x) íåìà¹, ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

f(x) = a0p
m1
1 (x)pm2

2 (x) · · · pmj

j (x)uk1
1 (x)uk2

2 (x) · · ·uks
s (x)

i
g(x) = b0p

n1
1 (x)pn2

2 (x) · · · pnj

j (x)vl11 (x)vl22 (x) · · · vltt (x)

¹ êàíîíi÷íi ðîçêëàäè ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) íà çâiäíi íàä ïîëåì
P ìíîæíèêè. Òîäi çà ï'ÿòîþ âëàñòèâiñòþ íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ äî-
âiëüíèé íîðìîâàíèé íåçâiäíèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i
g(x) äîðiâíþ¹ îäíîìó iç ìíîãî÷ëåíiâ p1(x), p2(x), . . . , pj(x). Çâiäñè, ç
òðåòüî¨ âëàñòèâîñòi íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ òà òåîðåìè 11 �15 ñëiäó¹,
ùî áóäü-ÿêèé íîðìîâàíèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x)
ìà¹ âèãëÿä

pi11 (x)pi22 (x) · · · pijj (x),

äå 0 ≤ il ≤ min{ml, nl} (l = 1, 2, . . . , j). Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì
íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ìíîãî÷ëåí

d(x) = pr11 (x)pr22 (x) · · · prjj (x),

äå rl = min{ml, nl} (l = 1, 2, . . . , j), ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì ñïiëüíèì
äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x).

ßêùî ñïiëüíèõ íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ ó êàíîíi÷íèõ ðîçêëàäàõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ f(x) i g(x) íåìà¹, òî f(x) i g(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi. Äiéñíî, ó
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ÿêáè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ ìàâ íàòóðàëüíèé ñòåïiíü, òî çà òåîðåìàìè 1 i 2, f(x) i g(x)
ìàëè á ïðèíàéìíi îäèí íåçâiäíèé ñïiëüíèé äiëüíèê, ùî íåìîæëèâî.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Iç ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó (äèâ. íàñëiäîê 2 i òåîðå-
ìó 7 �16) îäðàçó ñëiäóþòü íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Íåçâiäíèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ
÷èñåë ¹ ëiíiéíi ìíîãî÷ëåíè i òiëüêè âîíè.

Òåîðåìà 6. Íåçâiäíèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë
¹ ëiíiéíi ìíîãî÷ëåíè òà ìíîãî÷ëåíè äðóãîãî ñòåïåíÿ, ùî íå ìàþòü
äiéñíèõ êîðåíiâ, i òiëüêè âîíè.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàäà÷ó 5 íà ñòîð. 198, äîâåñòè íàñòó-
ïíå òâåðäæåííÿ (êðèòåðié Åéçåíøòåéíà). Íåõàé

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

� ìíîãî÷ëåí íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. ßêùî iñíó¹ öiëå ïðîñòå
÷èñëî p òàêå, ùî: 1) ñòàðøèé êîåôiöi¹íò a0 íå äiëèòüñÿ íà p, 2) âñi
iíøi êîåôiöi¹íòè äiëÿòüñÿ íà p, 3) âiëüíèé ÷ëåí an íå äiëèòüñÿ íà p2,
òî ìíîãî÷ëåí f(x) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì Q.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî, ùî ìíîãî÷ëåí f(x),
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi çàäà÷i, ¹ íåçâiäíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî f(x) ¹
çâiäíèì íàä Q ìíîãî÷ëåíîì. Òîäi, âðàõîâóþ÷è çàäà÷ó 5 íà ñòîð. 198,
ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ìíîãî-
÷ëåíiâ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè:

f(x) = (b0x
k + b1x

k−1 + · · ·+ bk) · (c0xl + c1x
l−1 + · · ·+ cl),

äå k, l ∈ N; k + l = n; b0, b1, . . . , bk, c0, c1, . . . , cl ∈ Z. Ïîðiâíþþ÷è
êîåôiöi¹íòè â îáîõ ÷àñòèíàx öi¹¨ ðiâíîñòi, îäåðæèìî, ùî

an = bkcl,

an−1 = bkcl−1 + bk−1cl,

an−2 = bkcl−2 + bk−1cl−1 + bk−2cl,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

a1 = b1c0 + b0c1,

a0 = b0c0.

(8)

Îñêiëüêè an äiëèòüñÿ íà p, à p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ç ïåðøî¨ iç
ðiâíîñòåé (8) ñëiäó¹, ùî îäèí ç ìíîæíèêiâ bk, cl äiëèòüñÿ íà p. Îäíî-
÷àñíî bk i cl íå äiëÿòüñÿ íà p, áî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íò
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an äiëèâñÿ á íà p2, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i. Íåõàé, íàïðèêëàä,
bk äiëèòüñÿ íà p, à cl � âçà¹ìíî ïðîñòå ç p. Ïåðåéäåìî äî äðóãî¨ ç
ðiâíîñòåé (8). Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà p. Îòæå, i ïðàâà
¨¨ ÷àñòèíà äiëèòüñÿ íà p. Îñêiëüêè ïåðøèé äîäàíîê bkcl−1 äiëèòüñÿ
íà p, òî i äðóãèé, ùî ¹ äîáóòêîì bk−1cl, òàêîæ äiëèòüñÿ íà p. Àëå cl
íå äiëèòüñÿ íà p. Òîìó bk−1 äiëèòüñÿ íà p. Ïîäiáíèì ÷èíîì iç òðåòüî¨
iç ðiâíîñòåé (8) ñëiäó¹, ùî bk−1 äiëèòüñÿ íà p i ò. ä. Âðåøòi iç n-¨
ðiâíîñòi ñëiäóâàòèìå, ùî b0 äiëèòüñÿ íà p. ßê íàñëiäîê, iç îñòàííüî¨
ç ðiâíîñòåé (8) âèïëèâà¹, ùî a0 äiëèòüñÿ íà p, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi
çàäà÷i.

Íàñàìêiíåöü ïiäêðåñëèìî, ùî êðèòåðié Åéçåíøòåéíà ¹ ëèøå äî-
ñòàòíüîþ óìîâîþ íåçâiäíîñòi ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë.

Çàäà÷à 2. Íåõàé p� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ïðîñòå ÷èñëî. Äîâåñòè,
ùî ìíîãî÷ëåí fp(x) = xp−1+xp−2+ · · ·+x+1 ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì
Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé g(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 �
äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q. Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà c ∈ Q
ïîçíà÷èìî ÷åðåç g(x+ c) ìíîãî÷ëåí

an · (x+ c)n + an−1 · (x+ c)n−1 + · · ·+ a1 · (x+ c) + a0.

ßêùî g(x) = u(x)v(x) äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ u(x), v(x) ∈ Q[x],
òîäi

g(x+ c) = u(x+ c) · v(x+ c) (9)

äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ Q. Äiéñíî, g(γ) = u(γ)v(γ) äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Q,
à òîìó

g(γ + c) = u(γ + c) · v(γ + c)

äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Q. Çâiäñè i íàñëiäêó 1 �16 âèïëèâà¹ (9).
Î÷åâèäíî, (x− 1) · fp(x) = xp − 1. Çâiäñè

x · fp(x+ 1) = (x+ 1)p − 1 =

= xp + Cp−1
p xp−1 + Cp−2

p xp−2 + · · ·+ C1
px+ 1− 1 =

= x(xp−1 + Cp−1
p xp−2 + Cp−3

p xp−2 + · · ·+ C1
p).

Çâiäñè çà òåîðåìîþ 2 îäåðæèìî ðiâíiñòü

fp(x+ 1) = xp−1 + Cp−1
p xp−2 + Cp−3

p xp−2 + · · ·+ C1
p . (10)
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Çà êðèòåði¹ì Åéçåíøòåéíà ìíîãî÷ëåí, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi
ðiâíîñòi (10), ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì Q, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî
j ∈ {1, . . . , p} êîåôiöi¹íò Cj

p äiëèòüñÿ íà p, à âiëüíèé ÷ëåí C1
p = p

íå äiëèòüñÿ íà p2. À îòæå, ìíîãî÷ëåí fp(x+1) ¹ íåçâiäíèì íàä Q. Öå
â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî i ìíîãî÷ëåí fp(x) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì Q.

Çàäà÷à 3. Ðîçêëàñòè íà íåçâiäíi ìíîæíèêè ìíîãî÷ëåí x5−1 íàä
êîæíèì iç ïîëiâ ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî

x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1). (11)

Iç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó ñëiäó¹, ùî ìíîãî÷ëåí f5(x) = x4 + x3+
+x2 + x+ 1 ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Òîìó ðiâ-
íiñòü (11) ¹ øóêàíèì ðîçêëàäîì íà íåçâiäíi ìíîæíèêè íàä ïîëåì Q.

Äàëi, ðîçêëàäåìî ìíîãî÷ëåí x5 − 1 íà íåçâiäíi ìíîæíèêè íàä
ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âiäîìî, ùî äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí íà-
òóðàëüíîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì C ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ
ìíîæíèêiâ âèãëÿäó x − ξ, äå ξ � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, ùî ¹ êî-
ðåíåì äàíîãî ìíîãî÷ëåíà. Êîðåíÿìè æ ìíîãî÷ëåíà x5 − 1 ¹ êîðåíi
5-ãî ñòåïåíÿ ç 1:

ε0 = 1, ε1 = cos 2π
5 + i sin 2π

5 =
√
5−1
4 +

√
10+2

√
5

4 i,

ε2 = cos 4π
5 + i sin 4π

5 = −
√
5+1
4 +

√
10−2

√
5

4 i,

ε3 = cos 6π
5 + i sin 6π

5 = −
√
5+1
4 −

√
10−2

√
5

4 i,

ε4 = cos 8π
5 + i sin 8π

5 =
√
5−1
4 −

√
10+2

√
5

4 i.

×åðåç öå x5 − 1 = (x − 1)(x − ε1)(x − ε2)(x − ε3)(x − ε4) ¹ øóêàíèì
ðîçêëàäîì, äàíîãî â óìîâi çàäà÷i ìíîãî÷ëåíà, íà íåçâiäíi ìíîæíèêè
íàä ïîëåì C.

Íàðåøòi, ñêîðèñòàâøèñü ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà x5 − 1 íà ëiíié-
íi ìíîæíèêè íàä ïîëåì C, çíàéäåìî ðîçêëàä öüîãî ìíîãî÷ëåíà íà
íåçâiäíi ìíîæíèêè íàä ïîëåì R äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî-
÷ëåíè 2-ãî ñòåïåíÿ, êîðåíÿìè ÿêèõ ¹ ïàðè êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ
÷èñåë âiäïîâiäíî ε1, ε4 òà ε2, ε3:

(x− ε1)(x− ε4) = x2 + 1−
√
5

2 x+ 1,

(x− ε2)(x− ε3) = x2 + 1+
√
5

2 x+ 1.
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Öi ìíîãî÷ëåíè ¹ íåçâiäíèìè íàä ïîëåì R, à òîìó

x5 − 1 = (x− 1)
(
x2 + 1−

√
5

2 x+ 1
)(

x2 + 1+
√
5

2 x+ 1
)

¹ ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà íà íåçâiäíi ìíîæíèêè íàä ïîëåì R.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Íåõàé P � ïiäïîëå ïîëÿ F i g(x) ∈ P [x]. ßêi ç íàñòóïíèõ
òâåðäæåíü iñòèííi:

à) ÿêùî g(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P , òîäi âií ¹ íå-
çâiäíèì íàä F ;

á) ÿêùî g(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F , òîäi âií ¹ íå-
çâiäíèì íàä P ;

â) ÿêùî g(x) � çâiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P , òîäi âií ¹ çâiäíèì
íàä F ;

ã) ÿêùî g(x) � çâiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P , òîäi âií ¹ çâiäíèì
íàä F?

2. Íåõàé F � ïîëå. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 2 àáî 3 ¹
íåçâiäíèì íàä F òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ êîðiíü â F . ×è
iñòèííå äàíå òâåðäæåííÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ 4?

3. Ðîçêëàñòè íà íåçâiäíi ìíîæíèêè ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêùî:

à) f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6; á) f(x) = x4 + 10x2 + 1;

â) f(x) = x8 + 27x2; ã) f(x) = x4 + 10x2 + 1.

4. Ðîçêëàñòè íà íåçâiäíi ìíîæíèêè ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì
äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêùî:

à) f(x) = x6 + 27; á)f(x) = x2n − 2xn + 2;

â) f(x) = x2n + x+ 1; ã) f(x) = x4 − ax2 + 1 (−2 < a < 2);

ä) f(x) = x6 − x3 + 1; å) f(x) = x12 + x8 + x4 + 1.

5.∗ Íåõàé f(x) ¹ ìíîãî÷ëåíîì íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì Q
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí
f(x) ¹ íåçâiäíèì íàä Q òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f(x) íå ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ
íàä Q ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
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6. Êîðèñòóþ÷èñü êðèòåði¹ì Åéçåíøòåéíà, äîâåñòè íåçâiäíiñòü
ìíîãî÷ëåíiâ íàä Q:

à) x4 − 8x3 + 12x2 − 6x+ 2; á) x5 − 12x3 + 36x− 12;

â) x4 − x3 + 2x+ 1; ã) x(p−1)pk

+ x(p−2)pk

+ · · ·+ xpk

+ 1,

äå p � ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî, k ∈ N.

7. Äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí x4 + ax3 + bx2 + cx + d íàä ïîëåì Q
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì
Q, ÿêùî âií íå ìà¹ öiëèõ êîðåíiâ i íå äiëèòüñÿ íà æîäåí ìíîãî÷ëåí
âèãëÿäó x2 + cm−am2

d−m2 x+m, äå m � äiëüíèê ÷èñëà d.

8. Çà äîïîìîãîþ ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè ìíî-
ãî÷ëåíè àáî äîâåñòè ¨õ íåçâiäíiñòü:

à) x4 − 3x3 + 2x2 + 3x− 9; á) x4 − 3x3 + 2x2 + 2x− 6.

9. Çíàéòè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ:

à) (x− 1)3(x+ 2)2(x− 3)(x+ 4) i (x− 1)2(x+ 2)(x+ 5);

á) (x− 1)(x2 − 1)(x3 − 1)(x4 − 1) i (x+ 1)(x2 + 1)(x3 + 1)(x4 + 1);

â) xn − 1 i xm − 1 (n,m ∈ N).
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� 18. Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ

Íåõàé äî êiíöÿ öüîãî ïàðàãðàôó P � äîâiëüíå ïîëå; P [x] � êiëüöå
ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ x íàä ïîëåì P .

Äðîáîâî ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ àáî ïðîñòî ðàöiîíàëüíèì äðîáîì
âiä íåâiäîìî¨ (çìiííî¨) x ç êîåôiöi¹íòàìè iç ìíîæèíè P íàçèâà¹òüñÿ
àëãåáðà¨÷íèé âèðàç (ñèìâîë) f(x)

g(x) , äå f(x) � äîâiëüíèé, à g(x) � äî-
âiëüíèé íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí iç êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ P [x]. Ïðè öüî-
ìó ìíîãî÷ëåí f(x) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñåëüíèêîì, à g(x) � çíàìåííèêîì

ðàöiîíàëüíîãî äðîáó f(x)
g(x) .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P (x) ìíîæèíó âñiõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ âiä íå-
âiäîìî¨ x ç êîåôiöi¹íòàìè iç ìíîæèíè P .

Äâà ðàöiîíàëüíi äðîáè f(x)
g(x) i u(x)

v(x) iç P (x) íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè,
ÿêùî

f(x)v(x) = g(x)u(x). (1)

ßêùî ðàöiîíàëüíi äðîáè f(x)
g(x) i

u(x)
v(x) iç P (x) ðiâíi, òî ïèñàòèìåìî

f(x)

g(x)
=

u(x)

v(x)
.

Ðiâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì âëàñòèâî-
ñòÿì:

1) f(x)
g(x) = f(x)

g(x) äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó f(x)
g(x) ∈ P (x)

(ðåôëåêñèâíà âëàñòèâiñòü);

2) ÿêùî f(x)
g(x) = u(x)

v(x) , òî
u(x)
v(x) = f(x)

g(x) (ñèìåòðè÷íà âëàñòèâiñòü);

3) ÿêùî f(x)
g(x) = u(x)

v(x) ,
u(x)
v(x) = q(x)

r(x) , òî
f(x)
g(x) = q(x)

r(x) (òðàíçèòèâíà
âëàñòèâiñòü).

Äîâåäåííÿ ðåôëåêñèâíî¨ òà ñèìåòðè÷íî¨ âëàñòèâîñòi î÷åâèäíå,
îñêiëüêè âiäðàçó ñëiäó¹ iç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ
òà êîìóòàòèâíî¨ âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ. Äîâåäåìî òðàí-
çèòèâíó âëàñòèâiñòü. Íåõàé f(x)

g(x) = u(x)
v(x) ,

u(x)
v(x) = q(x)

r(x) . Òîäi

f(x)v(x) = g(x)u(x), u(x)r(x) = v(x)q(x).

Çâiäñè

f(x)v(x)− g(x)u(x) = 0, u(x)r(x)− v(x)q(x) = 0.
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Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí v(x)[f(x)r(x) − g(x)q(x)]. Âií äîðiâíþ¹ ìíî-
ãî÷ëåíó

v(x)f(x)r(x)− v(x)g(x)q(x) =

= f(x)v(x)r(x)− g(x)u(x)r(x) + g(x)u(x)r(x)− g(x)v(x)q(x) =

= [f(x)v(x)− g(x)u(x)]r(x) + g(x)[u(x)r(x)− v(x)q(x)] =

= 0 · r(x) + g(x) · 0 = 0.

Îòæå, v(x)[f(x)r(x) − g(x)q(x)] = 0. Îñêiëüêè v(x) � íåíóëüîâèé
ìíîãî÷ëåí, òî f(x)r(x) − g(x)q(x) = 0, ùî â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî
f(x)
g(x) = q(x)

r(x) .

Çàóâàæåííÿ 1. Iç ðåôëåêòèâíî¨, ñèìåòðè÷íî¨ òà òðàíçèòèâíî¨
âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíó P (x) âñiõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ
ìîæíà ðîçáèòè íà ïiäìíîæèíè, òàêi ùî áóäü-ÿêi äâà åëåìåíòè êîæíî¨
ç öèõ ïiäìíîæèí ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à ñàìi öi ïiäìíîæèíè ïðè öüîìó íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Öi ïiäìíîæèíè íàçèâàþòü êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi.
Òîìó êîæåí ðàöiîíàëüíèé äðiá ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êëàñ åêâiâà-
ëåíòíîñòi, ïðåäñòàâíèêîì ÿêîãî âií ¹. Äâà ðiâíi ðàöiîíàëüíi äðîáè
ïðåäñòàâëÿþòü îäèí i òîé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ñóìîþ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ f(x)
g(x) i

u(x)
v(x) iç P (x) íàçèâà¹òüñÿ ðàöiî-

íàëüíèé äðiá

f(x)

g(x)
+

u(x)

v(x)
=

f(x)v(x) + g(x)u(x)

g(x)v(x)
. (2)

Äîáóòêîì ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ f(x)
g(x) i u(x)

v(x) iç P (x) íàçèâà¹òüñÿ
ðàöiîíàëüíèé äðiá

f(x)

g(x)
· u(x)
v(x)

=
f(x)u(x)

g(x)v(x)
. (3)

Çàóâàæåííÿ 2. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ
äðîáiâ çàäàíî êîðåêòíî. Ìîæíà ïîêàçàòè (äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷è-
òà÷åâi), ùî ÿêùî f(x)

g(x) = f1(x)
g1(x)

, u(x)
v(x) = u1(x)

v1(x)
, òî

f(x)
g(x) +

u(x)
v(x) = f1(x)

g1(x)
+ u1(x)

v1(x)
, f(x)

g(x) ·
u(x)
v(x) = f1(x)

g1(x)
· u1(x)
v1(x)

.

Òåîðåìà 1. Ìíîæèíà P (x) âñiõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ âiä íåâiäî-
ìî¨ x íàä ïîëåì P âiäíîñíî áiíàðíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâà-
ííÿ òà ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ ¹ ïîëåì.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó êîìóòàòèâíó âëàñòèâiñòü îïåðà-
öi¨ äîäàâàííÿ äðîáiâ. Íåõàé f(x)

g(x) ,
u(x)
v(x) äîâiëüíi ðàöiîíàëüíi äðîáè iç

P (x). Iç îçíà÷åííÿì ñóìè äðîáiâ òà iç êîìóòàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ñëiäó¹, ùî

f(x)
g(x) +

u(x)
v(x) = f(x)v(x)+g(x)u(x)

g(x)v(x) =

= u(x)g(x)+v(x)f(x)
v(x)g(x) = u(x)

v(x) +
f(x)
g(x) .

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî êîìóòàòèâíó âëàñòèâiñòü ìíîæåííÿ ðàöiîíàëü-
íèõ äðîáiâ, àñîöiàòèíi âëàñòèâîñòi äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ðàöiîíàëü-
íèõ äðîáiâ òà äèñòðèáóòèâíó âëàñòèâiñòü. Íåõàé f(x)

g(x) ,
u(x)
v(x) ,

q(x)
r(x) äî-

âiëüíi ðàöiîíàëüíi äðîáè iç P (x), òîäi:

f(x)
g(x) ·

u(x)
v(x) = f(x)u(x)

g(x)v(x) = u(x)f(x)
v(x)g(x) = u(x)

v(x) ·
f(x)
g(x) ;[

f(x)
g(x) +

u(x)
v(x)

]
+ q(x)

r(x) =
f(x)v(x)+g(x)u(x)

g(x)v(x) + q(x)
r(x) =

= [f(x)v(x)+g(x)u(x)]r(x)+[g(x)v(x)]q(x)
[g(x)v(x)]r(x) =

= f(x)[v(x)r(x)]+g(x)[u(x)r(x)+v(x)q(x)]
g(x)[v(x)r(x)] =

= f(x)
g(x) +

u(x)r(x)+v(x)q(x)
v(x)r(x) = f(x)

g(x) +
[
u(x)
v(x) +

q(x)
r(x)

]
;[

f(x)
g(x) ·

u(x)
v(x)

]
· q(x)r(x) =

f(x)u(x)
g(x)v(x) ·

q(x)
r(x) =

[f(x)u(x)]q(x)
[g(x)v(x)]r(x) =

= f(x)[u(x)q(x)]
g(x)[v(x)r(x)] =

f(x)
g(x) ·

u(x)q(x)
v(x)r(x) = f(x)

g(x) ·
[
u(x)
v(x) ·

q(x)
r(x)

]
;

f(x)
g(x) ·

[
u(x)
v(x) +

q(x)
r(x)

]
= f(x)

g(x) ·
u(x)r(x)+v(x)q(x)

v(x)r(x) =

= f(x)[u(x)r(x)+v(x)q(x)]
g(x)[v(x)r(x)] = f(x)u(x)r(x)+v(x)f(x)q(x)

g(x)v(x)r(x) =

= f(x)u(x)r(x)
g(x)v(x)r(x) +

v(x)f(x)q(x)
g(x)v(x)r(x) = f(x)u(x)

g(x)v(x) +
f(x)q(x)
g(x)r(x) =

= f(x)
g(x) ·

u(x)
v(x) +

f(x)
g(x) ·

q(x)
r(x) .

Ó ìíîæèíi P (x) âñiõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ ¹ íóëüîâèé åëåìåíò (àáî
ïðîñòî íóëü). Öå ðàöiîíàëüíèé äðiá 0

1 . Äiéñíî äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiî-

íàëüíîãî äðîáó f(x)
g(x) ∈ P (x) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

f(x)
g(x) +

0
1 = f(x)·1+g(x)·0

g(x)·1 = f(x)
g(x) .
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Î÷åâèäíî áóäü-ÿêèé ðàöiîíàëüíèé äðiá âèãëÿäó 0
g(x) ¹ íóëüîâèì ðà-

öiîíàëüíèì äðîáîì.
Òàêîæ ó ìíîæèíi P (x) âñiõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ ¹ îäèíèöÿ. Öå

ðàöiîíàëüíèé äðiá 1
1 , òîìó ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó

f(x)
g(x) ∈ P (x) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

f(x)
g(x) ·

1
1 = f(x)·1

g(x)·1 = f(x)
g(x) .

Áóäü-ÿêèé ðàöiîíàëüíèé äðiá âèãëÿäó f(x)
f(x) ¹ îäèíè÷íèì ðàöiîíàëü-

íèì äðîáîì.
Äëÿ äîâiëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó f(x)

g(x) iç P (x) iñíó¹ ïðîòèëå-

æíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá iç P (x), à ñàìå −f(x)
g(x) . Äiéñíî

−f(x)
g(x) + f(x)

g(x) = −f(x)+f(x)
g(x) = 0

g(x) =
0
1 .

Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó f(x)
g(x) iç P (x) iñ-

íó¹ îáåðíåíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá iç P (x). Îñêiëüêè f(x) ̸= 0, òî ìî-
æíà ðîçãëÿíóòè ðàöiîíàëüíèé äðiá g(x)

f(x) iç P (x). Òîäi

g(x)
f(x) ·

f(x)
g(x) = g(x)f(x)

f(x)g(x) =
1
1 .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R âñiõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ íàä ïîëåì P

âèãëÿäó f(x)
1 , äå f(x) ∈ P [x].

Áóäåìî íàçèâàòè ðàöiîíàëüíèé äðiá âèãëÿäó f(x)
1 öiëèì ðàöiî-

íàëüíèì äðîáîì.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ f(x)

1 , g(x)
1 ∈ R

ñïðàâåäëèâi âiäíîøåííÿ

f(x)
1 + g(x)

1 = f(x)+g(x)
1 ∈ R, f(x)

1 ·
g(x)
1 = f(x)g(x)

1 ∈ R

i R ¹ ïiäìíîæèíîþ ïîëÿ P (x), òî R ¹ êiëüöåì âiäíîñíî áiíàðíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ.

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : R→ P [x], ÿêå çàäà¹òüñÿ
çà ïðàâèëîì φ

( f(x)
1

)
= f(x)

( f(x)
1 ∈ R

)
, ¹ içîìîðôiçìîì êiëåöü R i

P [x]. Òîìó, íàäàëi, çà äîìîâëåíiñòþ ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè öiëèé
ðàöiîíàëüíèé äðiá f(x)

1 ç ìíîãî÷ëåíîì f(x).
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Ðàöiîíàëüíèé äðiá f(x)
g(x) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ñòåïiíü

÷èñåëüíèêà f(x) ìåíøèé íiæ ñòåïiíü çíàìåííèêà g(x). Ó ïðîòèëå-
æíîìó âèïàäêó ðàöiîíàëüíèé äðiá f(x)

g(x) íàçèâà¹òüñÿ íåïðàâèëüíèì.
Íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí âiäíîñÿòü äî ïðàâèëüíèõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ.

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêèé ðàöiîíàëüíèé äðiá f(x)
g(x) ∈ P (x) ìîæíà çà-

ïèñàòè, ïðèòîìó ¹äèíèì ñïîñîáîì, ó âèãëÿäi ñóìè ìíîãî÷ëåíà i
ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x)
g(x) � äîâiëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá iç P (x).

Çà òåîðåìîþ ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ, ó êiëüöi P [x] iñíóþòü òàêi ìíî-
ãî÷ëåíè q(x) i r(x), ùî f(x) = g(x)q(x) + r(x), ïðè÷îìó ñòåïiíü ìíî-
ãî÷ëåíà r(x) ìåíøèé íiæ ñòåïiíü g(x) àáî r(x) = 0. Òîäi

f(x)
g(x) = g(x)q(x)+r(x)

g(x) = g(x)q(x)
g(x) + r(x)

g(x) = q(x) + r(x)
g(x) .

Äîâåäåìî, ùî ìíîãî÷ëåí q(x) i ïðàâèëüíèé äðiá r(x)
g(x) âèçíà÷à-

þòüñÿ îäíîçíà÷íî. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ ðiâíiñòü
f(x)
g(x) = q̄(x)+ u(x)

v(x) , äå q̄(x) � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí iç P [x], u(x)
v(x) � äåÿêèé

ïðàâèëüíèé äðiá. Òîäi ìàòèìåìî ðiâíiñòü q(x) + r(x)
g(x) = q̄(x) + u(x)

v(x) .

Çâiäñè q(x)− q̄(x) = u(x)
v(x) −

r(x)
g(x) àáî

q(x)− q̄(x) = u(x)g(x)−r(x)v(x)
v(x)g(x) .

Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi � ìíîãî÷ëåí, à ïðàâà, ÿê ëåãêî çðîçó-
ìiòè, � ïðàâèëüíèé äðiá. Ðiâíiñòü öÿ ìîæå ñïðàâäæóâàòèñÿ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè q(x) − q̄(x), à îòæå u(x)

v(x) −
r(x)
g(x) , äîðiâíþþòü íóëþ.

Òàêèì ÷èíîì,

q(x) = q̄(x), r(x)
g(x) =

u(x)
v(x) .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3. ßêùî g1(x) i g2(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi ìíîãî÷ëåíè

íàä ïîëåì P i f(x)
g1(x)g2(x)

� ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá íàä öèì

ïîëåì, òî â êiëüöi P [x] ¹ òàêi ìíîãî÷ëåíè f1(x) i f2(x), ùî

f(x)
g1(x)g2(x)

= f1(x)
g1(x)

+ f2(x)
g2(x)

,

ïðè÷îìó äðîáè f1(x)
g1(x)

i f2(x)
g2(x)

� ïðàâèëüíi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Îñêiëüêè ìíî-
ãî÷ëåíè g1(x) i g2(x) � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî çà îçíàêîþ âçà¹ìíî¨ ïðî-
ñòîòè ìíîãî÷ëåíiâ ó êiëüöi P [x] iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè u(x) i v(x),
ùî g1(x)u(x)+g2(x)v(x) = 1. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi
íà f(x), îäåðæèìî

g1(x)[u(x)f(x)] + g2(x)[v(x)f(x)] = f(x). (4)

Ïîäiëèâøè ìíîãî÷ëåí u(x)f(x) íà g2(x), ìàòèìåìî

u(x)f(x) = g2(x)q(x) + f2(x),

äå f2(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ ìåíøîãî íiæ ñòåïiíü g2(x). Äîáóòèé
âèðàç äëÿ u(x)f(x) ïiäñòàâèìî ó ðiâíiñòü (4). Òîäi ìàòèìåìî

g1(x)f2(x) + g2(x)f1(x) = f(x), (5)

äå f1(x) = g1(x)q(x) + v(x)f(x). Îñêiëüêè ñòåïiíü g1(x)f2(x) ìåíøèé
íiæ ñòåïiíü g1(x)g2(x) i çà óìîâîþ ñòåïiíü f(x) ìåíøèé íiæ ñòåïiíü
g1(x)g2(x), òî i ñòåïiíü g2(x)f1(x) ìåíøèé íiæ ñòåïiíü g1(x)g2(x), à
òîìó ñòåïiíü f1(x) ìåíøèé íiæ ñòåïiíü g1(x). Òåïåð iç ðiâíîñòi (5)
îäåðæèìî ðiâíiñòü f(x)

g1(x)g2(x)
= f1(x)

g1(x)
+ f2(x)

g2(x)
, ó ïðàâié ÷àñòèíi ÿêî¨

ñòîÿòü ïðàâèëüíi äðîáè. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òåîðåìó 3 íåñêëàäíî óçàãàëüíèòè
íà âèïàäîê, êîëè çíàìåííèê ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó ðîç-
êëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âçà¹ìíî ïðî-
ñòèõ ìíîæíèêiâ. Òîáòî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. ßêùî g1(x), g2(x), . . . , gn(x)� ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðî-

ñòi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì P i f(x)
g1(x)g2(x)···gn(x) � ïðàâèëüíèé ðàöiî-

íàëüíèé äðiá íàä öèì ïîëåì, òî â êiëüöi P [x] ¹ òàêi ìíîãî÷ëåíè
f1(x), f2(x), . . . , fn(x), ùî

f(x)
g1(x)g2(x)···gn(x) =

f1(x)
g1(x)

+ f2(x)
g2(x)

+ · · ·+ fn(x)
gn(x)

,

ïðè÷îìó êîæíèé äðiá fi(x)
gi(x)

(i = 1, 2, . . . , n) � ïðàâèëüíèé.

Ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá f(x)
g(x) ∈ P (x) íàçèâà¹òüñÿ åëåìåí-

òàðíèì íàä ïîëåì P, ÿêùî éîãî çíàìåííèê g(x) ¹ ñòåïåíåì äåÿêîãî
íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà p(x), òîáòî g(x) = pk(x) (k ∈ N),
à ñòåïiíü ÷èñåëüíèêà f(x) ìåíøèé íiæ ñòåïiíü p(x).
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Òåîðåìà 5. Äîâiëüíèé ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá íàä ïîëåì
P ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x)
g(x) � äîâiëüíèé ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé

äðiá íàä ïîëåì P . ßêùî çíàìåííèê öüîãî äðîáó íåçâiäíèé íàä ïîëåì
P , òî öåé äðiá óæå åëåìåíòàðíèé. ßêùî ìíîãî÷ëåí g(x) � çâiäíèé
íàä ïîëåì P , òî ðîçêëàäåìî éîãî ó äîáóòîê íåçâiäíèõ íàä ïîëåì P
ìíîæíèêiâ:

g(x) = pk1
1 (x)pk2

2 (x) · · · pks
s (x).

Îñêiëüêè p1(x), p2(x), . . . , ps(x) ÿê ïîïàðíî ðiçíi íåçâiäíi ìíî-
ãî÷ëåíè ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òî òàêèìè ¹ i ìíîãî÷ëåíè pk1

1 (x),
pk2
2 (x), . . . , pks

s (x). Òîäi çà òåîðåìîþ 4 ìà¹ìî

f(x)
g(x) = f(x)

p
k1
1 (x)p

k2
2 (x)···pks

s (x)
= f1(x)

p
k1
1 (x)

+ f2(x)

p
k2
2 (x)

+ · · ·+ fs(x)

pks
s (x)

, (6)

äå fi(x)

p
ki
i (x)

� ïðàâèëüíèé äðiá (i = 1, 2, . . . , s).

Ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü (6) òåîðåìó äîñèòü äëÿ âèïàäêó, êîëè ïðà-
âèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá f(x)

g(x) ìà¹ çíàìåííèê, ÿêèé ¹ ñòåïåíåì äå-

ÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà p(x), òîáòî g(x) = p(x)k

(k ∈ N, k ≥ 2).

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëüíèé äðiá f(x)
pk(x)

, äå p(x) � íåçâiäíèé ìíîãî-
÷ëåí, k � äåÿêå âiäìiííå âiä îäèíèöi íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ïîäiëèìî
f(x) íà pk−1(x), çàñòîñîâóþ÷è àëãîðèòì äiëåííÿ ç îñòà÷åþ. Îäåðæè-
ìî

f(x) = pk−1(x)u1(x) + r1(x), (7)

äå r1(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ, ìåíøîãî íiæ ñòåïiíü pk−1(x). Ñòå-
ïiíü ÷àñòêè u1(x) ìåíøèé çà ñòåïiíü p(x). Îñêiëüêè ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ñòåïiíü äîáóòêó pk−1(x)u1(x) áóâ áè íå ìåíøèé çà ñòåïiíü
pk(x), à òîìó ñòåïiíü ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (7), à, îòæå, i f(x), áóâ
áè íå ìåíøèé íiæ ñòåïiíü pk(x). Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî äðiá
f(x)
pk(x)

� ïðàâèëüíèé.

ßêùî 3 ≤ k, òî ïîäiëèìî îñòà÷ó r1(x) íà pk−2(x), ìàòèìåìî

r1(x) = pk−2(x)u2(x) + r2(x),

äå r2(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ ìåíøîãî íiæ ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà
pk−2(x), à u2(x), àíàëîãi÷íî ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ìíîãî÷ëåí,
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ñòåïiíü ÿêîãî ìåíøèé çà ñòåïiíü p(x) i ò. ä. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî
ðiâíîñòi:

f(x) = pk−1(x)u1(x) + r1(x),

r1(x) = pk−2(x)u2(x) + r2(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−2(x) = p(x)uk−1(x) + rk−1(x),

(8)

äå íàãàäà¹ìî u1(x), u2(x), . . . , uk−1(x), rk−1(x)� ìíîãî÷ëåíà, ñòåïiíü
ÿêèõ ìåíøèé íiæ ñòåïiíü p(x).

Ç ðiâíîñòåé (8) âèïëèâà¹, ùî

f(x) = pk−1(x)u1(x) + pk−2(x)u2(x) + · · ·+ p(x)uk−1(x) + rk−1(x).

Çâiäñè

f(x)
pk(x)

= u1(x)
p(x) + u2(x)

p2(x) + · · ·+
uk−1(x)
pk−1(x)

+ rk−1(x)
pk(x)

,

äå ui(x)
pj(x) (i = 1, 2, . . . , k − 1), rk−1(x)

pk(x)
¹ åëåìåíòàðíèìè ðàöiîíàëüíèìè

äðîáàìè. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Äî òîãî æ ìîæíà äîâåñòè (äèâ. [2, 3]), ùî ðîçêëàä ïðàâèëüíî-

ãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó â ñóìó åëåìåíòàðíèõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ ¹
îäíîçíà÷íèì ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ äîäàíêiâ.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ðîçêëàñòè â ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ íàä ïîëåì äié-
ñíèõ ÷èñåë ðàöiîíàëüíèé äðiá 3x2+4x+15

x3−27 .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî çíàìåííèê äàíîãî â óìîâi ðàöiîíàëü-

íîãî äðîáó ó äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷è-
ñåë: x3 − 27 = (x − 3)(x2 + 3x + 9). Ðàöiîíàëüíèé äðiá 3x2+4x+15

x3−27 ¹
ïðàâèëüíèì, à òîìó çà òåîðåìàìè 3 i 5 éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi ñóìè åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ

3x2 + 4x+ 15

x3 − 27
=

f(x)

x− 3
+

g(x)

x2 + 3x+ 9
,

äå f(x), g(x) � äåÿêi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì R, ñòåïåíi ÿêèõ âiäïîâiä-
íî ìåíøi çà 1 i 2. Íà âiäìiíó âiä äîâåäåííÿ òåîðåì 3 i 5, ìíîãî÷ëåíè
f(x) i g(x) áóäåìî øóêàòè, òàê çâàíèì, ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîå-
ôiöi¹íòiâ. Íåõàé f(x) = a, g(x) = bx+ c, äå a, b, c ∈ R. Iç ðiâíîñòi

3x2 + 4x+ 15

x3 − 27
=

a

x− 3
+

bx+ c

x2 + 3x+ 9
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ñëiäó¹, ùî

3x2 + 4x+ 15 = a(x2 + 3x+ 9) + (bx+ c)(x− 3).

Çâiäñè äiñòà¹ìî

3x2 + 4x+ 15 = (a+ b)x2 + (3a− 3b+ c)x+ (9a− 3c).

Îòæå, a+b = 3, 3a−3b+c = 4, 9a−3c = 15. Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè a, b, c, îäåðæèìî a = 2, b = 1, c = 1.
Òàêèì ÷èíîì,

3x2 + 4x+ 15

x3 − 27
=

2

x− 3
+

x+ 1

x2 + 3x+ 9
.

Çàäà÷à 2. Ðîçêëàñòè â ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë ðàöiîíàëüíèé äðiá 8

x3+4x .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ðîç-

êëàäåìî çíàìåííèê, äàíîãî â óìîâi ðàöiîíàëüíîãî äðîáó, ó äîáóòîê
íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

x3 + 4x = x(x+ 2i)(x− 2i).

Òîäi 8
x3+4x = a

x + b
x+2i +

c
x−2i äëÿ äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë a, b, c.

Çâiäñè
8 = a(x+ 2i)(x− 2i) + bx(x− 2i) + cx(x+ 2i).

Ïîñëiäîâíî ïiäñòàâèìî ó ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi çàìiñòü x ÷èñëî-
âi çíà÷åííÿ 0, −2i, 2i. Îäåðæèìî ðiâíîñòi 8 = 4a, 8 = −8b, 8 = −8c.
Çâiäñè a = 2, b = c = −1. Îòæå,

8

x3 + 4x
=

2

x
− 1

x+ 2i
− 1

x− 2i

¹ øóêàíèì ðîçêëàäîì íà åëåìåíòàðíi ðàöiîíàëüíi äðîáè íàä ïîëåì
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x), g(x)
íàä ïîëåì P ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(f(x)g(x))′

f(x)g(x)
=

f ′(x)

f(x)
+

g′(x)

g(x)
.

2. Íåõàé f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn), äå α1, α2, . . . , αn �
äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , n ∈ N. Äîâåñòè, ùî

f ′(x)

f(x)
=

1

x− α1
+

1

x− α2
+ · · ·+ 1

x− αn
.

3. Ðîçêëàñòè â ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ
÷èñåë ðàöiîíàëüíi äðîáè:

a)
x2

(x− 1)(x+ 2)(x+ 3)
; á)

1

(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)
;

â)
3 + x

(x− 1)(x2 + 1)
; ã)

x

(x2 − 1)2
; ä)

1

x3 − 1
; ä)

1

x4 + 4
;

å)
5x2 + 6x− 23

(x− 1)3(x+ 1)2(x− 2)
; ¹)

1

xn − 1
; æ)

1

xn + 1
;

ç)
n!

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n)
; æ)

(2n)!

x(x2 − 1)(x2 − 4) · · · (x2 − n2)
,

äå n ∈ N.

4. Ðîçêëàñòè â ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷è-
ñåë ðàöiîíàëüíi äðîáè:

a)
x2

x4 − 16
; á)

1

x4 + 4
; â)

x

(x+ 1)(x2 + 1)
; ã)

1

(x4 − 1)2
;

ä)
1

x3 − 1
; å)

x2

x6 + 27
; ¹)

2x− 1

x(x+ 1)2(x2 + x+ 1)2
.
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� 19. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä êiëüêîõ íåâiäîìèõ.
Ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå. Îäíî÷ëåíîì âiä íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn

íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèé âèðàç âèãëÿäó axk1
1 xk2

2 · · ·xkn
n ,

äå a iç P , à k1, k2, . . . , kn � äåÿêi íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà. Ïîêàçíèêè k1,
k2, . . . , kn íàçèâàþòüñÿ ñòåïåíÿìè îäíî÷ëåíà âiäíîñíî âiäïîâiäíèõ
íåâiäîìèõ, à ÷èñëî k1+k2+· · ·+kn � íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì îäíî÷ëå-
íà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X n-âèìiðíèé âåêòîð (x1, x2, . . . , xn), ÷åðåç K �
âåêòîð (k1, k2, . . . , kn), à ÷åðåç XK � îäíî÷ëåí âèãëÿäó xk1

1 xk2
2 · · ·xkn

n .
Ìíîãî÷ëåíîì âiä íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P íàçèâà-

¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèé âèðàç, ùî ¹ ôîðìàëüíîþ ñóìîþ îäíî÷ëåíiâ âiä
öèõ íåâiäîìèõ, òîáòî âèðàç âèãëÿäó

a1X
K1 + a2X

K2 + · · ·+ atX
Kt , (1)

äå t ∈ N, a1, a2, . . . , at ∈ P , à K1, K2, . . . , Kt � äåÿêi ïîïàðíî ðiçíi
n-âèìiðíi âåêòîðè ç íåâiä'¹ìíèìè öiëèìè êîìïîíåíòàìè. Ñòåïåíåì
ìíîãî÷ëåíà (1) íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé iç ñòåïåíiâ îäíî÷ëåíiâ, ùî
éîãî ñêëàäàþòü.

Ìíîãî÷ëåíè

f(X) = a1X
K1 + a2X

K2 + · · ·+ atX
Kt , (2)

g(X) = b1X
L1 + b2X

L2 + · · ·+ asX
Ls , (3)

íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî s = t i çíàéäåòüñÿ ïiäñòàíîâêà δ ñòåïåíÿ
t òàêà, ùî

ai = bδ(i), Ki = Lδ(i) (i = 1, 2, . . . , t).

Çàóâàæåííÿ 1. Òîáòî ìíîãî÷ëåíè f(X) i g(X) ðiâíi òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíè ñêëàäåíi iç îäíàêîâèõ îäíî÷ëåíiâ, ðîçìiùåíèõ ìî-
æëèâî â ðiçíîìó ïîðÿäêó.

Äàëi, ÿêùî ïåðåïîçíà÷èòè êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíiâ (2) i (3) íà-
ñòóïíèì ÷èíîì:

aKi = ai, (i = 1, . . . , t); bLj = bj , (j = 1, . . . , s),

òî öi ìíîãî÷ëåíè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(X) =
∑
K∈K

aKXK , g(X) =
∑
L∈L

bLX
L,

äå K = {K1,K2, . . . ,Kt}, L = {L1, L2, . . . , Ls}.
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Ñóìîþ ìíîãî÷ëåíiâ f(X) i g(X) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí

f(X) + g(X) =
∑

M∈M
cMXM , (4)

äåM = K∪L, cM = aM + bM (M ∈M), ââàæàþ÷è aM = 0 (bM = 0),
ÿêùî M /∈ K (M /∈ L).

Äîáóòêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(X) i g(X) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí

f(X) · g(X) =
∑
M∈N

dMXM , (5)

äå N = {K + L | K ∈ K, L ∈ L},

dM =
∑

K+L=M

aKbL (M ∈M).

Òåîðåìà 1. Ìíîæèíà P [x1, x2, . . . , xn] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâi-
äîìèõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì P iç ââåäåíèìè íà íié âiäíîøåííÿì
ðiâíîñòi òà áiíàðíèìè àëãåáðà¨÷íèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ i íàñòóïíèõ òåîðåì öüîãî ïàðàãðàôó ìè çàëèøà-
¹ìî ÷èòà÷åâi íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó. �õ ìîæíà çíàéòè òàêîæ ó ïiäðó-
÷íèêàõ [2, 3].

Òåîðåìà 2. Ñòåïiíü äîáóòêó äâîõ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ iç
êiëüöÿ P [x1, . . . , xn] äîðiâíþ¹ ñóìi ñòåïåíiâ ïåðåìíîæóâàíèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ.

Ìíîãî÷ëåí g(X) ∈ P [x1, . . . , xn] íàçèâà¹òüñÿ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëå-
íà f(X) ∈ P [x1, . . . , xn], ÿêùî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí h(X) ∈ P [x1, . . . , xn]
òàêèé, ùî f(X) = g(X) · h(X).

Ìíîãî÷ëåí f(X) ∈ P [x1, . . . , xn] ñòåïåíÿ k (k ∈ N) íàçèâà¹òüñÿ
íåçâiäíèì, ÿêùî âií íå ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ, ñòåïåíi ÿêèõ ìåíøi çà k.

Òåîðåìà 3. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí iç êiëüöÿ P [x1, . . . , xn] íàòó-
ðàëüíîãî ñòåïåíÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ.
Öåé ðîçêëàä ¹ îäíîçíà÷íèì ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêiâ íóëüîâîãî
ñòåïåíÿ i ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ.

Íåõàé
f(X) =

∑
K∈K

aKXK (aK ∈ P, K ∈ K) (6)
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� ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìèõ x1, . . . , xn (X = (x1, . . . , xn)) íàä ïîëåì
P , äå K � äåÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ iç öiëèìè
íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî

a(k1,k2,...,kn)x
k1
1 xk2

2 · · ·xkn
n , (7)

a(l1,l2,...,ln)x
l1
1 x

l2
2 · · ·xln

n (8)

� äâà ðiçíi îäíî÷ëåíè, ÿêi âõîäÿòü ó ìíîãî÷ëåí f(X), ç íåíóëüîâèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Êàæóòü, ùî îäíî÷ëåí (7) âèùå îäíî÷ëåíà (8), ÿêùî
iñíó¹ òàêå ÷èñëî i ∈ {1, 2, . . . , n}, ùî

k1 = l1, k2 = l2, . . . , ki−1 = li−1, ki > li.

Çàïèñ ìíîãî÷ëåíà f(X), ó ÿêîìó êîæåí îäíî÷ëåí âèùå íàñòóïíî-
ãî, íàçèâà¹òüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íèì çàïèñîì ìíîãî÷ëåíà f(X). Ïåð-
øèé îäíî÷ëåí ó ëåêñèêîãðàôi÷íîìó çàïèñi f(X) íàçèâà¹òüñÿ âèùèì
îäíî÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f(X).

Òåîðåìà 4. Âèùèé îäíî÷ëåí äîáóòêó äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä n íå-
âiäîìèõ äîðiâíþ¹ äîáóòêó âèùèõ îäíî÷ëåíiâ ñïiâìíîæíèêiâ.

Ìíîãî÷ëåí f(X) (äèâ. (6)) íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî âåêòîðà K = (k1, k2, . . . , kn) ∈ K i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäñòà-
íîâêè δ ñòåïåíÿ n âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

L = (kδ(1), kδ(2), . . . , kδ(n)) ∈ K, aL = aK .

Çàóâàæåííÿ 2. Òîáòî ìíîãî÷ëåí f(X) ¹ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî
âií íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè âñiõ ïåðåñòàíîâêàõ íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn.

Òåîðåìà 5. Ìíîãî÷ëåíè

σ1 = x1 + x2 + · · ·+ xn,

σ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σn−1 = x1x2 · · ·xn−1 + · · ·+ x2x3 · · ·xn,

σn = x1x2 · · ·xn

¹ ñèìåòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè iç êiëüöÿ P [x1, . . . , xn].

Ìíîãî÷ëåíè, ïðèâåäåíi ó òåîðåìi 5, íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè
ñèìåòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè âiä íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn.
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ßêùî g1(X), g2(X), . . . , gn(X) � äåÿêi ìíîãî÷ëåíè iç êiëüöÿ
P [x1, . . . , xn], òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f(X) =
∑

(k1,...,kn)∈K

a(k1,...,kn)x
k1
1 xk2

2 · · ·xkn
n (a(k1,...,kn) ∈ P )

÷åðåç f(g1, g2, . . . gn) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîãî÷ëåí∑
(k1,...,kn)∈K

a(k1,...,kn) · g1(X)k1 · g2(X)k2 · · · gn(X)kn . (9)

ßêùî æ äëÿ ìíîãî÷ëåíà h(X) ∈ P [x1, . . . , xn] i äåÿêèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ g1(X), g2(X), . . . , gn(X) ∈ P [x1, . . . , xn] iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ
h(x) ó âèãëÿäi (9), òî êàæóòü, ùî ìíîãî÷ëåí h(X) ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä
g1(X), g2(X), . . . , gn(X).

Òåîðåìà 6. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè-
÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ σ1, σ2, . . . , σn iç êîåôiöi¹íòàìè iç ïîëÿ P , ðîçãëÿ-
äóâàíèé ÿê ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Òåîðåìà 7. Áóäü-ÿêèé ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí iç êiëüöÿ P [x1,
x2, . . . , xn] ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëå-
íiâ σ1, σ2, . . . , σn öüîãî êiëüöÿ.

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêèé ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí âiä êîðåíiâ
ìíîãî÷ëåíà f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ¹ ìíîãî÷ëåíîì
âiä êîåôiöi¹íòiâ a0, a1, . . . , an−1.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. ×è ¹ íåçâiäíèì ìíîãî÷ëåí f(x, y) = 3x2 + y iç êiëüöÿ
Q[x, y]?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåí f(x, y) ¹ çâiäíèì. Îñ-
êiëüêè f(x, y) � ìíîãî÷ëåí äðóãîãî ñòåïåíÿ, òîäi âií ðîçêëàäà¹òüñÿ
ó äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ:

3x2 + y = (a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2)

äå (ai, bi) ̸= (0, 0) (i = 1, 2). Çâiäñè

3x2 + y = a1a2x
2 + (a1b2 + a2b1)xy + b1b2y

2 +

+(a1c2 + a2c1)x+ (b1c2 + b2c1)y + c1c2. (10)
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Iç ðiâíîñòi (10) ìíîãî÷ëåíiâ âèïëèâà¹ ñèñòåìà ðiâíîñòåé

a1a2 = 3, (11)

a1b2 + a2b1 = 0, (12)

b1b2 = 0, (13)

b1c2 + b2c1 = 1. (14)

Iç ðiâíîñòåé (11�13) ñëiäó¹, ùî b1 = b2 = 0, ùî â ñâîþ ÷åðãó
ñóïåðå÷èòü ðiâíîñòi (14). Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü íåçâiäíiñòü
ìíîãî÷ëåíà 3x2 + y.

Çàäà÷à 2. Âèðàçèòè ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè
ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, x3) = x2

1x2 + x1x
2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 +

+x2
2x3 + x2x

2
3 iç êiëüöÿ Q[x1, x2, x3].

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèùèì îäíî÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f(x1, x2, x3) ¹ îä-
íî÷ëåí x2

1x2 iç ñòåïåíÿìè 2, 1, 0 âiäïîâiäíî âiäíîñíî íåâiäîìèõ x1, x2,
x3. Òîäi öåé îäíî÷ëåí ñïiâïàäà¹ ç âèùèì îäíî÷ëåíîì ñèìåòðè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà

σ2−1
1 σ1−0

2 σ0
3 = σ1σ2 =

= x2
1x2 + x2

1x3 + x1x
2
2 + x1x

2
3 + 3x1x2x3 + x2

2x3 + x2x
2
3.

Ïîêëàäåìî f1(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3)−σ1σ2 = −3x1x2x3. Î÷åâè-
äíî, f1(x1, x2, x3) = −3σ3. Òîìó f(x1, x2, x3) = σ1σ2− 3σ3 ¹ øóêàíèì
ïðåäñòàâëåííÿ f(x1, x2, x3) ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà âiä åëåìåíòàðíèõ
ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çíàéäiòü âñi îáîðîòíi åëåìåíòè â êiëüöi Q[x, y].

2. ×è íåçâiäíi â Q[x, y] íàñòóïíi ìíîãî÷ëåíè:

à) x2 + y2 − 1; á) x2 + y2 − 2xy?

3. Ðîçêëàñòè íàñòóïíi ìíîãî÷ëåíè íà íåçâiäíi ìíîæíèêè â êiëüöi
C[x, y, z]:

à) x2 + y2; á) x2 + y2 + 2x+ 1;

â) x4 + y4; ä) (x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3.

4. ×è ìà¹ ìiñöå àíàëîã òåîðåìè 3 �15 äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ êiëüöÿ
Q[x, y]?



� 19. Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä êiëüêîõ íåâiäîìèõ 215

5. ßêi iç íàñòóïíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ñèìåòðè÷íèìè â êiëüöi
Q[x1, x2, x3]:

à) 3x2
1 + x2 + 3x2

3; á) (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3);

â) x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3; ä) (x1 − x2)

2(x1 − x3)
2(x2 − x3)

2?

6. Çàïèñàòè â ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó ìíîãî÷ëåí
x8
2x

6
3 + 5x3

1x
2
2x3 − 8x2

1x
5
2x3 − x3

1.

7. Çíàéòè âèùi îäíî÷ëåíè ìíîãî÷ëåíiâ:

à) (x3
2 + x2

1x3 − x3
3)(x

2
1 − x1x2x3)(x

3
1x

2
2 − x4

1 + x4
2);

á) 2σ4
1σ

3
2σ

2
3 , äå σ1 = x1 + x2 + x3, σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3,

σ3 = x1x2x3.

8. Âèðàçèòè ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè íàñòóïíi
ìíîãî÷ëåíè âiä íåâiäîìèõ x1, x2, x3:

à) x3
1 + x3

2 + x3
3 − 3x1x2x3;

á) x4
1 + x4

2 + x4
3 − 2x2

1x
2
2 − 2x2

2x
2
3 − 2x2

1x
2
3;

â) x5
1x

2
2 + x2

1x
5
2 + x5

1x
2
3 + x2

1x
5
3 + x5

2x
2
3 + x2

2x
5
3;

ã) (x1 + x2)(x1 + x3)(x2 + x3);

ä) (x2
1 + x2

2)(x
2
1 + x2

3)(x
2
2 + x2

3);

å) (x1 − x2)
2(x1 − x3)

2(x2 − x3)
2.

9. Âèðàçèòè ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè íàñòóïíi
ìíîãî÷ëåíè âiä íåâiäîìèõ x1, x2, x3, x4:

à) (x1 + x2)(x1 + x3)(x1 + x4)(x2 + x3)(x2 + x4)(x3 + x4);

á) (x1x2 + x3x4)(x1x3 + x2x4)(x1x4 + x2x3).

10. Âèðàçèòè ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìíîãî-
÷ëåí

∑
i>j

(xi − xj)
2 âiä íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn.

11. Çíàéòè ñóìó êóáiâ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà
2x4 − 4x3 + 2x2 − 6x+ 1.

12. Çíàéòè çíà÷åííÿ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä
êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

13. Îá÷èñëèòè ñóìó êóáiâ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

14. Äîâåñòè, ùî ÿêùî a+ b+ c = 0, òîäi a3 + b3 + c3 = 3abc.
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15. Äèñêðèìiíàíòîì ìíîãî÷ëåíà a0x
n+a1x

n−1+ · · ·+an−1x+an
íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

a2n−2
0

∏
i<j

(xi − xj)
2,

äå x1, x2, . . . , xn � êîðåíi öüîãî ìíîãî÷ëåíà. Îá÷èñëèòè äèñêðèìi-
íàíòè ìíîãî÷ëåíiâ

à) ax2 + bx+ c; á) x3 + px+ q; â) ax3 + bx2 + cx+ d.
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