
Завдання 1. Визначити, якi з функцiй f мають обмежену варiацiю та знайти їх повну варiацiю:

1. f(x) =





x− 1, при 0 ≥ x < 1;
10, при x = 1;
x2, при 1 < x ≤ 2;

2. f(x) =
{ |x|−1, при 0 < |x| ≤ 1;

0, при x = 0;

3. f(x) =
{

x sin π
x , при x ∈ (0, 1];
0, при x = 0;

4. f(x) =
{

x2 cos π
x , при x ∈ (0, 1];
0, при x = 0;

5. f(x) =
{

x2 sin 1
x , при x ∈ (0, 1];
0, при x = 0;

6. f(x) =




−x2, при x ∈ [0, 1);

0, при x = 1;
1, при x ∈ (1, 2];

7. f(x) = e−|x|, x ∈ [−2; 2];

8. f(x) = e|x|, x ∈ [−3; 3];

9. f(x) =





−x2, при x ∈ [0, 1);
5, при x = 1;

x + 3, при x ∈ (1, 2];

10. f(x) =
{

x sin 1
x , при x ∈ (0, π

2 ];
0, при x = 0.

Завдання 2. Знайти F (x) = V (f, [a, x]), x ∈ [a, b], якщо:

1. f(x) = max(x, 2− x2), 0 ≤ x ≤ 2;

2. f(x) = | sin x|, 0 ≤ x ≤ 2π;

3. f(x) = | sin 2x|, 0 ≤ x ≤ π;

4. f(x) = | cos 2x|, 0 ≤ x ≤ π;

5. f(x) = max(0, 1− |x|), 0 ≤ x ≤ 2;

6. f(x) = max
(

5
2x, 9− x2

)
, 0 ≤ x ≤ 3.

Нехай A- довiльна множина з R. Знайти µF (A), якщо:

7. F (x) =





0, x ∈ (−∞; 1/2];
−[−2x], x ∈ (1/2; 3/2];

4, x ∈ (3/2;∞);

8. F (x) =





1, x ∈ (−∞; 0];
−[−ex], x ∈ (0; 1];

5, x ∈ (1;∞);

9. F (x) =





0, x ∈ (−∞; 1];
2, x ∈ (1; 3];
5, x ∈ (3;∞);

10. F (x) =
{ −2, −∞ ≤ x ≤ e;

3, e < x < ∞.
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Завдання 3. Обчислити iнтеграл
∫
R

f(x)dF (x), якщо:

1. f(x) = sin x, F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[x] , x ∈ [0; 100);
100, x ∈ [100;+∞);

2. f(x) = F 2(x), F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[x] , x ∈ [0; 100);
100, x ≥ 100;

3. f(x) = x2, F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);[
x2

]
, x ∈ [0; 100);

104, x ≥ 100;

4. f(x) = x4, F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);[
x2

]
, x ∈ [0; 100);

104, x ≥ 100;

5. f(x) = F (x), F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[2x] , x ∈ [0; 10);

20, x ≥ 10;

6. f(x) = sin 2x, F (x) =





0, x = 0;
1
2 (1 + x), x ∈ (0; π);

x2

2 , x ∈ (
π; 3π

2

)
;

20, x ∈ [
3π
2 ; 2π

]
.

7. f(x) = F (x), F (x) =





0, якщо x ∈ (−∞; 0);
b2xc, якщо x ∈ [0; 10);

20, якщо x ∈ [10;+∞];

8. f(x) = x4, F (x) =





0, якщо x ∈ (−∞; 0);
bx2c, якщо x ∈ [0; 100);
104, якщо x ∈ [100;+∞).

Обчислити iнтеграли :

9.
∫ 1

−1
(x2 + 1)dF (x), F (x) =

{
1, −1 ≤ x ≤ 0;

arctan 1
x , 0 < x ≤ 1.

10.
∫ a

0
x2d ln(1 + x), a > 0.

Завдання 4. Обчислити iнтеграл
∫
[a;b]

f(x)dF (x), якщо:

1. f(x) = x, F (x) = cos x, [a, b] =
[
0; π

2

]
;

2. f(x) = sin x, F (x) = |x|, [a, b] = [−1; 1];

3. f(x) = x3 + 1, F (x) =





x + 2, якщо x ∈ [−2;−1];
2, якщо x ∈ (−1; 0);

x2 + 3, якщо x ∈ [0; 2];
[a, b] = [−2, 2];

4. f(x) = 2x, F (x) = sign cosx, [a, b] = [0; 2π];

5. f(x) = x2 + 1, F (x) =
{

1, якщо x ∈ [−1; 0];
arctg 1

x , якщо x ∈ (0; 1]; [a, b] = [−1, 1];

6. f(x) = 1
[x]! , F (x) = x, [a, b) = [1,∞);
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7. f(x) = x2, F (x) =





−1, якщо x < −π
2 ;

sin x, якщо − π
2 ≤ x < π

2 ;
1, якщо x ≥ π

2 ;
(a, b) = (−∞,+∞).

Зобразити функцiю обмеженої варiацiї f(x) на вiдрiзку [a, b] у виглядi рiзницi двох зростаючих
функцiй:

8. f(x) = cos x, a = 2π, b = 4π;

9. f(x) =




−x2, при x ∈ [0; 1);

0, при x = 1;
1, при x ∈ (1; 2],

a = 0, b = 2.

10. Довести, якщо V (f, [a; b]) < ∞, то V (|f |, [a; b]) < ∞. Чи має мiсце обернене твердження? Навести
приклад.
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