
Завдання 1. Для множини A ⊂ X покладемо: χA(x) =
{

1, якщо x ∈ A;
0, якщо x∈A.

Нехай {x1, x2} ∈ X. Чи

буде µ мiрою на 2X якщо ∀E ⊂ X :

1. µ(E) = |χE(x1)− χE(x2)|;
2. µ(E) = (χE(x1) + χE(x2))

2;

3. µ(E) = 2− χE(x1)− χE(x2); E 6= ∅, µ(∅) = 0;

4. µ(E) = 2χE(x1) + 3χE(x2);

5. µ(E) = 1− χE(x1), E 6= ∅, µ(∅) = 0.

Нехай µ - мiра на σ-алгебрi σA,

{An, n ≥ 1} ⊂ σA,Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . .

Знайти µ (∪∞n=1An), якщо:

6. µ(An) = 1
n(n+1) ;

7. µ(An) = 1
(3n−2)(3n+1) ;

8. µ(An) = 1
2n + 1

3n ;

9. µ(An) = (−1)n

(2n)! ;

10. µ(An) = 2n

n! .

Завдання 2. Нехай λ1 – мiра Лебега на прямiй. Довести, що множина A – борелiвська i знайти λ1(A),
якщо:

1. A = ∪∞n=1

(
n− 1

2n ;n + 1
2n

)
;

2. A = ∪∞n=1[n
2 − π

3n+5 ; n2 + π
3n+5 ];

3. A = ∪∞n=1

(
1

(n+1)2 ; 1
n2

)
;

4. A = ∪∞n=1

(
nn; nn + 1

ln(n+1)

)
∩Q;

5. A = ∪∞n=1

[
3n; 3n + 1

3n

] \Q;

6. A = ∪∞n=1(−10; arctg n) \Q;

7. A = ∪∞n=1

(
1

ln(n+2) ;
1

ln(n+1)

)
;

8. A = ∪∞n=1

[
n3 − 1

5n ; n3 + 1
5n

] ∩ (R\Q) ;

9. A = ∪∞n=1

(
1

n+3 ; 1
n+4

)
\Z;

10. A = ∪∞n=1

(
n!;n! + 1

n2

) ∩Q.

Завдання 3. Нехай A ⊂ R2. Довести, що A – борелiвська множина i знайти λ2(A), якщо:

1. A = (R\Q)× (R\Q) ;

2. A = Q×R;

3. A = {x : sin x ∈ Q} ×R;

4. A = {x : ex ∈ R \Q} × [0; 1];
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5. A = (0; 3]× [1; 2) \ (Q×Q);

6. A = (a; b]× (c;∞), a < b;

7. A = ((0; 3]× [1; 2]) \ (Q×Q);

8. A = {x : cos x ∈ Q} ×R;

9. A = {x : ex ∈ R \Q} × [0; 1];

10. A = {x : ctg x ∈ Q} × (R\Q) .

Завдання 4. Побудувати послiдовнiсть {An, n ≥ 1} борелiвських множин на прямiй (в прикладах
1,2,3,4,5) i на площинi (в прикладах 6,7,8,9,10) таку, що

1. λ1(An) = 1, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R;

2. λ1(An) = +∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ1 (∩∞n=1An) = 0;

3. λ1(An) = +∞, n ≥ 1, ∩∞n=1An = N;

4. λ1(An) = +∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ1 (∩∞n=1An) = 3;

5. λ1(An) = 2, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R;

6. λ2(An) = π, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R2;

7. λ2(An) = 1
n2 , n ≥ 1, ∩∞n=1An = Q× Z;

8. λ2(An) = ∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ2(∩∞n=1An) = 0;

9. λ2(An) = 1
2n , n ≥ 1, ∩∞n=1An = R× {0};

10. λ2(An) = 1
2n , n ≥ 1, ∩∞n=1An = Z× Z.

Завдання 5.

1. Довести, що будь-яка вимiрна множина E на прямiй, яка має додатну лiнiйну мiру p, мiстить
вимiрну пiдмножину мiри q, де q – довiльне задане додатне число: 0 < q < p.

2. Довести, що будь-яка вимiрна множина E на прямiй (не обов’язково обмежена), така, що µ(E) =
p > 0, мiстить вимiрну пiдмножину мiри q, де q – довiльне задане додатне число: 0 < q < p.

3. Нехай A ⊂ R – вимiрна за Лебегом множина, A мiстить хоча б одну внутрiшню точку. Довести,
що λ1(A) > 0.

4. Чи можна побудувати на [a; b] замкнену множину лiнiйної мiри b− a, вiдмiнну вiд вiдрiзка [a; b]?

5. Чи може перетин вимiрних множин ∩∞n=1En, де E1 ⊃ E2 ⊃ E3 ⊃ . . . i µ(En) = +∞, n ≥ 1, мати
нескiнченну мiру? Чи може цей перетин мати скiнченну мiру або мiру нуль?

6. Чи може сума ∪∞n=1En, де E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . . мати скiнченну мiру або нескiнченну мiру, якщо
мiра кожної En скiнченна?

7. Чи може вимiрна необмежена множина на прямiй мати скiнченну додатну мiру?

8. Довести, що якщо E – вимiрна множина на прямiй додатної мiри, то в нiй знайдуться точки,
вiддаль мiж якими iррацiональна.

9. Нехай X = N – множина натуральних чисел, а P – сукупнiсть всiх скiнченних пiдмножин (вклю-
чаючи й порожню множину ∅) множини X. Для кожної множини A ∈ P визначимо число µ0(A),
що дорiвнює кiлькостi елементiв множини A. Побудувати лебегово продовження мiри µ0.

10. Нехай на вiдрiзку X = [0; 1] задана невiд’ємна функцiя f(x). Для кожної скiнченної множини A =
{x1, x2, . . . , xn} точок вiдрiзка [0; 1] покладемо µ(A) =

∑n
k=1 f(xk). Довести, що функцiя множин

µ є злiченно-аддитивною, але не є σ-скiнченною мiрою.
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