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4 ÏåðåäìîâàÓ ìåòîäè÷íèõ âêàçiâêàõ ó âiäïîâiäíîñòi äî äiþ÷èõ ïðîãðàì ç êóð-ñó
”
Ìåòîäèêà âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè“ äëÿ äåðæàâíèõ óíiâåðñèòåòiâäàíî ðîçðîáêó øiñòíàäöÿòè ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ç öi¹¨ äèñöèïëiíè.Ñòðóêòóðà êîæíîãî iç ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ó âêàçiâêàõ ¹ òàêîþ:1) ïîäà¹òüñÿ ïëàí éîãî ïðîâåäåííÿ;2) íàâîäÿòüñÿ ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿ;3) äàþòüñÿ çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòèñòóäåíòiâ.Çìiñò òà îáñÿã ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ïiäiáðàíèé òàê, ùîá ïðè ¨õïðîâåäåííi ïîãëèáèòè çíàííÿ ñòóäåíòiâ � ìàéáóòíiõ âèêëàäà÷iâ ìà-òåìàòèêè ç òàêèõ ïèòàíü:
• ðîçâèòêó ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ êóëüòóðè ó÷íiâ;
• ðîçóìiííÿ ñóòi òà îñîáëèâîñòåé òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü;
• ðåàëiçàöi¨ â ïðîöåñi íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè â øêîëi çìiñòîâíèõëiíié, ùî ñòîñóþòüñÿ âèâ÷åííÿ �óíêöié, ðiâíÿíü òà íåðiâíî-ñòåé;
• ìåòîäèêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì;
• ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëàíiìåòðè÷íèõ òà ñòåðåîìåòðè÷íèõ çàäà÷ íàîá÷èñëåííÿ, äîâåäåííÿ òà ïîáóäîâó;
• âèêîðèñòàííÿ êîîðäèíàòíîãî òà âåêòîðíîãî ìåòîäiâ ïðè ðîçâ'ÿ-çóâàííi çàäà÷;
• îñîáëèâîñòåé âèâ÷åííÿ ïåðøèõ ðîçäiëiâ ñòåðåîìåòði¨ òà ìíîãî-ãðàííèêiâ.Äëÿ âèêîíàííÿ ñàìîñòiéíèõ çàâäàíü ñòóäåíòè ïîâèííi îïðàöþâà-òè âiäïîâiäíi ïiäðó÷íèêè òà ïîñiáíèêè, íàóêîâî-ìåòîäè÷íó ëiòåðàòó-ðó, îçíàéîìèòèñü ç äîñâiäîì êðàùèõ â÷èòåëiâ-ïðàêòèêiâ.�îçðîáëåíèìè ó ìåòîäè÷íèõ âêàçiâêàõ çàíÿòòÿìè ìîæíà êîðè-ñòóâàòèñü ÿê ïðè ïðîâåäåííi ëàáîðàòîðíèõ, òàê i ïðàêòè÷íèõ çàíÿòüç ìåòîäèêè âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè.Íà ïðîâåäåííÿ çàíÿòòÿ ïîòðiáíî âiäâîäèòè 2 ãîä, â îêðåìèõ âè-ïàäêàõ � 4 ãîä.Äàíi ìåòîäè÷íi âêàçiâêè ñêëàäåíi íà îñíîâi áàãàòîði÷íîãî äîñâiäóðîáîòè ¨õ àâòîðiâ. Àâòîðè



5Ç à í ÿ ò ò ÿ 1Ìàòåìàòè÷íi ïîíÿòòÿ òà òâåðäæåííÿ.Ñòðóêòóðà ìàòåìàòè÷íèõ òåîðåìÏëàí1. Çìiñò i îáñÿã ïîíÿòòÿ.2. Âèäè îçíà÷åíü òà âèìîãè äî íèõ.3. Êëàñè�iêàöiÿ ïîíÿòü.4. Âèäè òåîðåì òà çâ'ÿçîê ìiæ íèìè.5. Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÏîíÿòòÿ ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ �îðì ìèñëåííÿ. Äóìêà ïðî îá'¹êò,â ÿêié âiäîáðàæàþòüñÿ çàãàëüíi òà iñòîòíi éîãî îçíàêè, íàçèâà¹òüñÿïîíÿòòÿì. Ó ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòòÿõ âiäîáðàæàþòüñÿ, â îñíîâíîìó,ïðîñòîðîâi �îðìè i êiëüêiñíi âiäíîøåííÿ îá'¹êòiâ ìàòåðiàëüíîãî ñâi-òó. �îçðiçíÿþòü îñíîâíi (iñòîòíi), âiäîêðåìëþâàëüíi i ñóïåðå÷ëèâiîçíàêè äàíîãî ïîíÿòòÿ. ßêùî äåÿêà îçíàêà íàëåæèòü âñiì îá'¹êòàì,ÿêi îõîïëþþòüñÿ äàíèì ïîíÿòòÿì, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíîþ;ÿêùî äåÿêèì, àëå íå âñiì, � òî âiäîêðåìëþâàëüíîþ; ÿêùî æîäíîìóîá'¹êòó � òî ñóïåðå÷ëèâîþ. Âàæëèâî, ùîá âiäîêðåìëþâàëüíi îçíà-êè íå âèäàâàëèñÿ çà îñíîâíi, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ â ïðàêòèöi âèâ÷åííÿìàòåìàòèêè.Ñóêóïíiñòü âñiõ iñòîòíèõ îçíàê äàíîãî ïîíÿòòÿ ñêëàäà¹ éîãî çìiñò.Îáñÿã ïîíÿòòÿ � öå ñóêóïíiñòü âñiõ îá'¹êòiâ, ÿêi îõîïëþþòüñÿ äàíèìïîíÿòòÿì.Ìiæ çìiñòîì òà îáñÿãîì ïîíÿòòÿ iñíó¹ òàêà çàëåæíiñòü: ÷èì áiëü-øèé îáñÿã ïîíÿòòÿ, òèì ìåíøèé éîãî çìiñò, i íàâïàêè.Îáñÿãè ïîíÿòü ïðèéíÿòî çîáðàæàòè êðóãàìè Åéëåðà (ðèñ. 1).Çìiñò ïîíÿòòÿ
”
ïðÿìîêóòíèê“ áiëüøèé çà çìiñò ïîíÿòòÿ

”
ïàðàëå-ëîãðàì“, çìiñò ïîíÿòòÿ

”
�óíêöiÿ“ ìåíøèé çà çìiñò ïîíÿòòÿ

”
îáåð-íåíà �óíêöiÿ“.ßêùî îáñÿã îäíîãî ïîíÿòòÿ ¹ ÷àñòèíîþ îáñÿãó äðóãîãî, òî ïåðøåïîíÿòòÿ íàçèâàþòü âèäîâèì, à äðóãå � ðîäîâèì.
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îáîðîòíi �óíêöi¨�óíêöi¨
�èñ. 1.Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ïîíÿòü ââîäèòüñÿ â ðîçãëÿä ÷åðåç îçíà÷åí-íÿ. Îçíà÷åííÿì íîâîãî ïîíÿòòÿ â íàóöi ââàæàþòü òiëüêè òàêå �îð-ìóëþâàííÿ, ÿêå ïîâíiñòþ çâîäèòü äàíå ïîíÿòòÿ äî âæå âiäîìèõ ïî-íÿòü òi¹¨ ñàìî¨ íàóêè. ßñíî, ùî äàòè îçíà÷åííÿ âñiì ïîíÿòòÿì íå-ìîæëèâî. Â ïðîöåñi âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè íåìèíó÷å ïðèõîäèìî äîïåðøîïî÷àòêîâèõ ïîíÿòü, ÿêi íàçèâàþòü ùå îñíîâíèìè, ïåðâiñíèìèàáî íåîçíà÷óâàíèìè ïîíÿòòÿìè.Äî ïåðâiñíèõ ïîíÿòü òà âiäíîøåíü â øêiëüíîìó êóðñi ïëàíiìå-òði¨ òåïåð âiäíîñÿòü òàêi:

”
òî÷êà“,

”
ïðÿìà“,

”
íàëåæèòü“ (äëÿ òî÷îêi ïðÿìèõ),

”
ëåæèòü ìiæ“ (äëÿ òî÷îê íà ïðÿìié),

”
ìiðà“ (äîâæèíàâiäðiçêà; ãðàäóñíà ìiðà êóòà).Âàæëèâî ðîçðiçíÿòè íåîçíà÷óâàíi ïîíÿòòÿ i îçíà÷óâàíi ïîíÿòòÿ.Â ïðîöåñi äîâåäåíü îçíà÷óâàíi ïîíÿòòÿ, ÿê ïðàâèëî, çàìiíÿþòü ¨õîçíà÷åííÿìè.Íàé÷àñòiøå ïîíÿòòÿ ââîäÿòüñÿ â ðîçãëÿä ÷åðåç îçíà÷åííÿ òàêèìèñïîñîáàìè:1) ÷åðåç íàéáëèæ÷èé ðiä i âèäîâó îçíàêó;2) ãåíåòè÷íî (êîíñòðóêòèâíî);3) ó âèãëÿäi �îðìóë;4) ÷åðåç ïåðåëiê.Ïðè öüîìó ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî â îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãîïîíÿòòÿ âêëþ÷àþòü òàêi îçíàêè, êîæíà ç ÿêèõ ¹ íåîáõiäíîþ, à âñóêóïíîñòi âîíè ¹ äîñòàòíiìè, ùîá âèäiëèòè íîâå ïîíÿòòÿ âiä ðàíiøåââåäåíèõ.Öiêàâèì ¹ ïèòàííÿ ïðî åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ äàíîãî ïîíÿòòÿ,êëàñè�iêàöiÿ ïîíÿòü, ç ÿêèìè îáîâ'ÿçêîâî ñëiä ïîçíàéîìèòè ó÷íiâ.



7Â ìàòåìàòèöi çóñòði÷àþòüñÿ ç äâîìà îñíîâíèìè òèïàìè òâåð-äæåíü: àêñiîìàìè i òåîðåìàìè.Àêñiîìà (áóêâàëüíèé ïåðåêëàä � ãiäíiñòü, ïîâàãà, àâòîðèòåò) �öå òâåðäæåííÿ, ÿêå â äàíié íàóêîâié òåîði¨ ïðèéìà¹òüñÿ áåç äîâåäå-ííÿ.Òåîðåìà (áóêâàëüíèé ïåðåêëàä � ïðèäèâëÿþñÿ, ñïîñòåðiãàþ) �öå òâåðäæåííÿ, â iñòèííîñòi ÿêîãî ïåðåêîíóþòüñÿ øëÿõîì ëîãi÷íèõìiðêóâàíü (äîâåäåíü).Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü òåîðåì ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó: A ⇒ B (ÿêùî
A, òî B), äå A � óìîâà òåîðåìè, B � âèñíîâîê. ßêùî ïîìiíÿòè óìî-âó i âèñíîâîê òåîðåìè A ⇒ B, ÿêó, çàçâè÷àé, íàçèâàþòü ïðÿìîþ, òîîäåðæèìî òåîðåìó B ⇒ A � îáåðíåíó òåîðåìó äî ïðÿìî¨. Çàïåðå÷èâ-øè óìîâó i âèñíîâîê ïðÿìî¨ òåîðåìè, îäåðæèìî òåîðåìó Ā ⇒ B̄ �ïðîòèëåæíó äî ïðÿìî¨. Çàïåðå÷èâøè óìîâó i âèñíîâîê îáåðíåíî¨ òå-îðåìè, îäåðæèìî òåîðåìó B̄ ⇒ Ā � ïðîòèëåæíó äî îáåðíåíî¨ (îáåð-íåíó äî ïðîòèëåæíî¨).Ëåãêî îá ðóíòóâàòè ðiâíîñèëüíiñòü íàñòóïíèõ äâîõ ïàð òåîðåì:1) A ⇒ B i B̄ ⇒ Ā; 2) B ⇒ A i Ā ⇒ B̄. Öi¹þ ðiâíîñèëüíiñòþ, ó ðîçó-ìiííi, ùî íàçâàíi ïàðè òåîðåì ¹ îäíî÷àñíî iñòèííèìè àáî õèáíèìè,íåðiäêî êîðèñòóþòüñÿ ó ïðîöåñi äîâåäåíü.Îáåðíåíà òåîðåìà äî ïðÿìî¨ ìîæå áóòè iñòèííîþ àáî õèáíîþ. Àòîìó ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî îáåðíåíó òåîðåìó çàâæäè ïîòðiáíî äîâî-äèòè; i ùî íå ìîæíà ïiäìiíÿòè äîâåäåííÿ ïðÿìî¨ òåîðåìè äîâåäåííÿìîáåðíåíî¨.Áåçïîñåðåäíüî ç ñòðóêòóðîþ òåîðåì ïîâ'ÿçàíå ïèòàííÿ ïðî íåîá-õiäíi i äîñòàòíi óìîâè. ßêùî iñòèííîþ ¹ òåîðåìà A ⇒ B, òî óìîâà Aíàçèâà¹òüñÿ äîñòàòíüîþ äëÿ B, à B íàçèâàþòüñÿ íåîáõiäíîþ óìîâîþäëÿ A.ßêùî âiðíîþ ¹ îáåðíåíà òåîðåìà äî ïðÿìî¨, òî �îðìóëþâàííÿòàêèõ äâîõ òåîðåì ìîæíà îá'¹äíàòè ç âèêîðèñòàííÿì îäíîãî ç òà-êèõ ñëîâîñïîëó÷åíü:

”
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî“,

”
òi i òiëüêè òi“,

”
òîäi iòiëüêè òîäi“,

”
êðèòåðié“.



8Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Äëÿ ïîíÿòü
”
êâàäðàò“,

”
ðîìá“,

”
ïðÿìîêóòíèê“ òà

”
ïàðàëå-ëîãðàì“ íàçâàòè îñíîâíi, âiäîêðåìëþâàëüíi òà ñóïåðå÷ëèâi îçíàêè(âëàñòèâîñòi).2. Íàâåñòè ïðèêëàä îçíà÷åíü: à) ÷åðåç íàéáëèæ÷èé ðiä i âèäîâóîçíàêó; á) ãåíåòè÷íèõ (êîíñòðóêòèâíèõ).3. ßêi ç íèæ÷å íàâåäåíèõ íèæ÷å ðiâíîñòåé ¹ îçíà÷åííÿìè:

(−a)(−b) = ab; a−n =
1

an
; an : ak = an−k; a

n

k = k
√
an; a1 = a;

0! = 1; n! = 1 · 2 · 3 · · ·n; tg x =
sinx

cosx
; cos 2x = cos2 x− sin2 x?4. Çîáðàçèòè êðóãàìè Åéëåðà îáñÿãè òàêèõ ïîíÿòü:à)

”
íàòóðàëüíå ÷èñëî“,

”
öiëå ÷èñëî“,

”
öiëå íåïàðíå ÷èñëî“;á)

”
�óíêöiÿ“,

”
ïàðíà �óíêöiÿ“,

”
íåïàðíà �óíêöiÿ“.5. Ñïðîñòóâàòè ïîìèëêè íàâåäåííÿì êîíòðïðèêëàäiâ ó òàêèõ îç-íà÷åííÿõ:à) ïàðàëåëîãðàìîì íàçèâà¹òüñÿ ìíîãîêóòíèê, ó ÿêîãî ïðîòèëåæíiñòîðîíè ïîïàðíî ïàðàëåëüíi;á) ÷îòèðèêóòíèê iç ðiâíèìè äiàãîíàëÿìè íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêó-òíèêîì;â) ñåðåäíüîþ ëiíi¹þ òðèêóòíèêà íàçèâà¹òüñÿ ëiíiÿ, ùî ñïîëó÷à¹ñåðåäèíè äâîõ éîãî ñòîðií;ã) ïðàâèëüíîþ íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiðàìiäà, â îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòüïðàâèëüíèé ìíîãîêóòíèê;ä) àðêñèíóñîì ÷èñëà a íàçèâà¹òüñÿ òàêå ÷èñëî, ùî ñèíóñ éîãî äî-ðiâíþ¹ a.6. Íàâåñòè ïðèêëàäè åêâiâàëåíòíèõ îçíà÷åíü ïîíÿòòÿ.7. Íàâåñòè îäíó iç ìîæëèâèõ êëàñè�iêàöié òàêèõ ïîíÿòü:

”
òðè-êóòíèê“,

”
÷îòèðèêóòíèê“,

”
äiéñíå ÷èñëî“. Çîáðàçèòè ¨¨ êðóãàìè Åé-ëåðà i áëîê-ñõåìàìè.8. Íàâåñòè ïðèêëàäè òåîðåì: à) äî ÿêèõ îáåðíåíi ¹ âiðíèìè; á) äîÿêèõ îáåðíåíi ¹ õèáíèìè.9. Äëÿ òåîðåì

”
ßêùî êóòè ðiâíi, òî âîíè âåðòèêàëüíi“ i

”
ßêùî

āb̄ = 0 (ā i b̄ � íåíóëüîâi âåêòîðè), òî âåêòîðè ā i b̄ ïåðïåíäèêóëÿðíi“ñ�îðìóëþâàòè: îáåðíåíi, ïðîòèëåæíi òåîðåìè; îáåðíåíi äî ïðîòèëå-æíèõ òåîðåì. ßêi iç ñ�îðìóëüîâàíèõ òåîðåì ¹ âiðíèìè?10. Ñ�îðìóëþâàòè i äîâåñòè îáåðíåíi òåîðåìè äî íàâåäåíèõ íèæ-÷å òåîðåì. Îá'¹äíàòè �îðìóëþâàííÿ ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ òåîðåì.



9à) ßêùî ÷îòèðèêóòíèê � ïàðàëåëîãðàì, òî éîãî ïðîòèëåæíi ñòî-ðîíè ðiâíi.á) Ïðîòèëåæíi êóòè ïàðàëåëîãðàìà ðiâíi ìiæ ñîáîþ.â) Â ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ìåäiàíà ïðîâåäåíà ç âåðøèíè ïðÿ-ìîãî êóòà äî ãiïîòåíóçè, äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi öi¹¨ ãiïîòåíóçè.å) ßêùî òðèêóòíèê � ïðÿìîêóòíèé, òî sin∠A+sin∠B = cos∠A+
+cos∠B, äå ∠A, ∠B � ãîñòði êóòè òðèêóòíèêà.ä) ßêùî êóòè òðèêóòíèêà ABC çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ
cos2 ∠A+ cos2 ∠B + cos2 ∠C = 1, òî òðèêóòíèê ABC � ïðÿìî-êóòíèé.11.Íàâåñòè ïðèêëàäè óìîâ: à) íåîáõiäíèõ, àëå íå äîñòàòíiõ; á) äî-ñòàòíiõ, àëå íå íåîáõiäíèõ; â) íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ.12. Äëÿ òîãî, ùîá ïðèíàéìíi îäèí iç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ x2 + px+

+ q = 0 äîðiâíþâàâ íóëåâi íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá q = 0. Äîâåñòèöå. 13. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {an} ¹ àðè�ìåòè÷íîþ ïðîãðåñi¹þòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ak =
ak−1+ak+1

2 , äå k = 2, 3, . . . , n, . . .14. Äëÿ òîãî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü {bn} áóëà ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðå-ñi¹þ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá b2k = bk−1bk+1, äå k = 2, 3, . . . , n, . . .Äîâåñòè öå.15. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, a i b � äåÿêi âçà¹ìíîïðîñòi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äîâåñòè, ùî n äiëèòüñÿ íà ab òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè n äiëèòüñÿ íà êîæíå iç ÷èñåë a i b.16. Äëÿ òîãî, ùîá òðèêóòíèê áóâ ðiâíîáåäðåííèì íåîáõiäíî i äî-ñòàòíüî, ùîá éîãî äâi éîãî ìåäiàíè áóëè ðiâíi. Äîâåñòè öå.17. Ïîêàçàòè, ùî ÷îòèðèêóòíèê ¹ ïàðàëåëîãðàìîì òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè éîãî äiàãîíàëi òî÷êîþ ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ ïîïîëàì.18.Äîâåñòè, ùî òðèêóòíèê ABC � ðiâíîáåäðåííèé ç âåðøèíîþAòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà sin∠A = 2 cos∠B cos∠C.19.Äëÿ òîãî, ùîá ìíîãî÷ëåí f(x) = a0x
n+a1x

n−1+· · ·+an−1x+anäiëèâñÿ íà ëiíiéíèé ìíîãî÷ëåí x−c íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá f(c) = 0.Äîâåñòè öå.20. Íåõàé a, b, c � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Äîâåñòè, ùî êâàäðàòíèéòðè÷ëåí ax2 + bx + c ïðèéìà¹ öiëi çíà÷åííÿ äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãîçíà÷åííÿ x òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 2a, a+ b, c � öiëi ÷èñëà.



10Ç à í ÿ ò ò ÿ 2Ìåòîäè äîâåäåíü ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíüÏëàí1. Iíäóêòèâíi ìåòîäè äîâåäåíü: íåïîâíà, ïîâíà òà ìàòåìàòè÷íàiíäóêöi¨.2. Àíàëîãiÿ òà ¨¨ âèêîðèñòàííÿ.3. Ñèíòåòè÷íèé òà àíàëiòè÷íèé ìåòîäè � ðiçíîâèäíîñòi äåäóêòèâ-íèõ ìåòîäiâ.4. Äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ñî�içìè â äîâåäåííÿõ.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÂ íàâ÷àííi ìàòåìàòèöi çóñòði÷àþòüñÿ ç iíäóêòèâíèì òà äåäóêòèâ-íèì äîâåäåííÿìè. Ñåðåä iíäóêòèâíèõ ìåòîäiâ äîâåäåííÿ âèäiëÿþòüíåïîâíó, ïîâíó òà ìàòåìàòè÷íó iíäóêöi¨.Óìîâèâiä, ïðè ÿêîìó çàãàëüíèé âèñíîâîê ðîáèòüñÿ íà îñíîâi ðîç-ãëÿäó íå âñiõ ìîæëèâèõ îêðåìèõ âèïàäêiâ íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ií-äóêöi¹þ. Ñõåìàòè÷íî íåïîâíó iíäóêöiþ ìîæíà ïîäàòè òàê: êîæåí çåëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xk ìíîæèíèM ìà¹ âëàñòèâiñòü P . x1, x2, . . . , xkíå âè÷åðïóþòü âñiõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè. Âñi åëåìåíòè ìíîæèíè
M ìàþòü âëàñòèâiñòü P .Óìîâèâiä, ïðè ÿêîìó çàãàëüíèé âèñíîâîê ðîáèòüñÿ íà îñíîâi ðîç-ãëÿäó âñiõ ìîæëèâèõ îêðåìèõ âèïàäêiâ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ iíäóêöi-¹þ. Ñõåìàòè÷íî: êîæåí ç åëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xk ìíîæèíè M ìà¹âëàñòèâiñòü P . x1, x2, . . . , xk âè÷åðïóþòü âñi åëåìåíòè ìíîæèíè M .Âñi åëåìåíòè ìíîæèíè M ìàþòü âëàñòèâiñòü P .Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨  ðóíòó¹òüñÿ íà ìàòåìàòè÷íîìó òâåð-äæåííi, ÿêå ïðèéìà¹òüñÿ áåç äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ íàçèâà¹òüñÿïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ i �îðìóëþ¹òüñÿ òàê: ÿêùî âèñëîâ-ëþâàííÿ S(n) iñòèííå äëÿ n = 1 i iç ïðèïóùåííÿ, ùî âîíî iñòèííåäëÿ n = k (k ≥ 1) âèïëèâà¹, ùî âîíî iñòèííå äëÿ n = k + 1, òîâèñëîâëþâàííÿ S(n) iñòèííå äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n.Íåïîâíà iíäóêöiÿ íå ¹ ñòðîãèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ. Íåþ êîðèñòó-þòüñÿ äëÿ âiäêðèòòÿ ãiïîòåçè, iñòèííiñòü ÿêî¨ ïîòðiáíî äîâåñòè àáîñïðîñòóâàòè ¨¨.Ïðèêëàä 1. Âèâåñòè �îðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè n ïåðøèõíåïàðíèõ ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó.



11�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé S(n) = 1 + 3 + · · · + (2n − 1) (n ∈ N).Òîäi S(1) = 1, S(2) = 1 + 3 = 4, S(3) = 1 + 3 + 5 = 9. Çà íåïîâíîþiíäóêöi¹þ ëåãêî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ñóìà S(n) = n2. Äîâåäåìî öåìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.Äëÿ n = 1, î÷åâèäíî, �îðìóëà ñóìè iñòèííà. Ïðèïóñòèìî, ùî öÿ�îðìóëà ¹ iñòèííîþ äëÿ n = k, äå k � äåÿêå �iêñîâàíå íàòóðàëüíå÷èñëî. Òîáòî S(k) = k2. Äîâåäåìî, ùî òîäi âîíà áóäå iñòèííîþ äëÿ
n = k + 1, àáî òåæ ñàìå, ùî S(k + 1) = (k + 1)2. Äiéñíî,
S(k + 1) = 1 + 3 + · · ·+ (2k − 1) + (2k + 1) =

= S(k) + (2k + 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.Îòæå, �îðìóëà 1+ 3+ · · ·+(2n− 1) = n2 ¹ iñòèííîþ äëÿ äîâiëüíîãîíàòóðàëüíîãî n.Ìåòîäè ïîâíî¨ òà ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöié ¹ ñòðîãèìè ìåòîäàìèäîâåäåííÿ.Êðiì íåïîâíî¨ iíäóêöi¨ äëÿ âiäêðèòòÿ ãiïîòåç êîðèñòóþòüñÿ àíà-ëîãi¹þ. Óìîâèâiä âiä ñõîæîñòi äâîõ îá'¹êòiâ çà îäíèìè îçíàêàìè äîñõîæîñòi öèõ îá'¹êòiâ çà iíøèìè îçíàêàìè íàçèâà¹òüñÿ àíàëîãi¹þ.Ñõåìàòè÷íî àíàëîãiþ ìîæíà ïîäàòè òàê: A ìà¹ âëàñòèâîñòi P1, P2,
P3, P4; B ìà¹ âëàñòèâîñòi P1, P2, P3; ìîæëèâî i B ìà¹ âëàñòèâiñòü
P4.Ñåðåä äåäóêòèâíèõ ìåòîäiâ äîâåäåíü âèäiëÿþòü ñèíòåòè÷íèé òààíàëiòè÷íèé ìåòîäè äîâåäåíü. Ïiä ñèíòåòè÷íèì ìåòîäîì äîâåäåííÿðîçóìiþòü øëÿõ ëîãi÷íîãî ìiðêóâàííÿ âiä äàíîãî äî øóêàíîãî (âiäâiäîìîãî äî íåâiäîìîãî). Øëÿõ ëîãi÷íîãî ìiðêóâàííÿ âiä øóêàíîãîäî äàíîãî (âiä íåâiäîìîãî äî âiäîìîãî) íàçèâàþòü àíàëiòè÷íèì ìåòî-äîì äîâåäåííÿ. Ñèíòåòè÷íèé ìåòîä äîâåäåííÿ ¹ ñòðîãèì äåäóêòèâ-íèì ìåòîäîì, àíàëiòè÷íèé (éîãî ðiçíîâèäíiñòü � íèçõiäíèé àíàëiç)âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âiäøóêàííÿ ïëàíó äîâåäåííÿ àáî çàïåðå÷åííÿñ�îðìóëüîâàíîãî òâåðäæåííÿ.Ïðèêëàä 2. Êîðèñòóþ÷èñü íèçõiäíèì àíàëiçîì çíàéòè ïëàí äî-âåäåííÿ íåðiâíîñòi a

b
+ b

a
≥ 2, äå a, b � áóäü-ÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà.Äîâåäåííÿ î�îðìèòè ñèíòåòè÷íèì ìåòîäîì.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Âèõîäèìî iç òâåðäæåííÿ, ÿêå ïîòðiáíî äîâåñòè.Ââàæà¹ìî, ùî âîíî iñòèííå. Òîäi ìà¹ìî

a2 + b2 ≥ 2ab ⇔ a2 − 2ab+ b2 ≥ 0 ⇔ (a− b)2 ≥ 0.Î�îðìëåííÿ äîâåäåííÿ ñèíòåòè÷íèì ìåòîäîì âèãëÿäàòèìå, íà-ïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì.



12 Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a, b ìà¹ ìi-ñöå íåðiâíiñòü (a−b)2 ≥ 0. Çâiäñè a2−2ab+b2 ≥ 0. Òîìó a2+b2 ≥ 2ab.Îñêiëüêè ab > 0, òî ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòiíà ab îäåðæèìî, ùî a
b
+ b

a
≥ 2.Çàóâàæèìî, ùî äîäàòêîâi óìîâè ìîæíà ïîñëàáèòè. Äîñèòü ââà-æàòè, ùî ab > 0.�içíîâèäíiñòü àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó äîâåäåííÿ � âèñõiäíèé àíàëiç¹ ñòðîãèì äåäóêòèâíèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ. Ñóòü éîãî ïîëÿãà¹ îñüâ ÷îìó. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ A ⇒ B ïîñòóïàþòü òàê: äëÿ

B ïiäáèðàþòü äîñòàòíþ óìîâó B1, òàê, ùîá áóëà âiðíîþ iìïëiêàöiÿ
B1 ⇒ B. Äëÿ B1 ïiäáèðàþòü äîñòàòíþ óìîâó B2, òàê, ùîá áóëàâiðíîþ iìïëiêàöiÿ B2 ⇒ B1. Öåé ïðîöåñ ïðîäîâæóþòü äî òèõ ïið,ïîêè íå îäåðæàòü iìïëiêàöiþ A ⇒ Bn. Òîäi âiðíèì ¹ i òâåðäæåííÿ
A ⇒ B. Ñïðàâäi òóò íàÿâíîþ ¹ òàêà ñèòóàöiÿ

(A ⇒ Bn) ∧ (Bn ⇒ Bn−1) ∧ . . . ∧ (B2 ⇒ B1) ∧ (B1 ⇒ B).Çà çàêîíîì ñèëîãiçìó �îðìàëüíî¨ ëîãiêè îäåðæóþòü, ùî A ⇒ B.Â ïðîöåñi äîâåäåíü òâåðäæåíü ÷àñòî êîðèñòóþòüñÿ ìåòîäîì âiäïðîòèëåæíîãî, ñóòü ÿêîãî ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó: ïðèéìà¹òüñÿ çàiñòèííå òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ çàïåðå÷åííÿì òîãî, ùî ïîòðiáíî äîâåñòè, iøëÿõîì ëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü ïðèõîäÿòü äî ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ òâåð-äæåííÿ àáî ç ðàíiøå äîâåäåíèì òâåðäæåííÿì.Öiêàâèì äëÿ ó÷íiâ ¹ çàäà÷i íà âiäøóêàííÿ ïîìèëîê â äîâåäåííÿõ.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Êîðèñòóþ÷èñü íåïîâíîþ iíäóêöi¹þ çàïèñàòè �îðìóëè:à) äëÿ îá÷èñëåííÿ n-ãî ÷ëåíà àðè�ìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨;á) äëÿ îá÷èñëåííÿ n-ãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨;â) äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè êóáiâ n ïåðøèõ ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó;ã) äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè 12 − 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1n2.Çàïèñàíi �îðìóëè äîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.2. Íàâåñòè ïðèêëàäè íåïðàâèëüíèõ òâåðäæåíü, çðîáëåíèõ çà íå-ïîâíîþ iíäóêöi¹þ.3. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî ïðèáóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n:à) 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ (n− 1) · n = (n−1)n(n+1)
3 ;



13á) 1
1·3 + 1

3·5 + · · ·+ 1
(2n−1)·(2n+1) =

n
2n+1 ;â) 1

4·7 + 1
7·10 + · · ·+ 1

(3n+1)·(3n+4) =
n

4(3n+4) ;ã) 12

1·3 + 22

3·5 + · · ·+ n2

(2n−1)·(2n+1) =
n(n+1)
2(2n+1) ;ä) 1

2 + 2
22 + · · ·+ n

2n = 2− n+2
2n ;å) 1

2 + 3
22 + · · ·+ 2n−1

2n = 3− 2n+3
2n .4. Äîâåñòè, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n:à) n3 + 11n äiëèòüñÿ íà 6;á) 72n − 1 êðàòíå 48;â) 4n + 15n− 1 êðàòíå 9;ã) 10n + 18n− 28 êðàòíå 27.5. Êîðèñòóþ÷èñü ïîâíîþ iíäóêöi¹þ äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíîìóíàòóðàëüíîìó n:à) n(n+ 1)(2n+ 1) êðàòíå 6;á) n3 + 5n êðàòíå 6;ã) ñóìà êóáiâ òðüîõ ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íà 9.6. ßêùî ñóìó öè�ð äåÿêîãî äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà äîäàòè äî ¨¨êâàäðàòà, òî îäåðæèìî äàíå äâîöè�ðîâå ÷èñëî. Çíàéòè öå ÷èñëî.7. Çíàéòè äâîöè�ðîâå ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ ñóìi ñâî¨õ öè�ð i êâà-äðàòó ¨õ ðiçíèöi.8.Äîâåñòè, ùî ïëîùà òðèêóòíèêà ABC äîðiâíþ¹ 1

2AC·BC sin∠C.×îìó ïðè äîâåäåííi ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè âèïàäêè: 0◦ < ∠C < 90◦;
∠C = 90◦; 90◦ < ∠C < 180◦?9. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:à) |x+ 1|+ |x− 1| = 2;á) 4 sin x

(x−3)2 + | sinx| = 0;â) 9 cosx
(x+4)2 + | cosx| = 0;ã) |x+ 2|+ |x|+ |x− 2| = 4.10. Äîâåñòè, ùî ñóìà âiäñòàíåé âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè äàíîãî ïðà-âèëüíîãî òðèêóòíèêà äî éîãî ñòîðií ¹ âåëè÷èíà ñòàëà. Çà àíàëîãi¹þóçàãàëüíèòè öå òâåðäæåííÿ i äîâåñòè éîãî: à) äëÿ êâàäðàòà; á) ïðà-âèëüíîãî òåòðàåäðà; â) äîâiëüíîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîêóòíèêà.



14 11. Íàâåñòè ïðèêëàäè íåïðàâèëüíèõ òâåðäæåíü, çðîáëåíèõ çààíàëîãi¹þ.12. �îçâ'ÿçàòè òàêi äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü i çíàéòè àíàëîãiþ â ¨õðîçâ'ÿçóâàííi:à) 





x+ y = a,

y + z = b,

z + x = c;

á) 





xy = a,

yz = b,

zx = c.13. Êîðèñòóþ÷èñü íèçõiäíèì àíàëiçîì, çíàéòè ïëàí äîâåäåííÿíåðiâíîñòåé:à) x4 + y4 ≥ x3y + xy3, ÿêùî xy ≥ 0;á) 1
a
+ 1

b
≤ a

b2
+ b

a2 , ÿêùî a > 0, b > 0;â) (x+ y)
(

1
x
+ 1

y

)

≥ 4, ÿêùî x > 0, y > 0;ã) a√
b
+ b√

a
≥ √

a+
√
b, ÿêùî a > 0, b > 0.Äîâåäåííÿ î�îðìèòè ñèíòåòè÷íèì ìåòîäîì.14. Äîâåñòè ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî òàêi òâåðäæåííÿ:à) íå iñíó¹ âèïóêëîãî ìíîãîêóòíèêà, ÿêèé ìà¹ áiëüøå òðüîõ ãî-ñòðèõ êóòiâ;á) ÿêùî |ā+ b̄| = |ā|+ |b̄|, òî âåêòîðè ā i b̄ êîëiíåàðíi;â) a2

1+a4 ≤ 1
2 äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a.15. Êîðèñòóþ÷èñü âèñõiäíèì àíàëiçîì, äîâåñòè íàñòóïíi òâåð-äæåííÿ.à) ×åðåç äîâiëüíó òî÷êó âñåðåäèíi êðóãà ïðîâåäåíî ïó÷îê õîðä.Äîâåñòè, ùî äîáóòîê äîâæèí âiäðiçêiâ, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ êî-æíà ç öèõ õîðä äàíîþ òî÷êîþ ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ.á) ×åðåç òî÷êó, âçÿòó ïîçà êîëîì, ïðîâåäåíî äî êîëà äîòè÷íó AMòà ñi÷íó AC. Äîâåñòè, ùîAM2 = AB·AC, äåM � òî÷êà äîòèêó,

B, C � òî÷êè ïåðåòèíó ñi÷íî¨ ç äàíèì êîëîì.



15Ç à í ÿ ò ò ÿ 3Òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ â øêiëüíîìóêóðñi ìàòåìàòèêèÏëàí1. Ïîíÿòòÿ òîòîæíîñòi.2. Ìåòîäèêà âèâ÷åííÿ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü.3. Òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ iððàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÄâà âèðàçè íàçèâàþòüñÿ òîòîæíî ðiâíèìè, ÿêùî ïðè áóäü-ÿêèõçíà÷åííÿõ çìiííèõ âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ öèõ âèðàçiâ ðiâíi.Òîòîæíiñòþ íàçèâàþòü ðiâíiñòü, ïðàâèëüíó ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷å-ííÿõ çìiííèõ.Çàìiíó îäíîãî âèðàçó iíøèì, òîòîæíî ðiâíèì éîìó, íàçèâàþòüòîòîæíèì ïåðåòâîðåííÿì âèðàçó.Íàâåäåíi âèùå ïîíÿòòÿ ââîäÿòüñÿ â ðîçãëÿä ó 7-ìó êëàñi. Ó çâ'ÿç-êó iç âèâ÷åííÿì âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü çìiííi â çíàìåííèêó, iððàöiî-íàëüíèõ, òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà ëîãàðè�ìi÷íèõ âèðàçiâ, ïîíÿòòÿ òî-òîæíîñòi, òîòîæíî ðiâíèõ âèðàçiâ óòî÷íþ¹òüñÿ.Çîêðåìà, ó 8-ìó êëàñi äà¹òüñÿ òàêå îçíà÷åííÿ: ðiâíiñòü, ÿêà ¹ ïðà-âèëüíîþ äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ, ùî âõîäÿòü äî íå¨,íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíiñòþ.Äëÿ ñâiäîìîãî âèêîíàííÿ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü âèðàçiâ, ðîçóìi-ííÿ ¨õ ñóòi, â ïðîöåñi âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè äîöiëüíî çâåðòàòè óâàãóó÷íiâ íà òàêi ìîìåíòè:
• äâîñòîðîíí¹ çàñâî¹ííÿ �îðìóë, ùî âèâ÷àþòüñÿ íèìè;
• îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìiííî¨, ùî âõîäÿòü â ïåâíó �îð-ìóëó (òîòîæíiñòü);
• çàãàëüíèé õàðàêòåð �îðìóë.Ñïîñòåðåæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ó÷íi êðàùå çàñâîþþòü i âèêîðè-ñòîâóþòü �îðìóëè çëiâà íàïðàâî, íiæ ó çâîðîòíîìó íàïðÿìêó. Öåñëiä âðàõîâóâàòè ïðè ïiäáîði çàâäàíü äëÿ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü.Íà îäíié iç ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä ó÷íÿì áóëî çàïðîïîíîâàíîîá÷èñëèòè çíà÷åííÿ òàêîãî âèðàçó:

tg 4◦ · tg 8◦ + tg 8◦ · tg 12◦ + · · ·+ tg 172◦ · tg 176◦.



16Iç öèì çàâäàííÿì ó÷íi íå ñïðàâèëèñÿ, î÷åâèäíî, i òîìó, ùî âîíè�îðìàëüíî çàñâî¨ëè �îðìóëó
tg(α− β) =

tgα− tg β

1 + tgα · tg β .Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ �îðìóëè ìîæíà â iíøîìó âèãëÿäi ïîäàòè äîáóòîêòàíãåíñiâ äâîõ êóòiâ, à âîíè öüîãî íå âèêîðèñòàëè.Ìàëî, ùîá ó÷íi âìiëè çàïèñóâàòè îêðåìi òîòîæíîñòi, íàïðèêëàä:
aloga

x = x; sin(arcsina) = a; tg(arctg a) = a;

√
ab =

√
a ·

√
b;

x2 − 4

x− 2
= x+ 2;

x3 + 1

x+ 1
= x2 − x+ 1.Ïîòðiáíî, ùîá âîíè ïðàâèëüíî íàçèâàëè îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíüçìiííèõ, ÿêi âõîäÿòü â öi òîòîæíîñòi.Òðåáà äîìîãòèñÿ, ùîá ó÷íi ðîçóìiëè òàêå: ÿêùî â òîòîæíiñòü çà-ìiñòü áóäü-ÿêî¨ çìiííî¨ ñêðiçü íàïèñàòè îäèí i òîé æå âèðàç, òî çíîâóäiñòàíåìî òîòîæíiñòü. Íàïðèêëàä, ÿêùî â òîòîæíîñòi 2(a−3)+6 = 2açìiííó a ñêðiçü çàìiíèòè âèðàçîì sinx + 3, òî äiñòàíåìî íîâó òîòî-æíiñòü 2 sinx+ 6 = 2(sinx+ 3).Äîâîäèòè òîòîæíîñòi ìîæíà òðüîìà ñïîñîáàìè:1) ïåðåòâîðåííÿì ëiâî¨ ÷àñòèíè òîòîæíîñòi äî òàêîãî âèäó, ÿêèéìà¹ ïðàâà ÷àñòèíà;2) ïåðåòâîðåííÿì ïðàâî¨ ÷àñòèíè òîòîæíîñòi äî òàêîãî âèäó, ÿêèéìà¹ ëiâà ÷àñòèíà;3) çâåäåííÿì ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí òîòîæíîñòi äî ÿêîãîñü îäíîãîâèäó.Ïðè âèêîíàííi òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿóñíi îá÷èñëåííÿ. Ç äðóãîãî áîêó îêðåìi òîòîæíîñòi äàþòü ìîæëè-âiñòü ðîçøèðèòè ïðèéîìè óñíèõ îá÷èñëåíü. Íàïðèêëàä, òîòîæíiñòü

(10a+5)2 = 100a(a+1)+25 äà¹ ìîæëèâiñòü óñíî çíàõîäèòè êâàäðàòèäâîöè�ðîâèõ ÷èñåë êðàòíèõ 5.Ïðè âèêîíàííi òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü âèðàçiâ, ÿêi ìiñòÿòü ðàäè-êàëè, òðåáà ìàòè íà óâàçi, ùî ïiä ðàäèêàëàìè ðîçóìiþòü ¨õ àðè�ìå-òè÷íi çíà÷åííÿ.



17Ïðèêëàä. Ñïðîñòèòè âèðàç sin 2α√
1+sin 2α+

√
1−sin 2α

, ÿêùî 0 < α < π
4 .�îçâ'ÿçóâàííÿ.

sin 2α√
1 + sin 2α+

√
1− sin 2α

=
2 sinα · cosα

√

(sinα+ cosα)2 +
√

(sinα− cosα)2
=

=
2 sinα · cosα

| sinα+ cosα|+ | sinα− cosα| =

=
2 sinα · cosα

(sinα+ cosα) − (sinα− cosα)
=

2 sinα · cosα
2 cosα

= sinα.Ïðè âèêîíàííi äié íàä ñòåïåíÿìè ç íóëüîâèìè, âiä'¹ìíèìè, äðî-áîâèìè ïîêàçíèêàìè ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ çàòàêèìè æ ïðàâèëàìè, ùî i âiäïîâiäíi äi¨ íàä ñòåïåíÿìè ç íàòóðàëü-íèìè ïîêàçíèêàìè.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1.Äîâåñòè òîòîæíiñòü (a+b+c)3−a3−b3−c3 = 3(a+b)(b+c)(c+a).2. Äàíî, ùî 3(a2 + b2 + c2) = (a+ b+ c)2. Äîâåñòè, ùî a = b = c.3. Äîâåñòè, ùî iç ðiâíîñòi 2xy
x2+y2 + x2+y2

2xy = 2 âèïëèâà¹, ùî x = y.4. Äîâåñòè, ùî êîëè x
a
= y

b
= z

c
, òî (x2 + y2 + z2)(a2 + b2 + c2) =

= (ax+ by + cz)2.5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî a
b+c

+ b
c+a

+ c
a+b

= 1, òî a2

b+c
+ b2

c+a
+ c2

a+b
= 0.6. Äîâåñòè, ùî ÿêùî 1

a+b+c
= 1

a
+ 1

b
+ 1

c
, äå abc 6= 0, òî ïðèíàéìíiäâà iç öèõ ÷èñåë ðiâíi çà ìîäóëåì i ïðîòèëåæíi çà çíàêîì.7. Ïîñëiäîâíiñòü {an} ¹ àðè�ìåòè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ ç äîäàòíèìè÷ëåíàìè. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

1

a1a2
+

1

a2a3
+ · · ·+ 1

ak−1ak
=

k − 1

a1ak
.8. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {an} ¹ àðè�ìåòè÷íîþ ïðîãðå-ñi¹þ, òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

1√
a1 +

√
a2

+
1√

a2 +
√
a3

+ · · ·+ 1
√
ak−1 +

√
ak

=
k − 1√
a1 +

√
ak

.



18 9. Íåõàé êâàäðàòè a2, b2, c2 äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a, b i c óòâîðþ-þòü àðè�ìåòè÷íó ïðîãðåñiþ. Äîâåñòè, ùî ÷èñëà 1
b+c

, 1
c+a

, 1
a+b

òàêîæóòâîðþþòü àðè�ìåòè÷íó ïðîãðåñiþ.10. Äîâåñòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè òîòîæíiñòü
1 + sin 2x

sinx+ cosx
=

√
2 cos

(π

4
− x

)

.Çíàéòè îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìiííî¨ x, ÿêà âõîäèòü â òîòî-æíiñòü.11. Ñïðîñòèòè âèðàçè:à) 2√
m−√

n

(

m−2m
1
2 n

1
2 +n

m
1
2 −n

1
2

+ m−n

m
1
2 +n

1
2

);á) (

a
1
4 b

1
4 −b

1
2

a
1
2 −a

1
4 b

1
4

)−4;â) ( √
5+1

1+
√
5+

√
x
+

√
5−1

1−
√
5+

√
x

)(

x
1
2 − 4x− 1

2 + 2
)

· √0, 2;ã) √
1 + cosα+

√
1− cosα, ÿêùî 0 < α < π

4 ;ä) √
1 + sinα+

√
1− sinα, ÿêùî 0 < α < π

4 ;å) √
a2 − 4a+ 4 +

√
a2 + 6a+ 9.12. ×îìó äîðiâíþ¹:à) sin(arccosx); á) cos(arcsinx); â) ctg(arccosx); ã) tg(arcsinx)?13. Äîâåñòè iñòèííiñòü òàêèõ ðiâíîñòåé:à) sin 10◦ · sin 30◦ · sin 50◦ · sin 70◦ = 1

16 ;á) tg 5◦ · tg 55◦ · tg 65◦ = tg 15◦;â) tg 20◦ · tg 40◦ · tg 60◦ · tg 80◦ = 3;ã) arcsin 4
5 + arcsin 5

13 + arcsin 16
65 = π

2 ;ä) arccos(− 13
14 )− arccos(− 1

7 ) =
π
3 ;å) arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = π.



1914. Äîâåñòè òîòîæíîñòi:à) arcsinx+ arccosx = π
2 ;á) arctgx+ arcctg x = π
2 ;â) √

1−cosα
1+cosα −

√

1+cosα
1−cosα = 2ctgα, ÿêùî α ∈ (π; 2π);ã) cos∠A

sin∠B sin∠C
+ cos∠B

sin∠A sin∠C
+ cos∠C

sin∠A sin∠B
= 2, ÿêùî

∠A+ ∠B + ∠C = π;ä) sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = 4 sinα sinβ sin γ, ÿêùî α+ β + γ = π;å) cos2 α+cos2 β+cos2 γ = 2(1+sinα sinβ sin γ), ÿêùî α+β+γ = π
2 ;¹) tgα · tg β + tg β · tg γ + tg γ · tgα = 1, ÿêùî α+ β + γ = π

2 .15. Äîâåñòè òîòîæíîñòi:à) logab N = log
a
N ·log

b
N

log
a
N+log

b
N
;á) 1

log
b
a
= 1

log
b1

a
+ 1

log
b2

a
+ · · ·+ 1

log
bn

a
, ÿêùî b = b1b2 · · · bn, n ∈ N;â) ÿêùî y = 10

1
1−lg x i z = 10

1
1−lg y , òî x = 10

1
1−lg z .



20Ç à í ÿ ò ò ÿ 4Ôóíêöi¨ â øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêèÏëàí1. Ïîíÿòòÿ �óíêöi¨.2. Ïëàí âèâ÷åííÿ �óíêöié.3. Âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé �óíêöié.4. Ïåðåòâîðåííÿ ãðà�iêiâ �óíêöié.5. Îáîðîòíi òà îáåðíåíi �óíêöi¨.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÔóíêöiîíàëüíà ëiíiÿ øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè ¹ îäíi¹þ ç ïðî-âiäíèõ, ÿêà âèçíà÷à¹ ñòèëü âèâ÷åííÿ áàãàòüîõ òåì i ðîçäiëiâ àëãåáðèòà ïî÷àòêiâ àíàëiçó.Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ �óíêöié ðîçïî÷èíà¹òüñÿ â 7-ìó êëàñi, äåââîäèòüñÿ òàêå ïîíÿòòÿ: çàëåæíiñòü çìiííî¨ y âiä çìiííî¨ x íàçèâà¹-òüñÿ �óíêöi¹þ, ÿêùî êîæíîìó çíà÷åííþ x âiäïîâiäà¹ ¹äèíå çíà÷åí-íÿ y.Â 10-ìó êëàñi ïîâåðòàþòüñÿ äî îçíà÷åííÿ �óíêöi¨, äåùî óçàãàëü-íþþ÷è éîãî: �óíêöi¹þ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D íàçèâà¹òüñÿ âiäïî-âiäíiñòü, ïðè ÿêié êîæíîìó ÷èñëó x ç ìíîæèíè D ñòàâèòüñÿ ó âiäïî-âiäíiñòü äåÿêå öiëêîì ïåâíå ÷èñëî y.Íàâåäåíi âèùå îçíà÷åííÿ íå ìîæíà ââàæàòè öiëêîì ñòðîãèìè. Âáiëüø çàãàëüíîìó ïëàíi ïîíÿòòÿ �óíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ïîíÿ-òòÿ
”
âiäíîøåííÿ“, çìiñò ÿêîãî, â ñâîþ ÷åðãó, ðîçêðèâà¹òüñÿ ÷åðåçïîíÿòòÿ

”
äåêàðòiâ äîáóòîê äâîõ ìíîæèí“.Â ìîëîäøèõ êëàñàõ êîðèñíî ïðîâîäèòè ïiäãîòîâ÷ó ðîáîòó, ïî-â'ÿçàíó ç �îðìóâàííÿì â ó÷íiâ ïîíÿòòÿ �óíêöi¨, òîáòî çäiéñíþâàòè�óíêöiîíàëüíó ïðîïåäåâòèêó.Ïiä ÷àñ íàâ÷àííÿ â øêîëi ó÷íi âèâ÷àþòü òàêi åëåìåíòàðíi �óí-êöi¨:

y = kx+ b; y = xn; y =
k

x
; y = ax2 + bx+ c; y = sinx;

y = cosx; y = tg x; y = ctg x; y = ax; y = loga x.Âèâ÷åííÿ �óíêöié ðåêîìåíäó¹òüñÿ çäiéñíþâàòè çà òàêèì ïëàíîì:1) ðîçãëÿä ïðèêëàäiâ, ÿêi ïðèâîäÿòü äî �îðìóëè, ùî çàäà¹ �óí-êöiþ;



212) îçíà÷åííÿ �óíêöi¨, çàïèñ �îðìóëè, ðîçêðèòòÿ çìiñòó ïàðàìå-òðiâ, ùî âõîäÿòü äî íå¨;3) âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé �óíêöi¨ àíàëiòè÷íèì ìåòîäîì;4) ãðà�i÷íå çîáðàæåííÿ �óíêöi¨;5) çàñòîñóâàííÿ âèâ÷åíèõ âëàñòèâîñòåé ó êîíêðåòíèõ ñèòóàöiÿõ.Ïðîiëþñòðó¹ìî çàñòîñóâàííÿ âëàñòèâîñòåé ëiíiéíî¨ �óíêöi¨ íàïðèêëàäi òàêî¨ çàäà÷i.Ïðèêëàä. Âiäñòàíü ìiæ äâîìà ìiñòàìè A i B äîðiâíþ¹ l êì.Ïîòðåáà â íà�òi ìiñòà A ñòàíîâèòü a ò íà�òè íà äîáó, à ìiñòà B �
b ò. Âàðòiñòü ïåðåâåçåííÿ 1 ò íà�òè íà âiäñòàíü 1 êì ñòàíîâèòü cêîï. Äå áóäóâàòè íà�òîáàçó, ùîá âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ íà�òè áóëèíàéìåíøèìè?�îçâ'ÿçóâàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çâîäèòüñÿäî çíàõîäæåííÿ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ �óíêöi¨ y = axc + b(l − x)c,àáî æ y = (a− b)cx+ blc íà âiäðiçêó [0; l], äå x � âiäñòàíü âiä A äîíà�òîáàçè, y � âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ íà�òè.ßêùî a > b, òî y � çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ. Îòæå, íàéìåíøå çíà÷åííÿ�óíêöi¨ äîñÿãà¹ íà ëiâîìó êiíöi âiäðiçêà. Íà�òîáàçó ñëiä áóäóâàòè âìiñòi A. ßêùî a < b, òî íà�òîáàçó ñëiä áóäóâàòè â B. ßêùî æ a = b,òî âñå îlyj, äå áóäóâàòè íà�òîáàçó. Ìîæíà âçÿòè äî óâàãè ÿêiñü íîâiïàðàìåòðè.Äîöiëüíî íàâ÷èòè ó÷íiâ âèêîðèñòîâóâàòè ãðà�iêè �óíêöié äëÿâiäòâîðåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé � íàâ÷èòè ¨õ

”
÷èòàòè“ ãðà�iêè.

”
×èòàííÿ“ ãðà�iêiâ �óíêöié âêëþ÷à¹ â ñåáå âìiííÿ çíàéòè çàïîáóäîâàíèì ãðà�iêîì: çíà÷åííÿ �óíêöi¨, ÿêå âiäïîâiäà¹ çàäàíîìóçíà÷åííþ àðãóìåíòó; çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ÿêå âiäïîâiäà¹ çàäàíîìóçíà÷åííþ �óíêöi¨; çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ïðè ÿêîìó çíà÷åííÿ �óíêöi¨äîðiâíþ¹ íóëþ, áiëüøå íóëÿ, ìåíøå íóëÿ; ïðîìiæêè çðîñòàííÿ i ñïà-äàííÿ �óíêöi¨; òî÷êè åêñòðåìóìó; íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ�óíêöi¨ íà çàäàíîìó âiäðiçêó, òîùî.�îçâ'ÿçóâàííÿ êâàäðàòè÷íî¨ íåðiâíîñòi âèãëÿäó ax2 + bx + c > 0çâîäèòüñÿ, ïî ñóòi, äî òàêî¨ çàäà÷i: çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü àðãóìåíòó,äëÿ ÿêèõ �óíêöiÿ y = ax2 + bx+ c ïðèéìà¹ áiëüøi çà íóëü çíà÷åííÿ.Iíøèìè ñëîâàìè � äî ÷èòàííÿ ãðà�iêó êâàäðàòè÷íî¨ �óíêöi¨. Âñiìîæëèâi âèïàäêè, ÿêi ïðè öüîìó ìîæóòü òðàïèòèñÿ, çîáðàæåíi íàðèñóíêó 2.ßñíî, ÿêi ïðîìiæêè ó íàâåäåíèõ ñèòóàöiÿõ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè íåðiâ-íîñòi ax2 + bx+ c < 0.
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b2 − 4ac > 0 b2 − 4ac = 0 b2 − 4ac < 0

a > 0

.......................................................................................................................................................................................... ...................................... .......................
///////////////

x1 x2

.......................................................................................................................................................................................... ......................................
////////////////////////

x0

.......................................................................................................................................................................................... ...............////////////////////////
(−∞;x1) ∪ (x2;∞) (−∞;x0) ∪ (x0;∞) (−∞;∞)

a < 0

.......................................................................................................................................................................................... ...................................... .......................
/////////

x1 x2

.......................................................................................................................................................................................... ......................................

x0

.......................................................................................................................................................................................... ...............

(x1;x2) ∅ ∅�èñ. 2. ax2 + bx+ c > 0.Öiêàâèì ¹ ïèòàííÿ ïðî ïåðåòâîðåííÿ ãðà�iêiâ �óíêöié. Ó÷íiâ ïî-òðiáíî íàâ÷èòè çà ãðà�iêîì �óíêöi¨ y = f(x) áóäóâàòè ãðà�iêè �óí-êöié òàêèõ �óíêöié: y = −f(x); y = f(−x); y = f(x+a); y = f(x) + b;
y = |f(x)|; y = f(|x|); y = mf(x); y = f(kx+ b), äå a, b, m, k � äiéñíi÷èñëà.Ñåðåä åëåìåíòàðíèõ �óíêöié, ùî âèâ÷àþòüñÿ â øêiëüíîìó êóðñi,âèäiëÿþòü êëàñ îáîðîòíèõ �óíêöié. Ôóíêöiÿ f , ÿêà íàáóâà¹ êîæíî-ãî ñâîãî çíà÷åííÿ â ¹äèíié òî÷öi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, íàçèâà¹òüñÿîáîðîòíîþ.Äëÿ îáîðîòíî¨ �óíêöi¨ iñíó¹ îáåðíåíà �óíêöiÿ. Ôóíêöiÿ g, ÿêà âêîæíié òî÷öi y, ùî íàëåæèòü îáëàñòi çíà÷åíü îáîðîòíî¨ �óíêöi¨ f ,íàáóâà¹ òàêîãî çíà÷åííÿ x, ùî f(x) = y, íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî�óíêöi¨ f .Ç ïîíÿòòÿì îáåðíåíî¨ �óíêöi¨ ó÷íi îçíàéîìëþþòüñÿ â 11-ìó êëàñiïðè âèâ÷åííi ïîêàçíèêîâî¨ òà ëîãàðè�ìi÷íî¨ �óíêöié.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Îõàðàêòåðèçóâàòè �óíêöiîíàëüíó ïðîïåäåâòèêó äî ââåäåííÿïîíÿòòÿ �óíêöi¨, ÿêà ïðîâîäèòüñÿ â 5�6-õ êëàñàõ.2.Ïiäiáðàòè çàäà÷i ïðàêòè÷íîãî çìiñòó, ÿêi ïðèâîäÿòü äî ïîíÿòòÿ�óíêöi¨.



233. ßê îäåðæàòè ç ãðà�iêiâ �óíêöié
y = x2, y =

1

x
, y = 3x, y = lg xâiäïîâiäíî ãðà�iêè òàêèõ �óíêöié

y = x2 + x− 2, y =
1

x− 1
, y = −3x + 1, y = lg |x+ 2|.4. Ïîáóäóâàòè ãðà�iêè òàêèõ �óíêöié:à) y = x2 − 6|x|+ 8;á) y = |x2 − 6x+ 8|;â) y = |tg 3x|;ã) y = 1

2x−1 ;ä) y = (x+2)(15−2x−x2)
x+3 ;å) y = x3+1

x+1 ;¹) y = sin x+|x|
2 .5. �îçâ'ÿçàòè ãðà�i÷íî íåðiâíîñòi:à) 2x2 + x+ 1 > 0;á) x2 − x− 12 < 0;â) 2x2 + 4x+ 1 < 0;ã) sin 2x < 1
2 ;ä) ctg x

2 > 1;å) |2x− 1| > 1,¹) x2 − 3|x|+ 2 < 0.6.Äàòè ãðà�i÷íó iíòåðïðåòàöiþ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íàéïðîñòiøèõ òðè-ãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü òà íåðiâíîñòåé.7. �îçâ'ÿçàòè ãðà�i÷íî òàêi ðiâíÿííÿ: sinx = x, tg x = x, 2x = x2.8. Ñåðåä åëåìåíòàðíèõ �óíêöié íàçâàòè îáîðîòíi �óíêöi¨. Íàÿêèõ ïðîìiæêàõ ¹ îáîðîòíèìè �óíêöi¨: y = 2x+ 1, y = x2, y = cosx,
y = tg x?9. Çîáðàçèòè íà îäíîìó ìàëþíêó ãðà�iêè �óíêöié:à) y = x, y = x2, y =

√
x, y = x4, y = 4

√
x;



24 á) y = x, y = x3, y = 3
√
x, y = x5, y = 5

√
x.Ùî ¹ õàðàêòåðíèì â ðîçìiùåííi ïîáóäîâàíèõ ãðà�iêiâ?10. Ïîáóäóâàòè ãðà�iêè òàêèõ �óíêöié:à) y = sin(arcsinx), y = cos(arccosx), y = tg(arctg x);á) y = arcsin(sinx), y = arccos(cosx), y = arctg(tg x).11. Çíàéòè ÷èñëî êîðåíiâ ðiâíÿíü:à) sinx = 2x

201π ;á) | cosπx| = x2

4n2 , äå n ∈ N;â) [

x
2 + 1

]

= x+ 1, äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a;ã) {x} = x2

16 , äå {x} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà x;ä) (x− 1)(ln |x| − 1) = 1 + x;å) x2 − 2x− 3 = log2 |1− x|.12. Ñêiëüêè êîðåíiâ ìà¹ ðiâíÿííÿ çàëåæíî âiä ïàðàìåòðà a? Âñòà-íîâèòè öå ãðà�i÷íî.à) x2−1
x−1 = a;á) x3+1
x+1 = a;â) (x−1)(6+x−x2)

x−3 = a;ã) x2+x−6
x+3 = a;ä) |4x+ 2|+ |4x− 2| = a;å) |x+ 1|+ 2|x|+ |x− 1| = a.13. Äëÿ äàíî¨ �óíêöi¨ çíàéòè îáåðíåíó �óíêöiþ i ïîáóäóâàòèñõåìàòè÷íî ¨õ ãðà�iêè â îäíié i òié æå ñèñòåìi êîîðäèíàò.à) y = 2x+ 1;á) y = 1

x−1 ;â) y =
√
x+ 1;ã) y =

[

x− 1, ÿêùî x ≤ 0,
x2 − 1, ÿêùî x > 0;ä) y =

[

x, ÿêùî x ≤ 0,
2x, ÿêùî x > 0.14. Íàâåñòè ïðèêëàäè �óíêöié, îáåðíåíèõ ñàìèõ ñîái.



25Ç à í ÿ ò ò ÿ 5�iâíÿííÿ òà ñèñòåìè ðiâíÿíüó øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêèÏëàí1. Ïîíÿòòÿ ðiâíÿííÿ.2. �iâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü.3. Âòðàòà êîðåíiâ òà ïîÿâà ñòîðîííiõ êîðåíiâ.4. Ñèñòåìè ðiâíÿíü.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿ�iâíiñòü, ÿêà ìiñòèòü íåâiäîìå ÷èñëî, íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì. Çíà-éäåíå çíà÷åííÿ íåâiäîìîãî íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì ðiâíÿííÿ.Òàêå òðàêòóâàííÿ ïîíÿòòÿ ðiâíÿííÿ òà éîãî êîðåíÿ çóñòði÷à¹òüñÿâ 5-ìó êëàñi.Â 6-ìó êëàñi çìiñò ïîíÿòòÿ ðiâíÿííÿ òà éîãî êîðåíÿ ðîçêðèâà-¹òüñÿ ÷åðåç ïîíÿòòÿ çìiííî¨. �iâíiñòü iç çìiííîþ íàçèâàþòü ðiâíÿ-ííÿì. Êîðåíåì ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿ çìiííî¨, ïðè ÿêîìóðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïðàâèëüíó ðiâíiñòü. Çìiííó â ðiâíîñòi íà-çèâàþòü òàêîæ íåâiäîìèì ÷èñëîì ÷è ïðîñòî íåâiäîìèì.Âçàãàëi, ðiâíÿííÿì ç îäíi¹þ çìiííîþ íàçèâà¹òüñÿ ïðåäèêàò âèãëÿ-äó f(x) = g(x). Êîðåíåì (ðîçâ'ÿçêîì) ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿçìiííî¨, ïðè ÿêîìó âiäïîâiäíèé ïðåäèêàò ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííåâèñëîâëþâàííÿ.Íàéïðîñòiøi ðiâíÿííÿ ó÷íi ðîçâ'ÿçóþòü óæå â 1�4-õ êëàñàõ. Ñïî-÷àòêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü çäiéñíþ¹òüñÿ íà îñíîâi çàëåæíîñòåéìiæ êîìïîíåíòàìè i ðåçóëüòàòàìè äié.Ïî÷èíàþ÷è ç 7-ãî êëàñó, ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü çäiéñíþ¹òüñÿ çâèêîðèñòàííÿì òåîðåì ïðî ðiâíîñèëüíiñòü (åêâiâàëåíòíiñòü) ðiâíÿíü.�iâíÿííÿ, ÿêi ìàþòü ðiâíi ìíîæèíè êîðåíiâ, íàçèâàþòü ðiâíîñèëüíè-ìè. �iâíîñèëüíèìè ââàæàþòü i òàêi ðiâíÿííÿ, ÿêi íå ìàþòü êîðåíiâ.�iâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü çàëåæèòü âiä ìíîæèíè, íà ÿêié âîíè ðîç-ãëÿäàþòüñÿ. Òàê, ðiâíÿííÿ x+2 = 0 i (x+2)(x2−2) = 0 � ðiâíîñèëüíiíà ìíîæèíi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, i íå ðiâíîñèëüíi íà ìíîæèíi äiéñíèõ÷èñåë.Ñ�îðìóëþ¹ìî â çàãàëüíîìó òåîðåìè ïðî ðiâíîñèëüíiñòü ðiâíÿíü.Òåîðåìà 1. �iâíÿííÿ f(x) = g(x) i ðiâíÿííÿ f(x) + w(x) =
= g(x) + w(x) ðiâíîñèëüíi, ÿêùî �óíêöiÿ w � âèçíà÷åíà â îáëàñòiäîïóñòèìèõ çíà÷åíü çìiííî¨ (ÎÄÇ) ïåðøîãî ðiâíÿííÿ.



26 ÎÄÇ ðiâíÿííÿ f(x) = g(x) � öå ñïiëüíà ÷àñòèíà îáëàñòåé âèçíà-÷åíü �óíêöié f i g.Òåîðåìà 2. �iâíÿííÿ f(x)= g(x) i ðiâíÿííÿ f(x)w(x)=g(x)w(x)ðiâíîñèëüíi, ÿêùî �óíêöiÿ w � âèçíà÷åíà â ÎÄÇ ïåðøîãî ðiâíÿííÿi êðiì òîãî â öié îáëàñòi w(x) 6= 0.Äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì ïðîñòå. Êîæíå ç ðiâíÿíü, ïðî ÿêå éäå ìîâàâ òåîðåìàõ, ¹ íàñëiäêîì îäíå îäíîãî. Ç äâîõ ðiâíÿíü äðóãå íàçèâà¹-òüñÿ íàñëiäêîì ïåðøîãî, ÿêùî äîâiëüíèé êîðiíü ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ¹êîðåíåì äðóãîãî ðiâíÿííÿ.Â 7-ìó êëàñi �îðìóëþâàííÿ öèõ òåîðåì äà¹òüñÿ â ñïðîùåíîìóâèãëÿäi i äîâåäåííÿ ¨õ iëþñòðó¹òüñÿ íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.Ïðè ïîðóøåííi âèìîã ñ�îðìóëüîâàíèõ òåîðåì âiäáóâà¹òüñÿ âòðà-òà êîðåíiâ ÷è ïîÿâà ñòîðîííiõ êîðåíiâ. Äæåðåëîì âòðàòè êîðåíiâ ìî-æå áóòè òàêîæ çâóæåííÿ ÎÄÇ ðiâíÿííÿ, ïîÿâè ñòîðîííiõ êîðåíiâ �¨¨ ðîçøèðåííÿ.Ïðèêëàä 1. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ lg x2 = 2 éîãî çàìiíèëèðiâíÿííÿì 2 lg x = 2 i îäåðæàëè, ùî x = 10. Ïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçóâà-ííÿ òàêå: x2 = 102; çâiäñè x = ±10. Âòðàòà êîðåíÿ òóò âiäáóëàñÿçà ðàõóíîê çâóæåííÿ ÎÄÇ ðiâíÿííÿ. ÎÄÇ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ � ìíî-æèíà äiéñíèõ ÷èñåë, êðiì x = 0, ÎÄÇ äðóãîãî ðiâíÿííÿ � ìíîæèíàäiéñíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë.Ñòîðîííi êîðåíi ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ âíàñëiäîê ïiäíåñåííÿ ÷àñòèíðiâíÿííÿ äî ïàðíîãî ñòåïåíÿ. Òàêó îïåðàöiþ ÷àñòî âèêîíóþòü, çîêðå-ìà, ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü.Ñåðåä ðiçíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü äîñèòü óíiâåðñàëü-íèì ¹ ìåòîä çâåäåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ f(x) = 0, ïðàâà ÷à-ñòèíà ÿêîãî ¹ íóëü, äî âèãëÿäó: f1(x)f2(x) · · · fn(x) = 0. �îçâ'ÿçó-âàííÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ, äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñóêóïíîñòi ðiâ-íÿíü: f1(x) = 0 àáî f2(x) = 0, . . ., àáî fn(x) = 0. Ïðè öüîìó ìîæóòüç'ÿâèòèñÿ ñòîðîííi êîðåíi çà ðàõóíîê òîãî, ùî ÎÄÇ îêðåìèõ ðiâíÿíüñóêóïíîñòi ¹ øèðøèì çà ÎÄÇ äàíîãî ðiâíÿííÿ.Ïðèêëàä 2. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ (x−2)(x−4)
√
x− 3 = 0éîãî çàìiíèëè ñóêóïíiñòþ ðiâíÿíü: x − 2 = 0 àáî x − 4 = 0 àáî√

x− 3 = 0. Îäåðæàëè: x = 2 àáî x = 4 àáî x = 3. Àëå 2 � ñòîðîííiéêîðiíü ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ, îñêiëüêè ÎÄÇ ðiâíÿííÿ x − 2 = 0øèðøà çà ÎÄÇ äàíîãî ðiâíÿííÿ. Âiäïîâiäü: x = 3 àáî x = 4.Çàñëóãîâó¹ íà óâàãó ïèòàííÿ ïðî ïåðåâiðêó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ.ßêùî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi äàíîãî ðiâíÿííÿ éîãî çàìiíÿþòü éîìó åêâi-âàëåíòíèì, òî òàêà ïåðåâiðêà íå ¹ ïîòðiáíîþ. ßêùî ïðè ðîçâ'ÿçó-



27âàííi ðiâíÿííÿ ïåðåõîäÿòü äî éîãî íàñëiäêó, òîäi ïåðåâiðêà ¹ íåîá-õiäíîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ. Ïðîâîäèòüñÿâîíà ç ìåòîþ âèÿâëåííÿ ñòîðîííiõ êîðåíiâ.Íà ïðàêòèöi òðåáà äîáðå çíàòè êîíêðåòíi äæåðåëà ïîÿâè i âòðàòèðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü i âðàõîâóâàòè öå â ïðîöåñi ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.Ïî÷èíàþ÷è ç 7-ãî êëàñó â øêîëi âèâ÷àþòüñÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü çäâîìà çìiííèìè (íåâiäîìèìè). Ñïî÷àòêó âèâ÷àþòüñÿ ñèñòåìè ëiíié-íèõ ðiâíÿíü, à ïiçíiøå � äðóãîãî ñòåïåíÿ i äåÿêi iíøi ñèñòåìè íåëi-íiéíèõ ðiâíÿíü.�îçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü � îçíà÷à¹ çíàéòè âñi çíà÷åííÿ çìií-íèõ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êîæíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè àáî äîâåñòè, ùî ¨õíåìà¹.�îçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì äâîõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè ðiçíèìèàíàëiòè÷íèìè ìåòîäàìè (ìåòîä ïiäñòàíîâêè, ìåòîä äîäàâàííÿ) äî-öiëüíî ïî¹äíóâàòè ç ãðà�i÷íèì òëóìà÷åííÿì ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâöèõ ñèñòåì. Òàê, íàïðèêëàä, ñèñòåìà ðiâíÿíü
{

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2â çàëåæíîñòi âiä êîå�iöi¹íòiâ ñèñòåìè ìîæå ìàòè: 1) îäèí ðîçâ'ÿ-çîê (öå îçíà÷à¹, ùî ïðÿìi, ÿêi ¹ ãðà�iêàìè, êîæíîãî ç öèõ ðiâíÿíü,ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi); 2) áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ (öå îçíà÷à¹, ùîâiäïîâiäíi ïðÿìi ñïiâïàäàþòü); 3) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ (öå îçíà÷à¹, ùîâiäïîâiäíi ïðÿìi ¹ ïàðàëåëüíèìè).Â øêîëi ñòàâèòüñÿ i âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ãðà�i÷íå ðîçâ'ÿçó-âàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü. Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü
{

F (x; y) = 0;
G(x; y) = 0òàêèé: 1) áóäóþòü ãðà�iêè êîæíîãî ç ðiâíÿíü ñèñòåìè; 2) çíàõîäÿòüêîîðäèíàòè (àáñöèñè i îðäèíàòè) òî÷îê ïåðåòèíó ãðà�iêiâ öèõ ðiâ-íÿíü; 3) çàïèñóþòü âiäïîâiäü � ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè.Çàñëóãîâó¹ íà óâàãó ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì çâèêîðèñòàííÿì çàìiíè çìiííèõ, ÿêèì íå äîñòàòíüî êîðèñòóþòüñÿ âïðàêòèöi ðîáîòè øêîëè.Ñëiä ïðèäiëèòè óâàãó ðîçâ'ÿçóâàííþ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì, â ÿêèõíåâiäîìi çíàõîäÿòüñÿ ïiä çíàêîì ìîäóëÿ.



28Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ, ïðîàíàëiçóâàâøè ìîæëèâi âòðàòè êîðå-íiâ:à) √
x2 + 2x+ 1 = −(x+ 1);á) (x2 − 4x)(lg x− 1) = 3(lg x− 1);â) x4 + 2x3 − x− 2 = 0;ã) x2(cosx+ 1) = (2x+ 3)(cosx+ 1);ä) √

1− sin2 x+
√
1− cos2 x = 1;å) log3(x − 1)2 + log3(x+ 3)2 = 2.2. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ, âèÿâèâøè ïðè öüîìó ìîæëèâi ïðè÷èíèïîÿâè ñòîðîííiõ êîðåíiâ:à) 2

2−x
+ 1

2 = 4
2x−x2 ;á) x2−6x+9

x−3 + x2 − 9 = 0;â) 2 lg lg x = lg(3− 2 lgx);ã) 1 + 2
√
2x+ 7 = x− 3;ä) √

x+ 2(sinx− 1) = x(sinx− 1);å) √
2x+ 1 cosx = (x− 1) cosx.3. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ êîðåíÿ ðiâíÿííÿ, çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâ-íÿííÿ:à) (x+ 2)2 + (x2 − x− 6)2 = 0;á) (x2 − 3x+ 2)6 + (x2 − 6x+ 8)6 =0;â) (2x− 1)4 + (2x2 − 3x+ 1)4 = 0;ã) (x2 − 4)8 + (3x2 − 10x+ 3)8 = 0.4. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ íå ìàþòü êîðåíiâ.à) x2 + 1

x2−4 = 16 + 1
x2−16 ;á) x4 + x2 + 1 = arcsin 1

3 ;â) √
x− 1 +

√
2− x =

√
x− 9;ã) √

x− 1 +
√
2− x =

√
9− x;ä) lg(10− x2) =

√
x+

√
x+ 2;



29å) sinx+ cosx = tg x+ ctg x.5. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü i äàòè ãðà�i÷íå òëóìà÷åííÿ ìíî-æèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ:à) {

x + 3y = 2,
3x − y = −4;

{

4x + y = 6,
10x + 2, 5y = 16;

{

4x + 2y = 5,
6x + 3y = 7, 5;á) {

2x + 3y = 5,
x − y = 0;

{

x − 4y = 6,
1, 5x − 6y = 9;

{

2x − 3y = 6,
5x + 7, 5y = 10.6. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ç ìîäóëÿìè:à) |x− 1|+ 3 = x;á) 4x2 − 17|x|+ 4 = 0;â) x2 − 3|x+ 2| − 7 = 0;ã) |x2 − 4| − |x2 − 9| = 5;ä) ||x+ 2| − |x− 6|| = |x|;å) |3x+ 1|+ |3x− 1| = 2.7. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ìåòîäîì çàìiíè çìiííèõ:à) 2

(

x2 + 1
x2

)

− 7
(

x+ 1
x

)

+ 9 = 0;á) x3 − x2 − 8
x3−x2 = 2;â) x2+2x+1

x2+2x+2 + x2+2x+2
x2+2x+3 = 7

6 ;ã) (8x2 − 3x+ 1)2 = 32x2 − 12x+ 1;ä) x(x+ 3)(x+ 5)(x+ 8) = 100;å) x2 + x+ 1
x
+ 1

x2 = 4.8. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåòîäîì çàìiíè çìiííèõ:à) { 1
x

+ 1
y

= 5,
1
x2 + 1

y2 = 13;
á) { x+ xy + y = 11,

x2y + xy2 = 30;
â) { x3 + y3 = 65,

x2y + xy2 = 20.9. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü, âèêîðèñòàâøè òåîðåìó Âi¹òà:à) {

x+ y = 11,
xy = 30;

á) { x− y = 16,
xy = −48;â) {

x+ y = 1,
x3 + y3 = −1;

ã) { x− y = 1,
x3 − y3 = 7.



30 10. Çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêîìó ñóìà êâàäðàòiâ êîðåíiâðiâíÿííÿ x2 − 5ax+ 4a2 = 0 äîðiâíþ¹ 68.11. Äàíî ðiâíÿííÿ ax2 + bx + c = 0. Âèðàçèòè ñóìó êóáiâ éîãîêîðåíiâ ÷åðåç êîå�iöi¹íòè a, b, c.12. Íåõàé k i l � êîðåíi ðiâíÿííÿ x2 + ax+ b = 0. Âèðàçèòè ÷åðåç
k i l êîðåíi ðiâíÿííÿ bx2 + ax+ 1 = 0.13. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ:à) xy − 3x+ 5y = 25;á) 1

x
+ 1

y
= 1

4 ;â) 1
x
+ 1

y
= 1

8 ;ã) y − x3+3
x+3 = 0;ä) x+ y = x2 − xy + y2.14. Çíàéòè ÷èñëî ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü çàëåæíî âiä ïàðà-ìåòðà a:à) {

|x|+ |y| = a,

x2 + y2 = 1;
á) { |x|+ |y| = 1,

x2 + y2 = a2;
â) { x2 − 2x+ y2 = 0,

x− ay = 0.



31Ç à í ÿ ò ò ÿ 6Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåéÏëàí1. ×èñëîâi íåðiâíîñòi òà ¨õíi âëàñòèâîñòi.2. Äåÿêi êëàñè÷íi íåðiâíîñòi.3. Îñíîâíi ìåòîäè äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÏîðÿä ç ðîçâ'ÿçóâàííÿì íåðiâíîñòåé, ùî ìiñòÿòü çìiííi, âàæëèâåìiñöå â ìàòåìàòè÷íié ïiäãîòîâöi ó÷íiâ âiäâîäèòüñÿ äîâåäåííþ íåðiâ-íîñòåé. Äîâåñòè ïåâíó íåðiâíiñòü iç çìiííèìè öå îçíà÷à¹ ïîêàçàòè,ùî âîíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïðàâèëüíó (iñòèííó) ÷èñëîâó íåðiâíiñòüïðè áóäü-ÿêèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ, ùî âõîäÿòü äî íå¨.Ïðè äîâåäåííi íåðiâíîñòåé ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü îçíà÷åííÿ ÷èñëî-âî¨ íåðiâíîñòi, à òàêîæ âiäïîâiäíi ¨õ âëàñòèâîñòi.Çà îçíà÷åííÿì ÷èñëî a ââàæà¹òüñÿ áiëüøèì çà ÷èñëî b, ÿêùî ði-çíèöÿ a − b � ÷èñëî äîäàòíå; ÷èñëî a � ìåíøèì âiä ÷èñëà b, ÿêùîðiçíèöÿ a− b � ÷èñëî âiä'¹ìíå.Íàâåäåìî âëàñòèâîñòi ÷èñëîâèõ íåðiâíîñòåé:à) ÿêùî a < b i b < c, òî a < c;á) ÿêùî a < b i c � äîâiëüíå ÷èñëî, òî a+ c < b+ c;â) ÿêùî a < b i c � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, òî ac < bc;ã) íåðiâíîñòi ç îäíàêîâèìè çíàêàìè ìîæíà ïî÷ëåííî äîäàâàòè;ä) íåðiâíîñòi ç îäíàêîâèìè çíàêàìè ìîæíà ïî÷ëåííî ïåðåìíîæó-âàòè, ÿêùî ¨õíi ëiâi i ïðàâi ÷àñòèíè � äîäàòíi ÷èñëà;å) äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë a i b òàêèõ, ùî 0 ≤ a ≤ b, âèêîíó¹òüñÿíåðiâíiñòü n
√
a ≤ n

√
b.Íàâåäåíi âëàñòèâîñòi ÷èñëîâèõ íåðiâíîñòåé äîâîäÿòüñÿ â øêiëüíèõïiäðó÷íèêàõ.�îçãëÿíåìî îêðåìi ìåòîäè äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé.Ìåòîä, â îñíîâó ÿêîãî ïîêëàäåíî îçíà÷åííÿ ÷èñëîâî¨ íåðiâ-íîñòi.Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷è-ñåë a i b ¹ ïðàâèëüíîþ íåðiâíiñòü a+b

2 ≥
√
ab.



32 �îçâ'ÿçóâàííÿ.
a+ b

2
−
√
ab =

a+ b− 2
√
ab

2
=

(
√
a−

√
b)2

2
≥ 0.Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî a

b
+ b

a
≥ 2, ÿêùî ab > 0.�îçâ'ÿçóâàííÿ.

a

b
+

b

a
− 2 =

a2 + b2 − 2ab

ab
=

(a− b)2

ab
≥ 0.Ìåòîä, â îñíîâó ÿêîãî ïîêëàäåíî ä¨¨ íàä âiäîìèìè àáî ðà-íiøå äîâåäåíèìè íåðiâíîñòÿìè. Öi äi¨ çäiéñíþþòüñÿ çà âëàñòè-âîñòÿìè ÷èñëîâèõ íåðiâíîñòåé.Ïðèêëàä 3. Äîâåñòè, ùî

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 1√

ab
+

1√
bc

+
1√
ac

,äå a, b, c � äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Îñêiëüêè ñåðåäí¹ àðè�ìåòè÷íå äâîõ äîäàòíèõ÷èñåë íå ìåíøå âiä ¨õíüîãî ñåðåäíüîãî ãåîìåòðè÷íîãî, òî
1

2

(

1

a
+

1

b

)

≥ 1√
ab

,
1

2

(

1

b
+

1

c

)

≥ 1√
bc
,

1

2

(

1

a
+

1

c

)

≥ 1√
ac

.Äîäàâøè ïî÷ëåííî öi íåðiâíîñòi îäåðæèìî íåðiâíiñòü, ÿêó ïîòðiáíîáóëî äîâåñòè.Ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðè äîâåäåííi öèì ìåòîäîìíåðiâíîñòi a < b ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñòèííîþ ¹ íåðiâíiñòü a ≥ b, çÿêî¨ ëîãi÷íèì ìiðêóâàííÿì ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷ëèâî¨ íåðiâíîñòi.Çðîçóìiëî, ùî çàïåðå÷åííÿì íåðiâíîñòi a > b ¹ íåðiâíiñòü a ≤ b,íåðiâíîñòi a ≤ b � íåðiâíiñòü a > b, íåðiâíîñòi a ≥ b � íåðiâíiñòü
a < b.Ïðèêëàä 4. Äîâåñòè íåðiâíiñòü a

9a2 + 4
≤ 1

12
.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü, ÿêó òðåáà äîâåñòè,¹ õèáíîþ. Òîäi iñòèííîþ ¹ íåðiâíiñòü a

9a2+4 > 1
12 . Çâiäñè 12a > 9a2+4.Iç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî (3a − 2)2 < 0. Öÿ æ íåðiâíiñòü¹ õèáíîþ. Îòæå, iñòèííîþ ¹ íåðiâíiñòü, ÿêó ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.



33Ìåòîä äîâåäåííÿ ÷åðåç ïîñèëåííÿ àáî ïîñëàáëåííÿ íåðiâíî-ñòi. Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi
a < b äîâîäÿòü íåðiâíiñòü c < b, äå c > a (ñèëüíiøó íåðiâíiñòü). Íàîñíîâi âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi ÷èñëîâî¨ íåðiâíîñòi ðîáëÿòü âèñíîâîêïðî iñòèííiñòü íåðiâíîñòi a < b. Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi a > b äî-âîäÿòü íåðiâíiñòü c > b, äå c < a (ñëàáøó íåðiâíiñòü), íà îñíîâi ÷îãîðîáëÿòü âèñíîâîê ïðî iñòèííiñòü íåðiâíîñòi a > b.Ïðèêëàä 5. Äîâåñòè, ùî 1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
≤ 1, äëÿ áóäü-ÿêîãî

n ∈ N.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Äîâåäåìî ñèëüíiøó íåðiâíiñòü
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

(n− 1)n
≤ 1.Î÷åâèäíî,

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

(n− 1)n
=

=

(

1− 1

2

)

+

(

1

2
− 1

3

)

+ · · ·+
(

1

n− 1
− 1

n

)

=

= 1− 1

n
≤ 1.Îñêiëüêè

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

(n− 1)n
>

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
,òî iñòèííîþ ¹ íåðiâíiñòü, ÿêó ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî ¹ äîñèòü ÷àñòî çðó÷íèìäëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé, çàëåæíèõ âiä íàòóðàëüíîãî n.Ïðèêëàä 6. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

(a1 + a2 + · · ·+ an)

(

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)

≥ n2,äå a1, a2, . . . , an � äîâiëüíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, n ∈ N.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðè n = 1 íåðiâíiñòü, ÿêó òðåáàäîâåñòè, ¹ ïðàâèëüíîþ, îñêiëüêè a1 · 1
a1

= 1. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâ-íiñòü iñòèííà ïðè n = k (k ≥ 1). Äîâåäåìî, ùî âîíà iñòèííà i ïðè
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n = k + 1.
(a1 + a2 + · · ·+ ak+1)

(

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

ak+1

)

=

= (a1 + a2 + · · ·+ ak)

(

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

ak

)

+

+(a1 + a2 + · · ·+ ak)
1

ak+1
+ ak+1

(

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

ak

)

+ 1 ≥ k2+

+

(

a1

ak+1
+

ak+1

a1

)

+

(

a2

ak+1
+

ak+1

a2

)

+ · · ·+
(

ak

ak+1
+

ak+1

ak

)

+ 1 ≥

≥ k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.Êîæíà ç äîâåäåíèõ íåðiâíîñòåé ¹ ìàòåìàòè÷íèì òâåðäæåííÿì iòîìó ¨õ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè äîâåäåííi íîâèõ íåðiâíîñòåé.Öiêàâèìè ¹ êëàñè÷íi íåðiâíîñòi, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ìiæ ñîáîþ ðiçíiñåðåäíi çíà÷åííÿ n äiéñíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë.ßêùî a1, a2, . . . , an � äiéñíi äîäàòíi ÷èñëà, òîäi ìîæíà äîâåñòè,ùî iñòèííîþ ¹ òàêà íèçêà íåðiâíîñòåé:
min{a1, . . . , an} ≤ H ≤ G ≤ A ≤ Q ≤ max{a1, . . . , an},äå

H =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an� ñåðåäí¹ ãàðìîíiéíå,

G = n
√
a1a2 · · · an� ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå,

A =
a1 + a2 · · ·+ an

n� ñåðåäí¹ àðè�ìåòè÷íå,
Q =

√

a21 + a22 + · · ·+ a2n
2� ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå äàíèõ ÷èñåë, min{a1, . . . , an} � íàéìåíøå içäàíèõ ÷èñåë, max{a1, . . . , an} � íàéáiëüøå iç äàíèõ ÷èñåë.



35Ïðè äîâåäåííi íåðiâíîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ ç âëàñòèâîñòÿìè ãåîìåòðè-÷íèõ �iãóð òà íåðiâíîñòåé, ùî ìiñòÿòü åëåìåíòàðíi �óíêöi¨, âèêîðè-ñòîâóþòü ðîçãëÿíóòi âèùå ìåòîäè, à òàêîæ âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòiãåîìåòðè÷íèõ �iãóð òà �óíêöié.Ïðèêëàä 7. Íåõàé ABCD � äîâiëüíèé ÷îòèðèêóòíèê. Äîâåñòè,ùî éîãî ïëîùà SABCD íå áiëüøà çà (AB+CD)(BC+AD)
4 .�îçâ'ÿçóâàííÿ. Êîðèñòóþ÷èñü �îðìóëîþ äëÿ ïëîùi òðèêóòíè-êà ìà¹ìî

2SABCD = SABC + SCDA + SDAB + SBCD = 1
2AB ·BC sin∠B+

+ 1
2CD ·AD sin∠D + 1

2AD ·AB sin∠A+ 1
2BC · CD sin∠C.Îñêiëüêè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ñèíóñ äîðiâíþ¹ 1, òî

SABCD ≤ 1

4
(AB ·BC + CD ·BC +AB · AD + CD · AD) =

=
(AB + CD)(BC +AD)

4
.Ïðèêëàä 8. Äîâåñòè, ùî 1

2 ≤ sin4 x + cos4 x ≤ 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî
x ∈ R.�îçâ'ÿçóâàííÿ. �îçãëÿíåìî �óíêöiþ y = sin4 x+cos4 x. Ïî ñóòiòðåáà äîâåñòè, ùî y ∈ [ 12 ; 1], ÿêùî x ∈ R. Ìà¹ìî

y =

(

1− cos 2x

2

)2

+

(

1 + cos 2x

2

)2

=
1 + cos2 2x

2
.Îñêiëüêè cos2 2x ∈ [0; 1], ÿêùî x ∈ R, òî y ∈ [ 12 ; 1].Ïðèêëàä 9. Äîâåñòè, ùî tg x > x, ÿêùî x ∈ (0; π

2 ).�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ââåäåìî â ðîçãëÿä �óíêöiþ y = tg x− x. Òîäi
y′ =

1

cos2 x
− 1 = tg2 x > 0.Îòæå, �óíêöiÿ íà äàíîìó ïðîìiæêó çðîñòà¹. Îñêiëüêè y(0) = 0, òî

tg x− x > 0. Çâiäñè ñëiäó¹ íåðiâíiñòü, ÿêó ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.Çàóâàæèìî, ùî îäíó i òó æ íåðiâíiñòü íåðiäêî ìîæíà äîâåñòèðiçíèìè ìåòîäàìè i, ùî äëÿ äîâåäåííÿ ïåâíèõ íåðiâíîñòåé òðåáà âè-êîðèñòàòè êiëüêà ìåòîäiâ.



36Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ÷èñëîâî¨ íåðiâíîñòi, äîâåñòè òàêiíåðiâíîñòi:à) a2

1+a4 ≤ 1
2 ;á) (a+b)

(a2+b2) ≥
(a3+b3)
(a4+b4) (a > 0, b > 0);â) a

b
< a+c

b+c
(b > a > 0);ã) a

b
> a+c

b+c
(a > b > 0);ä) a3+b3

2 ≥
(

a+b
2

)3
(a+ b ≥ 0);å) a+b+c

3 ≤
√

a2+b2+c2

3 .2. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü a
b
+ b

a
≥ 2, äå ab > 0, äîâåñòè òàêiíåðiâíîñòi:à) x+y

z
+ y+z

x
+ z+x

y
≥ 6 (x > 0, y > 0, z > 0);á) (a2+a+1)(b2+b+1)(c2+c+1)

abc
≥ 27 (a > 0, b > 0, c > 0);â) tgα+ ctgα ≥ 2 (α ∈ (0; π2 ));ã) (a+ b+ c)( 1

a
+ 1

b
+ 1

c
) ≥ 9 (a > 0, b > 0, c > 0).3. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü an = n2 − 2n+ 3 � ìîíîòîííî çðî-ñòàþ÷à, à ïîñëiäîâíiñòü an =

√
n+ 1−√

n � ìîíîòîííî ñïàäàþ÷à.4. Êîðèñòóþ÷èñü çàëåæíiñòþ ìiæ ñåðåäíiì àðè�ìåòè÷íèì òà ñå-ðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì n äiéñíèõ ÷èñåë, äîâåñòè òàêi íåðiâíîñòi:à) (a + b)(b + c)(a + c) ≥ 8abc, äå a, b, c �äîâiëüíi äiéñíi äîäàòíi÷èñëà;á) (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) ≥ 2n, ÿêùî a1, a2, . . . an � äîâiëüíiäiéñíi äîäàòíi ÷èñëà i a1a2 · · · an = 1;â) √
a1a2 +

√
a2a3 +

√
an−1an +

√
ana1 ≤ a1 + a2 + · · ·+ an, äå a1,

a2, . . . an � äîâiëüíi äiéñíi äîäàòíi ÷èñëà;ã) (a1 + a2 + · · ·+ an)
(

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

)

≥ n2, äå a1, a2, . . . an �äîâiëüíi äiéñíi äîäàòíi ÷èñëà;



37ä) sin2 α cos6 α ≤ 33

44 (α ∈ R).5. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, äîâåñòè òàêiíåðiâíîñòi:à) 2n+2 > 2n+ 5 (n ∈ N);á) 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n > 13

24 (n ∈ N, n > 1);â) 3n+1 > 3n+ 2 (n ∈ N);ã) 1
12 + 1

22 + · · ·+ 1
n2 < 2− 1

n
(n ∈ N, n > 1).6. Çà äîïîìîãîþ ïîõiäíî¨ äîâåñòè íåðiâíîñòi:à) x3 − 3

2x
2 + x+ 1 > 0 (x ≥ 0);á) a3 − 3a+ 2 > 0 (a > 1);â) sinx < x (x > 0);ã) sinx > x− x3

6 (x > 0);ä) ln(1 + x) < x (x > 0);å) x2 − 1 > 2 lnx (x > 1);¹) ex > 1 + x (x > 0);æ) xn

ex
≤

(

n
e

)n
(x > 0, n ∈ N).7. �îçìiñòèòè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ÷èñëà:à) sin 2, sin 4, sin 6, sin 8;á) cos 2, cos 4, cos 6, cos 8;â) tg 1, tg 2, tg 3, tg 4;ã) ctg 1, ctg 2, ctg 3, ctg 4.8. Ïîðiâíÿòè òàêi ÷èñëà:à) sin 1◦

sin 2◦
òà sin 5◦

sin 6◦
; á) sin 1

sin 2
òà sin 5

sin 6
; â) cos 1

cos 2
òà cos 4

cos 5
;ã) cos 1◦

cos 2◦
òà cos 4◦

sin 5◦
; ä) log2 3 òà log3 4; å) log4 5 òà log5 6.9. Âèêîðèñòîâóþ÷è îäèí iç ìåòîäiâ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé àáî ¨õêîìáiíàöiþ, äîâåñòè òàêi íåðiâíîñòi:à) a2 + b2

a+ b
≥ a+ b

2
(a > 0, b > 0);



38 á) x2 + y2 + z2 ≥3, ÿêùî x+ y + z=3;â) a4 + b4 ≥ 1
8 , ÿêùî a+ b ≥ 1;ã) 1√

1
+

1√
2
+ · · ·+ 1√

n
≥

√
n (n ∈ N);ä) 1√

a
<

√
a+ 1−

√
a− 1 (a ≥ 1);å) lg 1 + lg 2 + · · ·+ lg n

n
< lg(n+ 1) (n ∈ N);¹) |a1b1 + a2b2 + · · · + anbn| ≤ 1, ÿêùî a21 + a22 + · · · + a2n = 1,

b21 + b22 + · · ·+ b2n = 1;æ) x2 + y2

x+ y
+

y2 + z2

y + z
+

z2 + x2

z + x
> x+ y + z (x > 0, y > 0, z > 0).10. Äîâåñòè íåðiâíîñòi:à) a3+b3 < c3, ab+bc+ac < 2c2, ÿêùî a, b � êàòåòè, c � ãiïîòåíóçàïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà;á) sin2 ∠C > sin 2∠A sin 2∠B, ÿêùî ∠A, ∠B, ∠C � êóòè òðèêó-òíèêà;â) 1

4 ≤ sin6 x+ cos6 x ≤ 1 (x ∈ R);ã) sin(cosx) < cos(sinx) (x ∈ R);ä) (1 + a2k)− ak ≥ a2k−1 + a2k−2 + · · ·+ a (a > 0, k ∈ N).



39Ç à í ÿ ò ò ÿ 7�îçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé òà ¨õ ñèñòåìÏëàí1. Ïîíÿòòÿ íåðiâíîñòi.2. �iâíîñèëüíiñòü íåðiâíîñòåé.3. Îêðåìi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé òà ¨õ ñèñòåì.4. �îçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé ç äâîìà çìiííèìè.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÏî âiäíîøåííþ äî íåðiâíîñòåé ñòàâëÿòü i ðîçâ'ÿçóþòü òàêi äâàòèïè çàäà÷:1) äîâåñòè íåðiâíiñòü (öåé òèï çàäà÷ ðîçãëÿíóòî ðàíiøå);2) ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü, ùî ìiñòèòü çìiííó (íåâiäîìó) àáî ñèñòå-ìó òàêèõ íåðiâíîñòåé.Çìiñò ïîíÿòü
”
íåðiâíiñòü iç çìiííîþ“,

”
ðîçâ'ÿçîê íåðiâíîñòi“ âøêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè ðîçêðèâàþòü ÷åðåç ðîçãëÿä êîíêðåòíèõïðèêëàäiâ.À âçàãàëi, íåðiâíiñòþ ç îäíi¹þ çìiííîþ íàçèâàþòü îäíîìiñíèéïðåäèêàò âèãëÿäó f(x) > g(x) àáî f(x) < g(x). �îçâ'ÿçêîì íåðiâ-íîñòi íàçèâàþòü çíà÷åííÿ çìiííî¨, ïðè ÿêèõ âiäïîâiäíèé ïðåäèêàòïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iñòèííå âèñëîâëþâàííÿ.�îçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé ç îäíi¹þ çìiííîþ  ðóíòó¹òüñÿ íà òà-êèõ òåîðåìàõ ïðî ðiâíîñèëüíiñòü (åêâiâàëåíòíiñòü) äâîõ íåðiâíîñòåé.Òåîðåìà 1. Äâi íåðiâíîñòi f(x) > g(x) i f(x)+w(x) > g(x)+w(x)åêâiâàëåíòíi, ÿêùî w � �óíêöiÿ, âèçíà÷åíà â ÎÄÇ ïåðøî¨ íåðiâíî-ñòi.Òåîðåìà 2. Äâi íåðiâíîñòi f(x) > g(x) i f(x)w(x) > g(x)w(x)åêâiâàëåíòíi, ÿêùî w � �óíêöiÿ, âèçíà÷åíà â ÎÄÇ ïåðøî¨ íåðiâíî-ñòi i äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ x iç öi¹¨ îáëàñòi w(x) > 0.Äîâåäåìî äðóãó òåîðåìó. Íåõàé α � ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨ íåðiâíîñòi.Òîäi f(α) > g(α) � iñòèííà (ïðàâèëüíà) ÷èñëîâà íåðiâíiñòü, w(α) �ïåâíå äîäàòíå ÷èñëî. Çà âiäïîâiäíîþ âëàñòèâiñòþ ÷èñëîâî¨ íåðiâíî-ñòi iñòèííîþ ¹ ÷èñëîâà íåðiâíiñòü f(α)w(α) > g(α)w(α). Îòæå, α �ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ íåðiâíîñòi.



40 Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ íåðiâíîñòi¹ ðîçâ'ÿçêîì ïåðøî¨.Ó 8-ìó êëàñi �îðìóëþâàííÿ öèõ òåîðåì äà¹òüñÿ â ñïðîùåíîìóâèãëÿäi i äîâåäåííÿ ¨õ iëþñòðó¹òüñÿ íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåðiâíîñòåé ó÷íi íåðiäêî ïîðóøóþòü âèìîãèñ�îðìóëüîâàíèõ òåîðåì, çîêðåìà, ìíîæàòü (äiëÿòü) ÷àñòèíè íåðiâ-íîñòåé íà �óíêöiþ w, çíàê ÿêî¨ íå ¹ âèçíà÷åíèì, ùî ïðèçâîäèòü äîïîìèëîê.Ïðèêëàä 1. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåðiâíîñòi x+1
x+2 > 3 ¨ ¨ çàìiíèëèíåðiâíiñòþ x + 1 > 3(x + 2) i îäåðæàëè, ùî x < − 5

2 . Ïðè öüîìóäîïóùåíî ïîìèëêó. Íå âðàõîâàíî, ùî çíà÷åííÿ �óíêöi¨ w(x) = x+2ìîæóòü áóòè ÿê äîäàòíèìè, òàê i âiä'¹ìíèìè. Ïðàâèëüíà âiäïîâiäü:
−2 < x < − 5

2 .Íàé÷àñòiøå çàñòîñîâóþòü òàêi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé:àíàëiòè÷íèé, ãðà�i÷íèé, ìåòîä iíòåðâàëiâ.Äëÿ àêòèâiçàöi¨ ðîçóìîâî¨ äiÿëüíîñòi ó÷íiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îêðå-ìèõ íåðiâíîñòåé âàðòî çäiéñíþâàòè ðiçíèìè ìåòîäàìè.�ðà�i÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé  ðóíòó¹òüñÿ íà ñõå-ìàòè÷íîìó çîáðàæåííi ãðà�iêiâ �óíêöié i íà ÷èòàííi ïîáóäîâàíèõãðà�iêiâ. Òîìó ïðîïåäåâòè÷íîþ ðîáîòîþ, ïîâ'ÿçàíîþ ç ïiäãîòîâêîþó÷íiâ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé öèì ìåòîäîì, ìîæíà i ïîòðiáíîçàéíÿòèñÿ â÷èòåëÿì, ÿê òiëüêè ðîçïî÷íåòüñÿ ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ�óíêöié òà ¨õíiõ ãðà�iêiâ.Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ, íàïðèêëàä, íåðiâíîñòi f(x) > 0 òàêèé:1) áóäó¹ìî ãðà�iê �óíêöi¨ y = f(x);2) çíàõîäèìî òi çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêèõ f(x) > 0, òîáòî àáñöèñè òèõòî÷îê ãðà�iêà, äå y > 0;3) çàïèñó¹ìî âiäïîâiäü.�îçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé ìåòîäîì iíòåðâàëiâ âèâ÷à¹òüñÿ ó 9-ìóêëàñi íà iíäóêòèâíié îñíîâi. Ïåâíå òåîðåòè÷íå îá ðóíòóâàííÿ öüîãîìåòîäó ìîæíà çäiéñíèòè ó 10-ìó êëàñi ç âèêîðèñòàííÿì òàêî¨ òåîðå-ìè.Òåîðåìà 3. ßêùî íà iíòåðâàëi (a; b) �óíêöiÿ f � íåïåðåðâíài íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü, òî âîíà íà öüîìó iíòåðâàëi çáåðiãà¹ñòàëèé çíàê.Ïiäêðåñëèìî, ùî äëÿ íåïåðåðâíî¨ �óíêöi¨ òåîðåìà çàëèøà¹òüñÿiñòèííîþ ïðè óìîâi, ùî iíòåðâàë (a; b) ¹ ìíîæèíîþ âñiõ äiéñíèõ ÷è-ñåë. Îòæå, íåþ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé



41âèãëÿäó f(x) > 0 ó âèïàäêó, êîëè íåïåðåðâíà �óíêöiÿ y = f(x) íåìà¹ íóëiâ íà âñié ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë.Ïðè âèêîðèñòàííi ìåòîäó iíòåðâàëiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíî-ñòåé âèãëÿäó
(x− x1)(x − x2) · · · (x − xn) > 0çíàê �óíêöi¨, ùî ìiñòèòüñÿ â ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi, çíàõîäÿòü ëè-øå íà îäíîìó iç iíòåðâàëiâ (xi, xi+1), à ïîòiì âðàõîâóþòü, ùî ïðèïåðåõîäi ÷åðåç íóëü öi¹¨ �óíêöi¨ ¨¨ çíàê çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòèëåæíèé.�îçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì íåðiâíîñòåé âêëþ÷à¹ â ñåáå äâà ìîìåíòè:1) ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîæíî¨ íåðiâíîñòi, ÿêà âõîäèòü â äàíó ñèñòåìó;2) âèçíà÷åííÿ òèõ çíà÷åíü çìiííî¨, ÿêi îäíî÷àñíî çàäîâîëüíÿþòüêîæíó íåðiâíiñòü ñèñòåìè.Çàóâàæèìî, ùî â ìàòåìàòèöi, êðiì ïîíÿòòÿ

”
ñèñòåìà íåðiâíîñòåé“ðîçãëÿäàþòü i

”
ñóêóïíiñòü íåðiâíîñòåé“. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìó íåðiâ-íîñòåé � öå îçíà÷à¹ çíàéòè âñi çíà÷åííÿ çìiííî¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòüêîæíó íåðiâíiñòü ñèñòåìè; ðîçâ'ÿçàòè ñóêóïíiñòü íåðiâíîñòåé � öåîçíà÷à¹ çíàéòè âñi çíà÷åííÿ çìiííî¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïðèíàéìíiîäíó íåðiâíiñòü öi¹¨ ñóêóïíîñòi. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè � öåïåðåðiç ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòåé, ùî âõîäÿòü äî íå¨; ìíîæè-íà ðîçâ'ÿçêiâ ñóêóïíîñòi � öå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ âñiõ ¨¨íåðiâíîñòåé.Öiêàâèì ¹ ïèòàííÿ ïðî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé ç äâîìà çìiííè-ìè. �îçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi f(x; y) > 0 íàçèâà¹òüñÿ ïàðà ÷èñåë (x0, y0),ÿêà ïåðåòâîðþ¹ ¨¨ â iñòèííó ÷èñëîâó íåðiâíiñòü ïðè âiäïîâiäíié ïiä-ñòàíîâöi çíà÷åíü çìiííèõ x = x0 i y = y0. Êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó íå-ðiâíîñòi âiäïîâiäà¹ ïåâíà òî÷êà ÷èñëîâî¨ ïëîùèíè R

2. Ìíîæèíà âñiõðîçâ'ÿçêiâ íåðiâíîñòi f(x; y) > 0 óòâîðþ¹ ïåâíó �iãóðó íà ïëîùèíi �îáëàñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ.�îçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé ç äâîìà çìiííèìè àáî ñèñòåì íåðiâíî-ñòåé â øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè çâîäÿòü äî çîáðàæåííÿ îáëàñòi¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ.Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íåðiâíîñòåé
{

x2 + y2 ≤ 4,
x+ y ≥ 2.
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O�èñ. 3.
�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâïåðøî¨ íåðiâíîñòi ñèñòåìè ¹ êðóã ðàäióñà 2ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ìíîæèíîþðîçâ'ÿçêiâ äðóãî¨ íåðiâíîñòi ¹ ïiâïëîùèíà.Øóêàíîþ ìíîæèíîþ æ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ¹ïåðåðiç âèùå çãàäàíèõ ìíîæèí, òîáòî ñåãìåíòçîáðàæåíèé íà ðèñóíêó 3.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. �îçâ'ÿçàòè ðiçíèìè ìåòîäàìè (àíàëiòè÷íèì, ãðà�i÷íèì, ìåòî-äîì iíòåðâàëiâ) íåðiâíîñòi:à) x2 + x− 2 > 0; á) 4x2 − 12x+ 1 > 0; â) 2x2 − 3x+ 1 < 0;ã) x2 + 2x+ 4 > 0; ä) x3 − x < 0; å) (x2 − 4)(x2 − 9) > 0;¹) x4 − 8x > 0; æ) 2x3 + 3x+ 4 < 0; ç) x3 − 5x2 + 6x ≤ 0.2. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåðiâíîñòi 1

x− 1
<

2

x+ 2
¨ ¨ çàìiíèëè òàêîþ:

(x + 2) < 2(x − 1). ßêó äîïóùåíî ïðè öüîìó ïîìèëêó? �îçâ'ÿçàòèíåðiâíiñòü ïðàâèëüíî.3. ßêi ¹ ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåðiâíîñòåé âèãëÿäó:
ax+ b

cx+ d
< 0 òà ax+ b

cx+ d
> 0?ßêèì ìåòîäîì ðåêîìåíäó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi íåðiâíîñòi â øêîëi?4. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðiâíîñèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi?à) x− 1 > 0 i (x− a)(x− 1) > 0; á) √x > a i x > a2;â) √

x < −1 i x−a
x+1 < 0; ã) √x > a i x

x2+1 > 0.5. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi
(x− a)2(x− 2)(x+ 3) ≤ 0¹ âiäðiçîê?6. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà a a íåðiâíiñòü 2x + a > 0 ¹ íà-ñëiäêîì íåðiâíîñòi x+ 1− 3a > 0?



437. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì iíòåðâàëiâ, ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi:à) (2x+ 1)(1− 3x)(x + 1)2 < 0;á) 2x

x2 + 1
< 1;â) x2 − 5

x2 + x+ 1
> 0;ã) (x2 − 16)(2x2 + x+ 1)

(x+ 2)2
< 0;ä) x2 + 2x− 3

x2 − 2x+ 8
≥ 0;å) x− 1

x2 − 4x+ 3
<

2x− 4

x2 − 4x+ 3
;¹) 2x

2x2 + x+ 1
≥ x

x2 − 5x+ 6
;æ) x

x2 + 3x+ 2
≤ x

x2 + 7x+ 12
;ç) (x2 − 2x− 3)(x2 + 4x+ 4)

(x2 − 8x+ 16)(x2 + 2x− 3)
≤ 0;è) (x2 + x− 2)(x2 − 6x+ 9)

(x2 − x− 2)(4x2 + 12x+ 9)
≥ 0.8. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi ç ìîäóëÿìè:à) |2x+ 1| > 3;á) |1− 3x| < 5;â) 2x2 − 3|x|+ 1 ≥ 0;ã) |x+ 1|+ |x− 1| > 2;ä) |2x+ 1|+ |1− 2x| > 1;å) |3x− 2|x < 1;¹) |2x2 + x− 1| > |x+ 1|;æ) |x| − 2|x+ 1|+ 3|x+ 2| ≥ 4;ç) x2 − |x| − 12

x− 3
≥ 2;è) ∣

∣

∣

∣

3x+ 1

x− 2

∣

∣

∣

∣

< 2.



44 9. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè ÿêèõ êîðåíi ðiâíÿííÿ ¹äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè:à) x2 − (a− 2)x− a+ 3 = 0; á) ax2 − (a2 + a+ 1)x+ a+ 1 = 0.10. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà c, ïðè ÿêèõ êîðåíi ðiâíÿííÿ¹ âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè:à) x2 − (c− 1)x− c+ 2 = 0; á) (c− 1)x2 − 2(c+ 1)x+ c− 2 = 0.11. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà b, êîðåíi êâàäðàòè÷íîãî ðiâíÿ-ííÿ ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè ç ðiçíèìè çíàêàìè:à) (b− 2)x2 − 3(b+2)x+6b = 0; á) bx2 − (b2 + b+1)x+ b+1 = 0?12. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ ÿêèõ ðîç'ÿçêîì íåðiâ-íîñòi ¹ ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë:à) x2 + (5a+ 2)x+ 4a2 + 2a > 0;á) (2a+ 1)x2 − ax+ a− 2 < 0;â) (a2 − 6a)x2 − 2(a− 1)x− 3 < 0;ã) (a− 1)x2 + (a+ 2)x+ a− 1 > 0;ä) ax2 + x+ 4

x2 + x+ 2
≥ 5;å) x2 − ax− 2

x2 − 3x+ 4
> −1.13. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðàm íåðiâíiñòü x2−(m+5)x−2 < 0âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ x ∈ [−1; 1]?14. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü

{

ax + (3a− 8)y = 3a,
2x + (a− 2)y = a+ 1ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (x0; y0), äå x0 < 0, y0 > 0.15. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà c ðiâíÿííÿ

3

cx− 4
=

5

3x− cìà¹ äîäàòíi ðîçâ'ÿçêè?16. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà k ðiâíÿííÿ
3

2x− k
=

4

kx− 8



45ìà¹ âiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè?17. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi òà ñèñòåìè íåðiâíîñòåé ç äâîìà íåâiäî-ìèìè x òà y:à) x+ 2y < 4; á) y ≥ x2 − 2x+ 3; â) x2 < 4;ã) {

2x− y − 1 ≤ 0,
x+ 2y + 4 ≥ 0;

ä) { 3x+ 2y + 1 ≥ 0,
3x+ 2y − 2 ≤ 0;å) {

x− y + 1 ≥ 0,
x− y − 2 ≥ 0;

¹) 


x+ y ≥ 0,
x− y ≥ 0,
x2 + y2 ≤ 9;æ) 





x− y + 1 ≥ 0,
x+ y − 3 ≤ 0,
x+ 3y + 1 ≥ 0;

ç) 


x+ y ≥ 2,
x ≥ 0,
y ≤ 0.



46Ç à í ÿ ò ò ÿ 8�îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíüòà ¨õ ñèñòåìÏëàí1. Îñíîâíi ïðèíöèïè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíü òà ¨õñèñòåì.2. Ïðî ðiçíi ñïîñîáè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ òà ¨õí¹ ïèñüìîâå î�îðì-ëåííÿ.3. Ïðîïåäåâòè÷íà ðîáîòà äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíü.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿ�îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ñêëàäàííÿ ðiâíÿíü òà ¨õ ñè-ñòåì çäiéñíþ¹òüñÿ ïðîòÿãîì âñüîãî íàâ÷àííÿ ó÷íiâ â øêîëi. Öå ïîâ-íiñòþ âèïðàâäàíî, îñêiëüêè ðiâíÿííÿ òà ¨õ ñèñòåìè ¹ ìàòåìàòè÷íèìèìîäåëÿìè áàãàòüîõ�içè÷íèõ, õiìi÷íèõ òà iíøèõ ÿâèù. �îçâ'ÿçóâàííÿçàäà÷, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ÷è ¨õ ñèñòåì, äà¹ ìîæëè-âiñòü �îðìóâàòè â ó÷íiâ óìiííÿ çàïèñóâàòè ðåàëüíi æèòò¹âi ñèòóàöi¨íà ìàòåìàòè÷íié ìîâi, ùî ñïðèÿ¹ ðîçâèòêó ëîãi÷íîãî ìèñëåííÿ, îâî-ëîäiííþ îïåðàöiÿìè ìèñëåííÿ � àíàëiçîì, ñèíòåçîì, ïîðiâíÿííÿì,óçàãàëüíåííÿì, âèõîâóâàòè òàêi ðèñè îñîáèñòîñòi, ÿê ñàìîñòiéíiñòü,íàïîëåãëèâiñòü, òâîð÷èé ïiäõiä äî ñïðàâè.�îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíü çäiéñíþ¹òüñÿ, ÿê ïðàâèëî,çà òàêèì ïëàíîì:1) âèáið i ïîçíà÷åííÿ îñíîâíî¨ íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè;2) âèðàæåííÿ ðåøòè íåâiäîìèõ âåëè÷èí ÷åðåç îñíîâíó;3) ñêëàäàííÿ ðiâíÿííÿ;4) ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ;5) ïåðåâiðêà âiäïîâiäíîñòi çíàéäåíèõ êîðåíiâ óìîâi çàäà÷i;6) çàïèñ âiäïîâiäi.Ïðîiëþñòðó¹ìî ðåàëiçàöiþ íàâåäåíîãî ïëàíó.Ïðèêëàä 1. �åéñîâèé àâòîáóñ äîëà¹ øëÿõ âiäñòàííþ 720 êì çïåâíîþ ïëàíîâîþ ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ. Ïiäâèùèâøè ïîñòiéíó øâèä-êiñòü àâòîáóñà íà 10 êì/ãîä, âäàëîñÿ ñêîðîòèòè íà îäíó ãîäèíó ÷àñ,ùî éîãî âèòðà÷à¹ àâòîáóñ íà äîëàííÿ öüîãî øëÿõó. Çíàéòè ïëàíîâóøâèäêiñòü àâòîáóñó.



47�îçâ'ÿçóâàííÿ.Íåõàé ïëàíîâà øâèäêiñòü àâòîáóñà ñòàíîâèòü xêîì/ãîä. Òîäi âií ìàâ ïðî¨õàòè âiäñòàíü 720 êì çà 720
x

ãîä. Íàñïðàâäi,âií ðóõàâñÿ çi øâèäêiñòþ (x + 10) êì/ãîä i öþ âiäñòàíü ïîäîëàâ çà
720
x+10 ãîä, çåêîíîìèâøè 1 ãîä. Îòæå,

720

x
− 720

x+ 10
= 1.�îçâ'ÿçàâøè öå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî äâà ðîçâ'ÿçêè: x1 = −90 i

x2 = 80. Çà çìiñòîì çàäà÷i çíà÷åííÿ x ìà¹ áóòè äîäàòíèì ÷èñëîì.Öþ óìîâó çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå äðóãèé ðîçâ'ÿçîê.Âiäïîâiäü. Ïëàíîâà øâèäêiñòü àâòîáóñà 80 êì/ãîä.Âèáið i ïîçíà÷åííÿ îñíîâíî¨ íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè íå ¹ îäíîçíà-÷íèì. Íàâåäåíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè iíøèì ñïîñîáîì. Ïîçíà-÷èìî ÷åðåç t ÷àñ â ãîäèíàõ, ïðîòÿãîì ÿêîãî àâòîáóñ ïðî¨õàâ áè çïëàíîâîþ øâèäêiñòþ 720 êì. Òîäi ïëàíîâà øâèäêiñòü éîãî äîðiâíþ¹
720
t

êì/ãîä, çáiëüøåíà øâèäêiñòü � 720
t−1 êì/ãîä. Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

720

t− 1
− 720

t
= 10.Äîäàòíèé êîðiíü öüîãî ðiâíÿííÿ t = 9. Îòæå, ïëàíîâà øâèäêiñòüàâòîáóñà 720

9 = 80 êì/ãîä.Çàóâàæèìî, ùî öþ çàäà÷ó ìîæíà i êîðèñíî ç íàâ÷àëüíîþ ìåòîþðîçâ'ÿçàòè i çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè ðiâíÿíü iç äâîìà íåâiäîìèìè. Íå-õàé ïëàíîâà øâèäêiñòü àâòîáóñà v êì/ãîä, à t ãîä � ÷àñ ðóõó àâòîáóñàçi øâèäêiñòþ v. Çà óìîâîþ çàäà÷i îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:
{

vt = 720,
(v + 10)(t− 1) = 720.�îçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü, ìàòèìåìî: t = −8, v = −90 àáî

t = 9, v = 80. Çà çìiñòîì çàäà÷i v ìà¹ áóòè äîäàòíèì. À òîìó ïî÷à-òêîâà øâèäêiñòü àâòîáóñà äîðiâíþ¹ 80 êì/ãîä.Ïðè ñêëàäàííi ðiâíÿííÿ ó÷íi iíêîëè îäåðæóþòü òîòîæíiñòü. Ïðè-÷èíà öüîãî òàêà: äåÿêó ç óìîâ çàäà÷i âèêîðèñòîâóþòü äâà ðàçè, àiíøó ç óìîâ � æîäíîãî ðàçó.Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíü äåêîëè äàíi òà øóêà-íi âåëè÷èíè çàïèñóþòü ó �îðìi òàáëèöi, êîðèñòóþ÷èñü ÿêîþ ëåãêîñêëàñòè âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ àáî ñèñòåìó ðiâíÿíü.



48 Ïðèêëàä 2. Êîìàíäà øêîëÿðiâ, ÿêà ñêëàäàëàñÿ ç õëîïöiâ i äiâ-÷àò, ó êîìàíäíèõ çìàãàííÿõ ç øàõiâ íàáðàëà 52 î÷êà. Õëîïöi öi¹¨êîìàíäè iç 60 çiãðàíèõ ïàðòié âèãðàëè 27, à äiâ÷àòè iç 40 çiãðàíèõïàðòié ïðîãðàëè 20. Õëîïöi ïðîãðàëè íà 7 ïàðòié áiëüøå, íiæ äiâ÷à-òà çiãðàëè â íi÷èþ. Øêîëÿði îäíi¹¨ i òi¹¨ æ êîìàíäè ìiæ ñîáîþ íåãðàëè. Ñêiëüêè î÷êiâ íàáðàëè äiâ÷àòà öi¹¨ êîìàíäè?�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé x � ÷èñëî ïðîãðàíèõ õëîïöÿìè ïàðòié,à y � ÷èñëî âèãðàíèõ äiâ÷àòàìè ïàðòié. Ñêëàäåìî òàáëèöþ.Çiãðàëè ïàðòié Âèãðàëè Ïðîãðàëè Íi÷è¨Õëîïöi 60 27 x 33− xÄiâ÷àòà 40 y 20 20− yÌà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
{

x− 7 = 20− y,

27 + y + 33−x
2 + 20−y

2 = 52.Çâiäñè
{

x+ y = 27,
x− y = 3.Îòæå x = 15, y = 12.Âiäïîâiäü. Äiâ÷àòà íàáðàëè 16 î÷îê.�îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíü ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ó 5-ìó êëà-ñi. Óìiííÿ ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü íàáóâà¹òüñÿó÷íÿìè ïîñòóïîâî i ç ïåâíèìè òðóäíîùàìè. Äîñèòü å�åêòèâíèì ñïî-ñîáîì ïiäãîòîâêè ó÷íiâ ¹ ïîïåðåäí¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ òàêîãî çìi-ñòó: íàçâàòè ÷èñëî âòðè÷i áiëüøå çà x; çàïèñàòè ÷èñëî, ùî ïåðåâèùó¹íà 10 ïîëîâèíó ÷èñëà x; äàíî äâà ÷èñëà x òà y. Çàïèñàòè ÷èñëî, ùîâ 5 ðàçiâ áiëüøå ðiçíèöi öèõ ÷èñåë; ñóìà äâîõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 20,áiëüøå ç íèõ x, íàçâàòè ìåíøå ÷èñëî; çàïèñàòè ÷èñëî, ùî ìiñòèòü bîäèíèöü òà a äåñÿòêiâ.Â ìîëîäøèõ êëàñàõ ñëiä ïî¹äíóâàòè àëãåáðà¨÷íi òà àðè�ìåòè÷íiìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, çàîõî÷óâàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíi¹¨ i òi¹¨æ çàäà÷i ðiçíèìè ìåòîäàìè.Â ïðîöåñi ðîçâ'ÿçóâàííÿ áóäü-ÿêî¨ çàäà÷i âåëèêà ðîëü âiäâîäèòüñÿâèâ÷åííþ óìîâè çàäà÷i. Öüîìó ñïðèÿ¹ êîðîòêèé çàïèñ òåêñòó çàäà÷i,ñêëàäåííÿ ñõåì, ðèñóíêiâ.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷, äàíi ÿêèõ âèðàæåíi ïàðàìåòðàìè, ïî-òðiáíî ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ.



49Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Åëåêòðîâîç ìàâ ïðîéòè 840 êì. Íà ñåðåäèíi øëÿõó âií áóâçàòðèìàíèé íà 20 õâ, òîìó, ùîá ïðèáóòè ñâî¹÷àñíî, çáiëüøèâ ñâîþøâèäêiñòü íà 6 êì/ãîä. Ñêiëüêè ÷àñó âèòðàòèâ åëåêòðîâîç íà âåñüøëÿõ?2. Ç äâîõ ïóíêòiâ A i B, âiäñòàíü ìiæ ÿêèìè 24 êì, îäíî÷àñíîâè¨æäæàþòü äâà àâòîìîáiëi íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó. Ïiñëÿ çóñòði÷iàâòîìîáiëü, ùî âè¨õàâ ç A ïðèáóâ ó B ÷åðåç 16 õâ, à äðóãèé àâòîìî-áiëü � â A ÷åðåç 4 õâ. Çíàéòè øâèäêiñòü êîæíîãî àâòîìîáiëÿ.3. Ìîòîðíèé ÷îâåí, øâèäêiñòü ÿêîãî ó ñòîÿ÷ié âîäi 15 êì/ãîä,ïðîéøîâ çà òå÷i¹þ ðiêè 35 êì, à ïðîòè òå÷i¨ � 25 êì. Íà øëÿõ çàòå÷i¹þ ðiêè âií âèòðàòèâ ñòiëüêè æ ÷àñó, ñêiëüêè íà øëÿõ ïðîòèòå÷i¨. ßêà øâèäêiñòü òå÷i¨ ðiêè?4.Ùîá ïðîïëèâòè s ìåòðiâ çà òå÷i¹þ, ïëàâåöü ïîâèíåí çàòðàòèòè÷àñó íà t õâèëèí ìåíøå, íiæ éîìó òðåáà íà òå, ùîá ïðîïëèâòè òóñàìó âiäñòàíü ó ñòîÿ÷ié âîäi. ßêà øâèäêiñòü ïëàâöÿ ó ñòîÿ÷ié âîäi,ÿêùî øâèäêiñòü òå÷i¨ ðiêè v ì/ãîä?5. Çà 240 ì øëÿõó ïåðåäí¹ êîëåñî åêiïàæó çðîáèëî íà 20 îáåðòiâáiëüøå âiä çàäíüîãî. Äîâæèíà êîëà ïåðåäíüîãî êîëåñà íà 1 ì ìåíøàçà äîâæèíó çàäíüîãî. Çíàéòè äîâæèíó êîæíîãî êîëåñà.6. Çà 60 ì øëÿõó ïåðåäí¹ êîëåñî òðàêòîðà çðîáèëî íà 10 îáåðòiâáiëüøå, íiæ çàäí¹. Âèçíà÷èòè äîâæèíó êîëà êîæíîãî êîëåñà, ÿêùîäîâæèíà êîëà çàäíüîãî êîëåñà íà 50 ñì áiëüøà çà äîâæèíó ïåðåäíüî-ãî. 7. Äâîöè�ðîâå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ öè�ðîþ 3. ßêùî öå ÷èñëî äî-äàòè äî ÷èñëà, çàïèñàíîãî òèìè ñàìèìè öè�ðàìè, àëå â çâîðîòíîìóïîðÿäêó, òî áóäå 55. Çíàéòè öå äâîöè�ðîâå ÷èñëî.8. Ñóìà êâàäðàòiâ öè�ð äâîöè�ðîâîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ 10. ßêùîâiä øóêàíîãî ÷èñëà âiäíÿòè 18, òî îäåðæèìî ÷èñëî, çàïèñàíå òèìèöè�ðàìè, àëå â çâîðîòíîìó ïîðÿäêó. Çíàéòè øóêàíå ÷èñëî.9. Âiäîìî, ùî 30% ÷èñëà n íà 10 áiëüøå çà 20% ÷èñëà k, à 30%÷èñëà k íà 35 áiëüøå 20% ÷èñëà n. Çíàéòè n i k.10. Ïiñëÿ äâîõ ïîñëiäîâíèõ ïiäíÿòòÿ öií êîæåí ðàç íà 5% öiíàòîâàðó ñòàëà 220,5 ãðí. Çíàéòè ïî÷àòêîâó öiíó òîâàðó.11. Öiíó òîâàðó ïiäâèùèëè íà 20%, à ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ ¨¨ ïîíèçè-ëè íà 25%. Öiíà òîâàðó ïiñëÿ öüîãî ñòàëà 27 ãðí. ßêà áóëà ïî÷àòêîâàöiíà òîâàðó?12. Íà îùàäíó êíèæêó âêëàäíèê ïîêëàâ 500 ãðí. ×åðåç äâà ðî-êè íà êíèæöi âèÿâèëîñÿ 583,2 ãðí. Ñêiëüêè âiäñîòêiâ íàðàõîâóâàâ



50âêëàäíèêó îùàäíèé áàíê ùîðîêó?13. Áàê íàïîâíþ¹òüñÿ äâîìà òðóáàìè çà 1 ãîä 20 õâ. Ïåðøà òðóáàìîæå íàïîâíèòè éîãî íà 2 ãîä øâèäøå, íiæ äðóãà. Çà ÿêèé ÷àñ êîæíàòðóáà îêðåìî ìîæå íàïîâíèòè áàê?14. Äâî¹ ðîáiòíèêiâ, âèêîíóþ÷è ïåâíå çàâäàííÿ ðàçîì, ìîæóòüâèêîíàòè éîãî çà 12 äíiâ. ßêùî ñïî÷àòêó ïðàöþâàòèìå òiëüêè îäèíiç íèõ, à êîëè âèêîíà¹ ïîëîâèíó ðîáîòè, éîãî çàìiíèòü äðóãèé, òî âñåçàâäàííÿ áóäå âèêîíàíî çà 25 äíiâ. Çà ñêiëüêè äíiâ êîæíèé ðîáiòíèêîêðåìî ìîæå âèêîíàòè âñå çàâäàííÿ?15. Ìàéñòåðíÿ âèãîòîâëÿ¹ ïåâíó êiëüêiñòü äåòàëåé íà ñóìó s ãðí.ßêùî ñîáiâàðòiñòü îäíî¨ äåòàëi çíèçèòè íà p êîï, òî íà òó ñàìó ñó-ìó ìàéñòåðíÿ âèãîòîâèòü íà n äåòàëåé áiëüøå, íiæ ðàíiøå. Ñêiëüêèäåòàëåé âèãîòîâëÿ¹ ìàéñòåðíÿ?16. Ñóìà ïåðøèõ òðüîõ ÷ëåíiâ àðè�ìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ äîðiâíþ¹21. ßêùî öi ÷ëåíè çáiëüøèòè âiäïîâiäíî íà 1, 1, 5, òî äiñòàíåìî ãåî-ìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ. ßêà áóëà àðè�ìåòè÷íà ïðîãðåñiÿ?17. Ñóìà ïåðøèõ òðüîõ ÷ëåíiâ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ äîðiâíþ¹28. ßêùî öi ÷ëåíè çìåíøèòè âiäïîâiäíî íà 1, 1, 5, òî äiñòàíåìî àðè-�ìåòè÷íó ïðîãðåñiþ. ßêà áóëà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ?18. Ôàð�îð ñêëàäà¹òüñÿ ç ãëèíè, ãiïñó i ïiñêó, ìàñè ÿêèõ ïðîïîð-öiéíi 25, 1, 2. Ñêiëüêè òðåáà ãëèíè, ãiïñó i ïiñêó, ùîá âèãîòîâèòè 140êã ñóìiøi?19. Äâà êóñêè ëàòóíi ìàþòü ìàñó 30 êã. Ïåðøèé êóñîê ìiñòèòü 5êã ÷èñòî¨ ìiäi, à äðóãèé � 4 êã. Ñêiëüêè âiäñîòêiâ ìiäi ìiñòèòü ïåðøèéêóñîê ëàòóíi, ÿêùî äðóãèé ìiñòèòü íà 15% áiëüøå íiæ ïåðøèé?



51Ç à í ÿ ò ò ÿ 9Òðèãîíîìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ òà íåðiâíîñòiÏëàí1. Ïîíÿòòÿ ãîëîâíèõ êóòiâ.2. �îçâ'ÿçóâàííÿ íàéïðîñòiøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü òà íå-ðiâíîñòåé.3. Îñíîâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü òàíåðiâíîñòåé.4. Ñèñòåìè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÒåîðåìà. ßêùî �óíêöiÿ y = f(x) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ
(ñïàäíîþ) â îáëàñòi X, a � äåÿêå çíà÷åííÿ, ÿêîãî íàáóâà¹ �óíêöiÿâ öié îáëàñòi, òî ðiâíÿííÿ f(x) = a ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (êîðiíü)â öié îáëàñòi.Öÿ òåîðåìà çàáåçïå÷ó¹ êîðåêòíiñòü îçíà÷åíü ãîëîâíèõ êóòiâ:

arcsina, arccosa, arctg a, arcctg a.Òðèãîíîìåòðè÷íi �óíêöi¨ sin, cos, tg, ctg ¹ ìîíîòîííèìè âiäïîâiäíîíà ïðîìiæêàõ [−π
2 ;

π
2 ], [0;π], (−π

2 ;
π
2 ), (0;π), äî òîãî æ íà öèõ ïðîìiæ-êàõ íàáóâàþòü âñiõ ñâî¨õ ìîæëèâèõ çíà÷åíü i òiëüêè îäèí ðàç, à òîìóêîæíå ç ðiâíÿíü sinx = a, cosx = a, tg x = a, ctg x = a íà âiäïîâiä-íîìó ïðîìiæêó ìà¹ îäèí i ëèøå îäèí ðîçâ'ÿçîê (ïåðøi äâà ðiâíÿííÿäëÿ çíà÷åíü a òàêèõ, ùî |a| ≤ 1, à îñòàííi äâà ðiâíÿííÿ äëÿ äîâiëü-íîãî a ∈ R). Öi ðîçâ'ÿçêè (êîðåíi) ïîçíà÷àþòü òàê: arcsina, arccosa,

arctg a, arcctg a.Òàêèì ÷èíîì, íà ïèòàííÿ:
”
Ùî íàçèâà¹òüñÿ arcsina?“ ìîæíà âiä-ïîâiñòè òàê:

”
arcsina íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ sinx = a íàâiäðiçêó [−π

2 ;
π
2 ]“. Àíàëîãi÷íî, arccosa íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-ííÿ cosx = a íà âiäðiçêó [0;π], arctg a � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ tg x = a âiíòåðâàëi (−π

2 ;
π
2 ), arcctg a � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ctg x = a â iíòåðâàëi

(0;π).Â øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè óâàãà ó÷íiâ àêòóàëiçó¹òüñÿ íà ií-øèõ îçíà÷åííÿõ ãîëîâíèõ êóòiâ, åêâiâàëåíòíèì íàâåäåíèì îçíà÷åí-íÿì. À ñàìå: arcsina íàçèâà¹òüñÿ òàêå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêèìäâîì óìîâàì: arcsina ∈ [−π
2 ;

π
2 ] i sin(arcsina) = a; arccosa íàçèâà-¹òüñÿ òàêå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì óìîâàì: arccosa ∈ [0;π] i
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cos(arccosa) = a; arctg a íàçèâà¹òüñÿ òàêå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹óìîâàì: arctg a ∈ (−π

2 ;
π
2 ) i tg(arctg a) = a; arcctg a íàçèâà¹òüñÿ òàêå÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì: arcctg a ∈ (0;π) i ctg(arcctg a) = a.Îñíîâíèì ïðèíöèïîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ íàéïðîñòiøèõ òðèãîíîìåòðè-÷íèõ ðiâíÿíü òà íåðiâíîñòåé ¹ òàêèé: ñïî÷àòêó çíàõîäÿòü ðîçâ'ÿçêèðiâíÿííÿ (íåðiâíîñòi) íà ïðîìiæêó, äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ ïåðiîäóâiäïîâiäíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨, à ïîòiì ç âðàõóâàííÿì ïåðiî-äó �óíêöi¨ çàïèñóþòü âñi ðîçâ'ÿçêè.Ïðè îá ðóíòóâàííi �îðìóë ðîçâ'ÿçóâàííÿ íàéïðîñòiøèõ òðèãîíî-ìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü ðåêîìåíäóþòü êîðèñòóâàòèñÿ îäèíè÷íèì êîëîìàáî ãðà�iêîì âiäïîâiäíî¨ �óíêöi¨.Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ sinx = a, äå |a| ≤ 1, ñïî-÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ íà âiäðiçêó [−π

2 ;
3π
2 ]. Çîçíà÷åííÿ ãîëîâíîãî êóòà òà �îðìóë çâåäåíü âèïëèâà¹, ùî arcsina i

π−arcsin a ¹ òàêèìè ðîçâ'ÿçêàìè. À òîìó ñåðiÿìè x = arcsina+2πm,
x = π − arcsina + 2πn (m, n ∈ Z) çàäàþòüñÿ âñi ðîçâ'ÿçêè. ßêùî ¨õîá'¹äíàòè, òî îäåðæèìî �îðìóëó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ äàíîãî ðiâíÿííÿ:

x = (−1)n arcsina+ πn (n ∈ Z).Çà òàêèì æ ïðèíöèïîì îäåðæó¹òüñÿ �îðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿðiâíÿíü âèãëÿäó cosx = a, äå |a| ≤ 1:
x = ± arccosa+ 2πn (n ∈ Z).Î÷åâèäíèìè ¹ �îðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü tg x = a i

ctg x = a (a ∈ R) � âiäïîâiäíî x = arctg a + πn i x = arcctg a + πn

(n ∈ Z).
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ .............................

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

...........

......................................

.............................

...........

...........

............

...........
............
............
............
..............
..............
................
..................

........................
.............................................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
........................
...................
................
...............
.............
.............
............
............
...........
...........
...........
...........

x

y

π
6

5π
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�èñ. 4.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íàéïðîñòiøèõ òðèãîíî-ìåòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé íå ðåêîìåíäó¹òüñÿ âè-êîðèñòîâóâàòè çàãàëüíi �îðìóëè, à êîæåí ðàçðîçâ'ÿçóâàòè êîíêðåòíó íåðiâíiñòü, âèêîðè-ñòîâóþ÷è îäèíè÷íå êîëî àáî ãðà�iê âiäïîâiä-íî¨ �óíêöi¨.Ïðèêëàä 1. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü sinx> 1
2 .�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ïîáóäó¹ìî îäèíè÷íå êî-ëî (äèâ. ðèñ. 4). Âiäêëàäåìî íà îñi Oy òî÷êó çîðäèíàòîþ 1

2 i ÷åðåç íå¨ ïðîâåäåìî ïðÿìó, ïà-ðàëåëüíó îñi Ox. Çà îçíà÷åííÿì ñèíóñà êóòàöÿ ïðÿìà ïåðåòèíà¹ îäèíè÷íå êîëî â òî÷êàõ, ùî âiäïîâiäàþòü êó-òàì ïîâîðîòó π
6 i 5π

6 . Òîìó ðîçâ'ÿçêàìè äàíî¨ íåðiâíîñòi íà âiäðiçêó



53
[0; 2π] ¹ ÷èñëà (êóòè ïîâîðîòó ó ðàäiàíàõ) x ∈ (π6 ;

5π
6 ). Ç âðàõóâàííÿìïåðiîäè÷íîñòi îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè çàäàíî¨ íåðiâíîñòi:

x ∈
(

π

6
+ 2πn;

5π

6
+ 2πn

)

(n ∈ Z).Äåêîëè âiäïîâiäü çàïèñóþòü ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ïðîìiæêiâ:
x ∈

⋃

n∈Z

(

π

6
+ 2πn;

5π

6
+ 2πn

)

.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåðiâíîñòi sinx ≤ 1
2 äîöiëüíî ñïî÷àòêó çíàéòèðîçâ'ÿçêè íà âiäðiçêó [π6 ;

13π
6 ], à ïîòiì âèïèñàòè âñi ðîçâ'ÿçêè:

x ∈
[

5π

6
+ 2πn;

13π

6
+ 2πn

]

(n ∈ Z).ßêùî á íà ïåðøîìó êðîöi çíàéøëè ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ æ íåðiâíîñòiíà âiäðiçêó [0; 2π], òî ïîìèëêè íå áóëî á. Âiäïîâiäü îäåðæàëè áè óâèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äâîõ ñåðié iíòåðâàëiâ:
x ∈

[

2πn;
π

6
+ 2πn

]

∪
[

5π

6
+ 2πn; 2π + 2πn

]

(n ∈ Z).
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�èñ. 5.Ïðèêëàä 2. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü tg x > 1.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ïîáóäó¹ìî â îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (ðèñ. 5)ãðà�iêè �óíêöié y = tg x òà y = 1. Â iíòåðâàëi (−π
2 ;

π
2

) ðîçâ'ÿçêàìè



54íåðiâíîñòi ¹ çíà÷åííÿ x, ùî íàëåæàòü iíòåðâàëó (

π
4 ;

π
2

). Ç âðàõóâàí-íÿì ïåðiîäè÷íîñòi �óíêöi¨ tg çàïèøåìî âñi ðîçâ'ÿçêè:
x ∈

(π

4
+ πn;

π

2
+ πn

)

(n ∈ Z).Çàóâàæèìî, ùî íå iñíó¹ çàãàëüíîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèãî-íîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü. Îäíàê, íàé÷àñòiøå òðèãîíîìåòðè÷íi ðiâíÿííÿðîçâ'ÿçóþòü ðîçêëàäàííÿì ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, ïðàâà ÷àñòèíàÿêîãî íóëü, íà ìíîæíèêè àáî çâåäåííÿì ðiâíÿííÿ äî îäíi¹¨ �óíêöi¨îäíîãî i òîãî æ àðãóìåíòó. Íàïðèêëàä, ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíîðiäíîãîðiâíÿííÿ n-ãî ñòåïåíÿ âiäíîñíî sinx i cosx âèãëÿäó
an sin

n x+ an−1 sin
n−1 x cosx+ · · ·+ a1 sinx cos

n−1 x+ a0 cos
n x = 0,äå an 6= 0, çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ

an tg
n x+ an−1 tg

n−1 x+ · · ·+ a1 tg x+ a0 = 0äiëåííÿì ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí äàíîãî ðiâíÿííÿ íà cosn x. Òàêå äi-ëåííÿ ìîæíà âèêîíàòè, îñêiëüêè cosx 6= 0 äëÿ òèõ çíà÷åíü x, ùî ¹ðîçâ'ÿçêàìè äàíîãî ðiâíÿííÿ. Äàëi, çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè y1, . . . , ykðiâíÿííÿ
any

n + an−1y
n−1 + · · ·+ a1y + a0 = 0,îïiñëÿ � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

tg x = y1, tg x = y2, . . . , tg x = yk.Äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíîðiäíîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðó-ãîãî ñòåïåíÿ çâîäèòüñÿ ëiíiéíå òðèãîíîìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
a sinx+ b cosx = c,äå a, b, c � äåÿêi íåíóëüîâi äiéñíi ÷èñëà. Âîíî ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ

2a sin
x

2
cos

x

2
+ b

(

cos2
x

2
− sin2

x

2

)

= c
(

cos2
x

2
+ sin2

x

2

)

.Îñòàíí¹ æ � ðiâíÿííþ
(b+ c) sin2

x

2
− 2a sin

x

2
cos

x

2
+ (c− b) cos2

x

2
= 0.�iâíÿííÿ a sinx+ b cosx = c ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè é iíøèì ìåòîäîì.Î÷åâèäíî, âîíî ðiâíîñèëüíî ðiâíÿííþ

a√
a2 + b2

sinx+
b√

a2 + b2
cosx =

c√
a2 + b2

.



55Íåõàé òåïåð α � äåÿêå ÷èñëî ç ïðîìiæêó [0; 2π) òàêå, ùî
a√

a2 + b2
= sinα,

b√
a2 + b2

= cosα.Òîäi
cos(x− α) =

c√
a2 + b2

.Çâè÷àéíî, ùî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê çà óìîâè c2 ≤ a2 + b2.�iâíÿííÿ âèãëÿäó R(sinx, cosx, tg x, ctg x) = 0, äå R � ðàöiîíàëü-íà �óíêöiÿ âiäíîñíî òðèãîíîìåòðè÷íèõ �óíêöié, çâîäèòüñÿ äî ðàöiî-íàëüíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî òàíãåíñà ïîëîâèííîãî àðãóìåíòó òàêèìèçàìiíàìè:
sinx =

2 tg x
2

1 + tg2 x
2

, cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

,

tg x =
2 tg2 x

2

1− tg2 x
2

, ctg x =
1− tg2 x

2

2 tg2 x
2

.Ó âèïàäêó òàêî¨ çàìiíè äîäàòêîâî ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ ðîçâ'ÿç-êàìè äàíîãî ðiâíÿííÿ çíà÷åííÿ x = π + 2πn (n ∈ Z).Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi òðèãîíîìåòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé âèêîðèñòîâó-þòü ìåòîäè, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íèìè äî ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü.Íåðiäêî îäíå i òå æ ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ðiçíèìè ìåòîäà-ìè. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ
sin2 x− cos2 x = cosx.Ìåòîä çâåäåííÿ äî îäíi¹¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨.
sin2 x− cos2 x = cosx ⇔

⇔ 1− cos2 x− cos2 x = cosx ⇔
⇔ 2 cos2 x+ cosx− 1 = 0.�îçâ'ÿçàâøè âiäïîâiäíå êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ îäåðæèìî, ùî cosx = 1

2àáî cosx = −1. Çâiäñè x = ±π
3 + 2πm àáî x = π + 2πn (m, n ∈ Z).Ìåòîä ðîçêëàäàííÿ íà ìíîæíèêè.

sin2 x− cos2 x = cosx ⇔ − cos 2x = cosx ⇔

⇔ cos 2x+ cosx = 0. ⇔ 2 cos
3x

2
cos

x

2
= 0 ⇔

⇔ cos
3x

2
= 0 àáî cos

x

2
= 0.Çâiäñè x = π

3 + 2
3πm àáî x = π + 2πn (m, n ∈ Z).
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�èñ. 6.
Îäåðæàíi âiäïîâiäi âiäðiçíÿþòüñÿ îäíà âiäîäíî¨, àëå ëåãêî ïîêàçàòè, ùî, ïî ñóòi, âîíèñïiâïàäàþòü. Äëÿ öüîãî íà îäèíè÷íîìó êî-ëi ïîçíà÷èìî âñi òî÷êè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ÷è-ñëàì, ùî ìiñòÿòüñÿ ó çíàéäåíèõ ñåðiÿõ. Áà-÷èìî, ùî öi òî÷êè ñïiâïàäàþòü. Áiëüøå òîãî,ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ x = π+2πn (n ∈ Z) ¹ ïiä-ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ x = π

3 +
2
3πn (n ∈ Z). Òî-ìó îñòàòî÷íèì âàðiàíòîì âiäïîâiäi ìîæå áóäåíàñòóïíèé: x = π

3 + 2
3πn (n ∈ Z).Iíêîëè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ äîöiëü-íî çðîáèòè îöiíêó ìíîæèí çíà÷åíü �óíêöié, ÿêi ñòîÿòü ó ëiâiéi ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíÿííÿ. Çðîçóìiëî, íàïðèêëàä, ùî ðiâíÿííÿ

sinx+ sin 2x+ sin 3x = 4 ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.�iâíÿííÿ cosx + cos 2x + cos 3x = 3 ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi òàêèõòðüîõ ðiâíÿíü: cosx = 1, cos 2x = 1, cos 3x = 1. �îçâ'ÿçêè ïåðøîãîðiâíÿííÿ ñèñòåìè x = 2πn (n ∈ Z) çàäîâîëüíÿþòü äðóãå i òðåò¹ ðiâ-íÿííÿ ñèñòåìè. Îòæå, x = 2πn (n ∈ Z) ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíîãî ðiâíÿííÿ.�îçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâi-äîìèìè âiäïîâiäíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿòðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü ç îäíèì íåâiäîìèì.Ïðèêëàä 3. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
{

sinx sin y = 3
4 ;

cosx cos y = 1
4 .�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ñóìà ëiâèõ ÷àñòèíè, çàäàíèõ â óìîâi ðiâíÿíü,äîðiâíþ¹ ñóìi ïðàâèõ ¨õ ÷àñòèí. Àíàëîãi÷íî ðiçíèöÿ ëiâèõ ÷àñòèíè �ðiçíèöi ïðàâèõ ¨õ ÷àñòèí. Òîìó ðîçâ'ÿçêè çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ¹ðîçâ'ÿçêàìè íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (áiëüø òîãî öi ñèñòåìè ðiâ-íÿíü ¹ ðiâíîñèëüíèìè):

{

cos(x − y) = 1;

cos(x + y) = − 1
2 .Çâiäñè

{

x− y = 2πn;

x+ y = 2
3π + 2πk

àáî {

x− y = 2πn;

x+ y = − 2
3π + 2πk,



57äå k i n � äåÿêi öiëi ÷èñëà. Çíîâó ïî÷àñòèííî äîäàâøè i âiäíÿâøèðiâíÿííÿ ñèñòåìè çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:
(x; y) =

(π

3
+ π(n+ k);

π

3
+ π(k − n)

)àáî
(x; y) =

(

−π

3
+ π(n+ k);−π

3
+ π(k − n)

)äå k, n ∈ Z. Çàóâàæèìî, ùî k i n íåçàëåæíî ïðîáiãàþòü ìíîæèíóöiëèõ ÷èñåë.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi ãîëîâíèõ êóòiâ:à) arcsin(−a) = − arcsina; á) arccos(−a) = π − arccosa;â) arctg(−a) = −arctg a; ã) arcctg(−a) = π − arctg a.2. �îçâ'ÿçàòè êîæíå ç íàñòóïíèõ ðiâíÿíü:
sinx = 1, sinx = −1, cosx = 0, cosx = −1çà äîïîìîãîþ çàãàëüíèõ �îðìóë ðîçâ'ÿçêiâ. Äîâåñòè, ùî îäåðæàíi�îðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíîñèëüíi âiäïîâiäíî òàêèì:

x =
π

2
+ 2πn, x = −π

2
+ 2πn, x =

π

2
+ πn, x = π + 2πn,äå n ∈ Z.3. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿííÿ 2 sin2 x−sinx cosx−cos2 x = 0 éîãîçàìiíèëè òàêèì 2 tg2 x − tg x − 1 = 0. Îá ðóíòóâàòè ðiâíîñèëüíiñòüïåðøîãî òà äðóãîãî ðiâíÿíü. �îçâ'ÿçàòè äðóãå ðiâíÿííÿ.4. �îçâ'ÿçàòè îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ:à) 2 sin2 x− 5 sinx cosx+ 3 cos2 x = 0;á) 3 sin2 2x−

√
3 sin 4x=3 cos2 2x;â) sin4 x+ 3 sin2 x cos2 x− 4 cos4 x = 0;ã) cos x

2 − sin x
2 = 0;ä) sin4 x− 3 sin2 x cos2 x+ 2 cos4 x = 0;å) sinx+

√
3 cosx = 0.



58 ¹) sin4 x+ 3 sin2 x cos2 x− 4 cos4 x = 0;æ) cos3 t+ cos2 t sin t− 4 cos t sin2 t− 4 cos3 t = 0.5. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ìåòîäàìè ðîçêëàäàííÿ íà ìíîæíèêè:à) sinx sin 2x+ cosx cos 2x = sin 2x;á) sin3 x+ sinx = sin 2x;â) sinx+ sin 3x = sin 2x+ sin 4x = 0;ã) cosx cos 7x = cos 5x cos 8x;ä) sin 4x+
√
2 sin 2x− 2 cos 2x =

√
2;å) 1 + sin 2x+ 2 sinx+ cosx = 0;¹) 1 + sinx+ sin x

2 + 2 cos x
2 = 0;æ) tg3 x+ tg2 x+ 3 tg x+ 3 = 0.6. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ ïåðåâiðêà çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ¹ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ:à) sin 2x ctg x = 0; á) (1− sin 2x) tg 2x = 0;â) (1− tg x) cos 2x = 0; ã) sin2 x+ sinx

1 + cosx
= 0;ä) cos2 x− cosx

1− sinx
= 0; å) sin 3x+ sinx

cosx
= 2;¹) sinx− sin 2x

cosx
= 0; æ) cos 3x− cosx

sinx
= 2;ç) cosx+ sin 2x

sinx
= ctg x.7. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ âèãëÿäó a sinx + b cosx = c ìåòîäîì çâå-äåííÿ äî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ñòåïåíÿ àáî ââåäåííÿì äîïî-ìiæíîãî êóòà:à) 4 sinx− 6 cosx = 1; á) sinx+

√
3 cosx = 1;â) √

3 sin 3x− cos 3x = 1; ã) 7 cosx− 8 sinx = 11;ä) cosx−
√
3 sinx = 2; å) sinx+

√
3 cosx = 2;¹) 3 sinx+ cosx = 1; æ) √3 sin(x− 45◦) + sin(x+ 45◦) =

√
2.8. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi ìåòîäè, ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ:à) 1 + sin 2x = ctg(π4 − x);



59á) sin3 x− cos3 x = 1 + 1
2 sin 2x;â) 1− cos 2x = tg x;ã) (1− ctg x) sin3 x+ (1− tg x) cos3 x = 0;ä) 2− ctg x = sin x

1+cos x ;å) √
2 cos3(π4 + x) = sinx− cosx;¹) tg2 x

2 (1 + cosx) = cosx;æ) sin3 x+ cos3 x =
√
2 cos(x− π

4 );ç) 2 + cos x
1−sin x

= tg x;è) √
2 sin3(π4 + x) = sinx+ cosx.9. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:à) cos2 x+ cos 2x+ cos2 3x = 1, 5;á) sin2 x+ sin 22x = sin2 3x+ sin2 4x;â) sin4 x+ cos4 x = 2 sin 2x+ 5

2 ;ã) sin4 x+ cos4 x = 3
4 cos 2x+ 1;ä) √

1− cosx = sinx;å) √
1− sinx = − cosx;¹) √
1 + 2 sin 2x = cosx− sinx;æ) √
cos 2x− sin 4x = sinx− cosx;ç) (sinx+ cos 2x)2 + (sin 2x− 1)2 + cos2 x = 0;è) sin2 x+ sin2 2x+ sin2 3x = 0.10. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi:à) 2 sin(π6 − 3x) ≤ 1;á) 2 cos(π3 − 4x) ≤ 1;â) tg(π3 − 3x) +

√
3 ≥ 0;ã) 1− cosx < tg x− sinx;ä) sin 2x cosx ≥ 0;å) √

3 tg2 x− 4 tg x+
√
3 > 0;¹) 1 + sinx < ctg x+ cosx;æ) 4 sin2 x− 2(

√
2 + 1) sinx−

√
2 < 0;



60 ç) sinx sin 2x ≤ 0;è) √
3 ctg2 x− 4 ctg x+

√
3 > 0.11. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü:à) {

x+ y = 2
3π,

sinx = 2 sin y;
á) { x+ y = 3

4π,

tg x− tg y = 2;â) {

sin2 x+ sin2 y = 1, 5,
y − x = π;

ã) {cos2 x+ cos2 y= 1, 5,
x+ y = π;ä) {

sinx cos y = 0, 25,
sin y cosx = 0, 75;

å) {cosx cos y = 0, 75,
sinx sin y = 0, 25.



61Ç à í ÿ ò ò ÿ 10Iððàöiîíàëüíi, ïîêàçíèêîâi, ëîãàðè�ìi÷íiðiâíÿííÿ òà íåðiâíîñòiÏëàí1. Iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ òà íåðiâíîñòi.2. Ïîêàçíèêîâi òà ëîãàðè�ìi÷íi ðiâíÿííÿ.3. Ïîêàçíèêîâi òà ëîãàðè�ìi÷íi íåðiâíîñòi.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿIððàöiîíàëüíèìè íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü íåâiäîìå ïiäçíàêîì êîðåíÿ. Äî íàéïðîñòiøèõ ðiâíÿíü öüîãî òèïó âiäíîñÿòüñÿ ðiâ-íÿííÿ âèãëÿäó √

f(x) = g(x). Òðàäèöiéíî ó÷íi ðîçâ'ÿçóþòü òàêi ðiâ-íÿííÿ ïiäíåñåííÿì äî êâàäðàòó ç óðàõóâàííÿì îáëàñòi âèçíà÷åííÿêîðåíÿ (f(x) ≥ 0). Àëå â öüîìó âèïàäêó ìîæóòü ç'ÿâèòèñü ñòîðîííiêîðåíi, îñêiëüêè òóò íå âðàõîâàíi îáëàñòi çíà÷åíü �óíêöié √

f(x) i
g(x).Ïðèêëàä 1. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 3

√
2x+ 5 = −x− 5.�îçâ'ÿçóâàííÿ.Îáëàñòþ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-íÿííÿ, î÷åâèäíî, ¹ iíòåðâàë [− 5

2 ;∞). Ïiäíåñåìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíèíàøîãî ðiâíÿííÿ äî êâàäðàòó. Îäåðæèìî 9(2x+5) = (x+5)2. Çâiäñè
x = −2 àáî x = 10, ïðè÷îìó, îáèäâà ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿíàëåæàòü [− 5

2 ;∞). Îäíàê, ïiäñòàíîâêà ïåðøîãî ç öèõ çíà÷åíü x = −2â ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷ëèâî¨ ðiâíîñòi 3 = −3.Òîìó äîöiëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè ðiâíÿííÿ, çãàäàíîãî âèùå âèãëÿäó,çàìiíîþ éîãî ðiâíîñèëüíîþ éîìó çìiøàíîþ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü òà íå-ðiâíîñòåé:
√

f(x) = g(x) ⇔
{

g(x) ≥ 0,
f(x) = (g(x))2.×àñòî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâóþòüìåòîä çàìiíè çìiííèõ.Ïðèêëàä 2. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

4

√

x− 1

x+ 1
− 4

√

x+ 1

x− 1
=

3

2
.�îçâ'ÿçóâàííÿ.Ïîçíà÷èìî 4

√

x−1
x+1 ÷åðåç t. Î÷åâèäíî, 4

√

x+1
x−1 = 1

ti t > 0. Òîäi íàøå ðiâíÿííÿ ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi t− 1
t
= 3

2 . Çâiäñè
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2t2−3t−2 = 0. �îçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ÷èñëà t1 = − 1

2 , t2 = −2.Îñêiëüêè − 1
2 < 0, òî t1 ¹ ñòîðîííiì êîðåíåì. Òîìó 4

√

x−1
x+1 = 2. Çâiäñè

x = − 17
15 .Îñîáëèâèé òèï iððàöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ñêëàäàþòü ðiâíÿííÿ ç ïà-ðàìåòðàìè.Ïðèêëàä 3. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ √

a−
√
a+ x = x, äå a � äåÿêåäiéñíå ÷èñëî.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Äîïóñòèìèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðà a i íåâi-äîìîãî x ¹ òàêi çíà÷åííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü îäíî÷àñíî íåðiâíîñòÿì

a+ x ≥ 0, a ≥
√
a+ x, x ≥ 0 (ç âðàõóâàííÿì àðè�ìåòè÷íîãî êîðåíÿâ ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ). Ïiäíîñÿ÷è äî êâàäðàòó ëiâó i ïðàâó ÷àñòè-íè äàíîãî ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî a − x2 =

√
a+ x. Äàëi, äîäàþ÷è äîîáîõ ÷àñòèí x òà ðîçêëàäàþ÷è ëiâó ÷àñòèíó îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ íàìíîæíèêè, ìàòèìåìî

(
√
a+ x+ x)(

√
a+ x− x) =

√
a+ x+ x ⇔

⇔ (
√
a+ x+ x)(

√
a+ x− x− 1) = 0. (1)Îñêiëüêè x ≥ 0 i √a+ x ≥ 0, òî x+
√
a+ x ≥ 0. ßêùî

x+
√
a+ x = 0,òî x = 0 i √a+ x = 0, ùî ìîæëèâî ëèøå ïðè a = 0. ßêùî æ

x+
√
a+ x > 0,òî ç (1) ñëiäó¹, ùî √

a+ x− x− 1 = 0,òîáòî √
a+ x = x+ 1.Çâiäñè

x2 + x+ 1− a = 0. (2)�îçãëÿíåìî âèïàäêè. Íåõàé 1 − a > 0. Òîäi àáî íå iñíó¹ äiéñíèõêîðåíiâ ðiâíÿííÿ (2), àáî çà òåîðåìîþ Âi¹òà îáèäâà êîðåíi öüîãî ðiâ-íÿííÿ � âiä'¹ìíi (÷åðåç òå ùî ñóìà i äîáóòîê öèõ êîðåíiâ âiäïîâiäíîäîðiâíþþòü −1 i 1 − a), ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi x ≥ 0. Òàêèì ÷èíîì,ÿêùî a < 1, òî ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíå â óìîâi ðiâíÿííÿ íå ìà¹.Íåõàé 1−a ≤ 0. Òîäi ðîçâ'ÿçêîì äàíîãî â óìîâi ðiâíÿííÿ ¹ òiëüêèíåâiä'¹ìíèé êîðiíü êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ (2), à ñàìå −1+
√
4a−3

2 .



63Âiäïîâiäü. ßêùî a ≥ 1, òî çàäàíå â óìîâi ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèéðîçâ'ÿçîê √
4a−3−1

2 , ÿêùî æ a < 1, òî ðîçâ'ÿçêiâ âîíî íå ìà¹.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íàéïðîñòiøèõ iððàöiîíàëüíèõ íåðiâíîñòåé ñëiäìàòè íà óâàçi íàñòóïíi åêâiâàëåíòíîñòi (ðiâíîñèëüíîñòi):
2n
√

f(x) > g(x) ⇔











{

g(x) ≥ 0,

f(x) >
(

g(x)
)2n

;
{

g(x) < 0,
f(x) ≥ 0

(n ∈ N); (3)
2n
√

f(x) < g(x) ⇔







f(x) ≥ 0,
g(x) > 0,

f(x) <
(

g(x)
)2n

(n ∈ N). (4)Ïðèêëàä 4. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü
√

x+
1

x2
+

√

x− 1

x2
>

2

x
. (5)�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî íåðiâíiñòü (5) ðiâíîñèëüíàíåðiâíîñòi

√

x3 + 1

x2
+

√

x3 − 1

x2
>

2

x
.Îáëàñòþ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü äàíî¨ íåðiâíîñòi ¹ iíòåðâàë [1;∞). Âðà-õîâóþ÷è öå, îñòàííÿ íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi

√
x3 + 1

x
+

√
x3 − 1

x
>

2

x
.À öÿ � íåðiâíîñòi

√

x3 + 1 +
√

x3 − 1 > 2. (6)Ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (6) ¹ äîäàòíèì ÷èñëîì, à ëiâà ïðèéìà¹äîäàòíi çíà÷åííÿ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [1;∞]. Òîìó âîíà ðiâíîñèëüíàíåðiâíîñòi
(

√

x3 + 1 +
√

x3 − 1
)2

> 22,òîáòî íåðiâíîñòi
x3 + 1 + 2

√

x6 − 1 + x3 − 1 > 4.



64Çâiäñè
√

x6 − 1 > 2− x3.Äàëi ç (3) âèïëèâà¹, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà ñóêóïíîñòiäâîõ ñèñòåì íåðiâíîñòåé:










{

2− x3 < 0,
x6 − 1 ≥ 0;

{

2− x3 ≥ 0,
x6 − 1 > (2 − x3)2.�îçâ'ÿçàâøè äàíó ñóêóïíiñòü íåðiâíîñòåé, îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íó âiä-ïîâiäü x ∈

(

3

√

5
4 ;∞

).�iâíÿííÿ íàçèâàþòü ïîêàçíèêîâèì, ÿêùî íåâiäîìi â íüîìó ìi-ñòÿòüñÿ â ïîêàçíèêó ñòåïåíÿ. �iâíÿííÿ íàçèâàþòü ëîãàðè�ìi÷íèì,ÿêùî íåâiäîìå ìiñòèòüñÿ ïiä çíàêîì ëîãàðè�ìà. Àëå ÷àñòî çóñòði÷à-þòüñÿ çìiøàíi ðiâíÿííÿ ïîêàçíèêîâî-ëîãàðè�ìi÷íi òà iíøi, íàïðè-êëàä
xlog2 x = 32, lnx = x2 − 1, 3x − 1 = log3 x.Âñi òàêi ðiâíÿííÿ, ðàçîì ç òðèãîíîìåòðè÷íèìè i äåÿêèìè iíøèìèíàçèâàþòü òðàíñöåíäåíòíèìè. Â øêîëi, çâè÷àéíî, ðîçâ'ÿçóþòü ëèøåîêðåìi òèïè ïîêàçíèêîâèõ i ëîãàðè�ìi÷íèõ ðiâíÿíü. Çîêðåìà, ÷àñòîçóñòði÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿ (àáî òàêi, ùî çâîäÿòüñÿ äî íèõ) âèãëÿäó

ua2f(x) + v(ab)f(x) + wb2f(x) = 0, (7)äå a, b, u, v, w � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó a i b � äîäàòíi i âiäìiííiâiä 1. Ïîäiëèâøè ðiâíÿííÿ (7) íà b2f(x) i ïîêëàâøè (

a
b

)f(x)
= y, îòðè-ìà¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ uy2 + vy + w = 0 âiäíîñíî íåâiäîìîãî y.Äîñèòü ïîøèðåíèìè ¹ òàêîæ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ïðèâåäåíîìó óíàñòóïíîìó ïðèêëàäi.Ïðèêëàä 5. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 5lg x − 3lg x−1= 3lg x+1 − 5lg x−1.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Õàðàêòåðíîþ îçíàêîþ òàêèõ ðiâíÿíü ¹ îäíà àáîäâi ðiçíi îñíîâè, ïðè÷îìó ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ äëÿ êîæíî¨ îñíîâè âiäði-çíÿþòüñÿ òiëüêè íà ÷èñëî. Òàêi ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçóþòü ïåðåíåñåííÿìñòåïåíiâ ç îäíàêîâîþ îñíîâîþ â îäíó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, à âñiõ iíøèõäîäàíêiâ � â iíøó ÷àñòèíó.

5lgx + 5lgx−1 = 3lg x+1 + 3lgx−1



65Äàëi ìà¹ìî
5lg x−1(5 + 1) = 3lgx−1(9 + 1) ⇔

⇔ 5lg x−2 = 3lg x−2 ⇔ lg x− 2 = 0 ⇔ x = 100.Âiäïîâiäü. x = 100.Ñåðåä ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëîãàðè�ìi÷íèõ ðiâíÿíü êðiì ñïðî-ùåííÿ iç çàñòîñóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ëîãàðè�ìà, âèäiëÿþòü ïîòåí-öiþâàííÿ, çàìiíó íåâiäîìîãî i ïåðåõiä äî iíøî¨ îñíîâè. Îñîáëèâó óâà-ãó ñëiä çâåðíóòè íà âèïàäêè, êîëè íåâiäîìå ñòî¨òü â îñíîâi ëîãàðè-�ìà.Ïðèêëàä 6. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 3 + 2 logx+1 3 = 2 log3(x+ 1).�îçâ'ÿçóâàííÿ. Îáëàñòþ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü äàíîãî ðiâíÿííÿ¹ ìíîæèíà A=(−1; 0) ∪ (0;∞) (x 6= 0 ÷åðåç òå, ùî îñíîâà x+ 1 ëîãà-ðè�ìà logx+1 3 âiäìiííà âiä 1). Ïåðåéøîâøè äî îñíîâè 3, îäåðæèìî
3 +

2

log3(x+ 1)
= 2 log3(x+ 1).Äàëi, çðîáèâøè çàìiíó y = log3(x + 1), ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ

3 +
2

y
= 2y,ÿêå ðiâíîñèëüíå êâàäðàòíîìó ðiâíÿííþ

2y2 − 3y − 2 = 0.Çâiäñè y = 2 àáî y = − 1
2 . Äàëi x = 8 àáî x = 1−

√
3√

3
. Îáèäâà êîðåíiíàëåæàòü îáëàñòi A äîïóñòèìèõ çíà÷åíü íåâiäîìîãî x.Âiäïîâiäü. x = 8 àáî x = 1−

√
3√

3
.Ñëiä çàñòåðåãòè ó÷íiâ âiä ìîæëèâî¨ âòðàòè êîðåíiâ ïðè íååêâiâà-ëåíòíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ðiâíÿíü.Ïðèêëàä 7. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (x− 1)x+1 = (x − 1)3.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ó÷íi, çàçâè÷àé, ðîçâ'ÿçóþòü öå ðiâíÿííÿ îäíèìiç òàêèõ ñïîñîáiâ:1) îñêiëüêè îñíîâè ðiâíi, òî x+ 1 = 3, çâiäêè x = 2;2) ëîãàðè�ìóþ÷è äàíó ðiâíiñòü, îäåðæóþòü (x + 1) lg(x − 1) =

= 3 lg(x − 1); çâiäêè (x − 2) lg(x − 1) = 0, à äàëi x − 2 = 0 àáî
lg(x− 1) = 0; íàðåøòi îäåðæóþòü, ùî x = 2.



66Îáèäâà ðîçâ'ÿçàííÿ íåïðàâèëüíi ÷åðåç òå, ùî îáëàñòi äîïóñòèìèõçíà÷åíü äàíîãî â óìîâi ðiâíÿííÿ i ðiâíÿíü, îòðèìàíèõ ó÷íÿìè ïiñëÿâèêîíàííÿ âèùå âêàçàíèõ ïåðåòâîðåíü, íå ñïiâïàäàþòü.Íàâåäåìî ïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ. Î÷åâèäíî, öåðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå ñóêóïíîñòi ðiâíÿíü






x− 1 = 0,

(x− 1)x+1

(x − 1)3
= 1.Òàêèì ÷èíîì, x = 1 àáî (x−1)x−2 = 1. Îñòàííÿ æ ðiâíiñòü, ìà¹ ìiñöåó âèïàäêàõ:

{

x− 2 = 0,
x− 1 6= 0

àáî x− 1 = 1, àáî {

x− 1 = −1,
x− 2 ∈ 2Z,äå 2Z = {2k | k ∈ Z}. Çâiäñè îäåðæèìî âiäïîâiäü: x = 0 àáî x = 1 àáî

x = 2.Àíàëîãi÷íi âèùåçãàäàíèì ìåòîäè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðèðîçâ'ÿçóâàííi ïîêàçíèêîâèõ òà ëîãàðè�ìi÷íèõ íåðiâíîñòåé. Âiäìií-íiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè ìíîæåííi íåðiâíîñòi íà âiä'¹ìíå ÷èñëîâîíà çìiíþ¹ çíàê íà ïðîòèëåæíèé. Òåæ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ íåðiâíîñòi,ùî îòðèìó¹òüñÿ iç äàíî¨ ïiäíåñåííÿì ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí äî ïàðíîãîñòåïåíÿ ó âèïàäêó, êîëè îáèäâi öi ÷àñòèíè âiä'¹ìíi.Ïðèêëàä 8. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü x−1
√
0, 1 > 0, 01.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ó÷íi, ÿê ïðàâèëî, ïðîïîíóþòü òàêå íåïðàâèëü-íå ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ íåðiâíîñòi.Ïåðåïèøåìî íàøó íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi (0, 1) 1

x−1 > (0, 1)2. Îñêiëü-êè 0, 1 < 1, òî �óíêöiÿ y = (0, 1)x � ìîíîòîííî ñïàäàþ÷à íà âñié÷èñëîâié îñi. Òîìó 1
x−1 < 2. Äàëi 1

x−1 − 2 < 0 (ãðóáîþ ïîìèëêîþ¹ òàêîæ ïåðåõiä âiä íåðiâíîñòi 1
x−1 < 2 äî 1 < 2(x − 1)). Çâiä-ñè 3−2x

x−1 < 0. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì iíòåðâàëiâ, îòðèìà¹ìî, ùî
x ∈ (−∞; 1) ∪ (32 ;∞).Òàêå ðîçâ'ÿçàííÿ ¹ �îðìàëüíèì, îñêiëüêè íå âðàõîâó¹òüñÿ òîé�àêò, ùî x − 1 � ïîêàçíèê êîðåíÿ, à íå ñòåïåíåâî¨ �óíêöi¨. Òîáòî
x− 1 ∈ N. Òîìó x ïðèéìà¹ òiëüêè íàòóðàëüíi çíà÷åííÿ áiëüøå îäèíè-öi. I îòæå, âðàõîâóþ÷è íàâåäåíèé ðîçâ'ÿçîê, ïðàâèëüíîþ âiäïîâiääþ¹ x ∈ {2, 3, 4, 5, . . . }.



67Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåðiâíîñòåé âèãëÿäó logg(x) f(x) < a ñëiä âðà-õîâóâàòè òàêó åêâiâàëåíòíiñòü:
logg(x) f(x) < a ⇔























g(x) > 1,
f(x) > 0,

f(x) <
(

g(x)
)a
;







g(x) > 0,
g(x) < 1,

f(x) >
(

g(x)
)a
.

(8)Ïðèêëàä 9. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü log2x+3 x
2 < 1.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Iç (8) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ â óìî-âi íåðiâíîñòi íåîáõiäíî i äîñèòü çíàéòè ðîçâ'ÿçêè äâîõ íàñòóïíèõ ñè-ñòåì íåðiâíîñòåé, à ïîòiì îá'¹äíàòè ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ.







2x+ 3 > 1,
x2 6= 0,
x2 < 2x+ 3;







2x+ 3 > 0,
2x+ 3 < 1,
x2 > 2x+ 3.Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðîçâ'ÿçêàìè öèõ ñèñòåì íåðiâíîñòåé âiäïîâiäíî¹ ìíîæèíè (−1; 0) ∪ (0; 3) i (− 3

2 ;−1). Îá'¹äíóþ÷è öi ìíîæèíè îäåð-æèìî âiäïîâiäü: x ∈ (− 3
2 ;−1) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 3).Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:à) 3√

x+ 1 + 1
+ 2

√
x+ 1 = 5;á) x+

√
a+ x = a (a � ïàðàìåòð);â) 21 +
√
2x− 7 = x;ã) 4x+

√
x2−2 − 5 · 2x−1+

√
x2−2 = 6;ä) x1+lg x = 10x;å) 4

x+
√
x2 + x

− 1

x−
√
x2 + x

=
3

x
;¹) 5

x
√
8x−1 = 500;æ) 312x−1 − 96x−1 − 274x−1 + 813x+1 = 2192;ç) xlog√

x
(x−2) = 9;



68 è) lg lg x+ lg(lg x3 − 2) = 0.2. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi:à) √
9x− 20 < x;á) 4x + 2x− 4

x− 1
≤ 2;â) 1√

1 + x
>

1

2− x
;ã) √

9x − 3x+2 > 3x − 9;ä) logx 2x ≤
√

logx(2x
3);å) logx log9(3

x − 9) < 1;¹) logπ(x+ 27)− logπ(16− 2x) < logπ x;æ) xlg(x2−6x+5) > 1;ç) √
3x+ 1−

√
x+ 4 ≥ 1;è) √

6 + x− x2

log2(x
2 − 5x+ 4)− 2

≤ 0.3. �îçâ'ÿçàòè íåðiâíîñòi ç ïàðàìåòðàìè:à) a
√
x+ 1 < 1; á) √2x− x2 > a− x;â) loga(x− 1) + loga x > 2; ã) log2a x− 3 logxa −4 < 0.4. �îçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü òà íåðiâíîñòåé:à) {

log0,1(x− y)2 + 2 lg 2 = 0,

(0, 5)3−x4y−1 = 1;á) {

102 − lg(x− y) = 2, 5,

lg(x− y)− log0,1(x+ y) = 1 + 2 lg 2;â) {

5 logy x+ 2 logx y = 6,

xy = 64;ã) {

log3(1 +
√
1 + x) = 1− log9 x,

x3 + x2y = 4;ä) {

xlog8 y + ylog8 x = 4,

log4 x− log4 y = 1;



69å) 1 < log 1
2
(x − 1) < 2;¹) {

lg2 x2 + lg2 y2 = 100,

lg x− lg y = 1;æ) {

(x2 − x− 11)x
2+x−12 > 1,

|2x− 1| >
√
45.



70Ç à í ÿ ò ò ÿ 11Ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà äîâåäåííÿÏëàí1. Ñõåìà ïîøóêó ïëàíó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà äîâåäåííÿ.2. Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà äîâåäåííÿ.3. Ñèíòåç àëãåáðà¨÷íèõ i ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÇàäà÷ó, â ÿêié ñ�îðìóëüîâàíî äåÿêå òâåðäæåííÿ i ïðîïîíó¹òüñÿéîãî äîâåñòè, íàçèâàþòü çàäà÷åþ íà äîâåäåííÿ.�îçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà äîâåäåííÿ � öå çíà÷èòü ñàìîñòiéíî äîâåñòèïåâíó òåîðåìó.�îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà äîâåäåííÿ ñïðèÿ¹ ðîçâèòêîâi ëîãi÷íîãîìèñëåííÿ ó÷íiâ òà ñâiäîìîìó çàñâî¹ííþ íèìè òåîði¨, à òîìó ¨õ ïîòði-áíî ðîçâ'ÿçóâàòè âïðîäîâæ âèâ÷åííÿ âñüîãî êóðñó ìàòåìàòèêè.Ó ïðîöåñi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà äîâåäåííÿ äîöiëüíî äîòðèìó-âàòèñÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äié:
• âèâ÷èòè óìîâó i âèñíîâîê çàäà÷i;
• ÿêùî éäåòüñÿ ïðî ãåîìåòðè÷íi �iãóðè � íàêðåñëèòè ¨õ;
• çàïèñàòè âèñíîâêè, ÿêi áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç óìîâè çà-äà÷i;
• ÿêùî â ðåçóëüòàòi òàêèõ ìiðêóâàíü íå ïðèéäåìî äî áàæàíî-ãî âèñíîâêó, òî òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ iíøèì ìåòîäîì äîâåäåííÿ,ñïðîáóâàòè ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó

”
ç êiíöÿ“;

• ÿêùî ñ�îðìóëüîâàíå â çàäà÷i òâåðäæåííÿ äîâåñòè íå âäàëîñÿ,ïðî÷èòàòè çàäà÷ó ùå ðàç, âèäiëèòè âñi ïóíêòè ¨¨ óìîâè i âèñíîâ-êó, çàìiíèòè êîæíå ïîíÿòòÿ éîãî îçíà÷åííÿì, ñêîðèñòàòèñÿ äëÿäîâåäåííÿ àíàëîãi¹þ;
• ïiñëÿ äîâåäåííÿ ïðîàíàëiçóâàòè âåñü õiä ìiðêóâàíü, ç'ÿñóâàòè,÷è íåìà¹ â íèõ ÷îãîñü çàéâîãî, àáî ÷è íå ìîæíà äîâåñòè çàäà÷óiíøèì ìåòîäîì.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà äîâåäåííÿ çàñòîñîâóþòü ðiçíi ìåòîäèäîâåäåíü (ñèíòåòè÷íèé òà àíàëiòè÷íèé ìåòîäè, ìåòîä äîâåäåííÿ âiäñóïðîòèâíîãî, iíäóêòèâíi ìåòîäè òà iíøi), âèêîðèñòîâóþòü íàóêîâi



71ìåòîäè ïiçíàííÿ (ïîðiâíÿííÿ òà àíàëîãiþ, óçàãàëüíåííÿ òà ñïåöiàëi-çàöiþ).Ïðèêëàä 1. Äîâåñòè ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ çà ìåäiàíîþ i êóòàìè,íà ÿêi âîíà ðîçáèâà¹ êóò òðèêóòíèêà.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Äàíî: △ABC, △A1B1C1 � òðèêóòíèêè ç ìåäi-àíàìè BK i B1K1 òàêi, ùî BK = B1K1, ∠1 = ∠3, ∠2 = ∠4 (äèâ.ðèñ. 7).
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�èñ. 7.Äîâåñòè: △ABC = △A1B1C1.Äîâåäåííÿ. Âiäêëàäåìî íà ïðîäîâæåííÿõ ìåäiàí òðèêóòíèêiââiäðiçêè KD i K1D1 ðiâíi äàíèì ìåäiàíàì. Îñêiëüêè AK = KC,

BK = KD, ∠AKB = ∠CKB (ÿê âåðòèêàëüíi êóòè), òî çà ïåð-øîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ △KCD = △KAB. Àíàëîãi÷íî
△K1C1D1 = △K1A1B1. Îòæå, ∠1 = ∠CDK, ∠3 = ∠C1D1K1. Çàóìîâè ∠1 = ∠3 îäåðæó¹ìî, ùî ∠CDK = ∠C1D1K1.Çà äðóãîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ (BD = B1D1, ∠2 = ∠4,
∠CDK = ∠C1D1K1) ìà¹ìî△BCD = △B1C1D1, à òîìó BC = B1C1.Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî AB = A1B1.Íàñàìêiíåöü, âðàõîâóþ÷è äîâåäåíå i òå, ùî

∠ABC = ∠1 + ∠2 = ∠3 + ∠4 = ∠A1B1C1,çà ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òðè-êóòíèêè △ABC i △A1B1C1 ¹ ðiâíèìè.Öþ çàäà÷ó, ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âæå â 7-ìó êëàñi, ìîæíà âiäíå-ñòè äî íåñòàíäàðòíèõ. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðiáíî ðîáèòè äîäàòêîâiïîáóäîâè, ÿêi íå ¹ î÷åâèäíèìè. Íà ìîæëèâiñòü äîäàòêîâèõ ïîáóäîâïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷ íà äîâåäåííÿ ñëiä íàöiëþâàòèó÷íiâ óæå ç ìîëîäøèõ êëàñiâ.



72 Äëÿ àêòèâiçàöi¨ ðîçóìîâî¨ äiÿëüíîñòi ó÷íiâ, òâîð÷îãî ïiäõîäó äîðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äîöiëüíî ïðàêòèêóâàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíi¹¨ iòi¹¨ æ çàäà÷i ðiçíèìè ñïîñîáàìè.
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�èñ. 9.Ïðèêëàä 2.Äîâåñòè, ùî áiñåêòðèñà êóòà òðèêóòíèêà äiëèòü ïðî-òèëåæíó ñòîðîíó íà âiäðiçêè, ïðîïîðöiéíi äî ïðèëåãëèõ ñòîðií.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Äàíî: △ABC � òðèêóòíèê ç áiñåêòðèñîþ BD(ðèñ. 8). Äîâåñòè: AD
AB

= DC
BC

.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∠ABD = α, ∠BDC = β. Òîäi ∠DBC = α,
∠ADB = 180◦ − β. Çà òåîðåìîþ ñèíóñiâ

AD

sinα
=

AB

sin(180◦ − β)
,

DC

sinα
=

BC

sinβ
.Çâiäñè

AD

AB
=

sinα

sin(180◦ − β)
=

sinα

sinβ
=

DC

BC
.�îçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó iíøèì ñïîñîáîì.×åðåç òî÷êó C ïðîâåäåìî ïðÿìó ïàðàëåëüíó BD (ðèñ. 9). Íå-õàé K � òî÷êà ïåðåòèíó öi¹¨ ïðÿìî¨ ç ïðÿìîþ AB. Î÷åâèäíî, ùî

∠BCK = ∠CBD = ∠ABD = ∠BKC (ïåðøà i îñòàííÿ ðiâíîñòi ñëiäó-þòü iç âëàñòèâîñòåé êóòiâ, óòâîðåíèõ ïðè ïåðåòèíi äâîõ ïàðàëåëüíèõïðÿìèõ òðåòüîþ ñi÷íîþ ïðÿìîþ), à òîìó △CBK � ðiâíîáåäðåíèé i
BK = BC.Äàëi, òðèêóòíèê △AKC ïîäiáíèé òðèêóòíèêó △ABD. Òîìó

AC

AD
=

AK

AB
.Çâiäñè

AD +DC

AD
=

AB +BK

AB
.



73Öå îçíà÷à¹, ùî
DC

AD
=

BK

AB
=

BC

AB
.Îòæå,

AD

AB
=

DC

BC
.Ïðîiëþñòðó¹ìî ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.Ïðèêëàä 3. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ îïóêëîãî ìíîãîêóòíèêà, ÿêèéìà¹ áiëüøå òðüîõ ãîñòðèõ êóòiâ.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ îïóêëèé ìíîãîêóòíèê, ÿêèéìà¹ áiëüøå òðüîõ ãîñòðèõ êóòiâ. Êîæíèé çîâíiøíié êóò ìíîãîêóòíè-êà äî âiäïîâiäíîãî ãîñòðîãî êóòà ¹ òóïèì. Iç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹,ùî ñóìà çîâíiøíiõ êóòiâ òàêîãî ìíîãîêóòíèêà áiëüøà 360◦, ùî ¹ íå-ìîæëèâèì.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ñòåðåîìåòðè÷íèõ çàäà÷ êîðèñíî íàâîäèòè ó÷-íÿì àíàëîãi÷íi ïëàíiìåòðè÷íi çàäà÷i. Öå íå òiëüêè ïîëåãøó¹ ïðîöåñðîçâ'ÿçóâàííÿ áàãàòüîõ ñòåðåîìåòðè÷íèõ çàäà÷, à é ñïðèÿ¹ çàãàëüíî-ìó ðîçâèòêó ó÷íiâ.Ïðèêëàä 4. Äîâåñòè, ùî îá'¹ì òåòðàåäðà äîðiâíþ¹ òðåòié ÷à-ñòèíi äîáóòêó ïëîùi éîãî ïîâåðõíi íà ðàäióñ âïèñàíî¨ ñ�åðè.Àíàëîãi÷íîþ ïëàíiìåòðè÷íîþ çàäà÷åþ ¹ òàêà: äîâåñòè, ùî ïëîùàòðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ ïiâäîáóòêó éîãî ïåðèìåòðà íà ðàäióñ âïèñàíîãîêîëà.
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...�èñ. 10.

�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ñïîëó÷èâøè âiä-ðiçêàìè öåíòð O êîëà ç âåðøèíàìè òðè-êóòíèêà ABC, îäåðæèìî, ùî éîãî ïëî-ùà s äîðiâíþ¹
s = 1

2ra+ 1
2rb +

1
2rc =

= 1
2r(a + b+ c) = 1

2rp,äå p � ïåðèìåòð △ABC.Òåïåð çà àíàëîãi¹þ ñòà¹ çðîçóìiëèì, ÿê ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíó ñòå-ðåîìåòðè÷íó çàäà÷ó.Çàäà÷i íà äîâåäåííÿ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè íå òiëüêè â ãåîìåòði¨,à òàêîæ ïðè âèâ÷åííi àëãåáðè i ïî÷àòêiâ àíàëiçó.Â öèõ êóðñàõ íàé÷àñòiøå çóñòði÷à¹ìîñÿ ç çàäà÷àìè íà äîâåäåííÿòîòîæíîñòåé òà íåðiâíîñòåé, ç çàäà÷àìè íà äîâåäåííÿ ç âèêîðèñòàí-íÿì òåîði¨ ïîäiëüíîñòi.



74 Öiêàâèì ¹ çàäà÷i, â ÿêèõ ñèíòåçóþòüñÿ àëãåáðà¨÷íi òà ãåîìåòðè÷íiïiäõîäè äî ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íàâåäåìî ïðèêëàä òàêî¨ çàäà÷i.Ïðèêëàä 5. Äîâåñòè, ùî iç ñïiââiäíîøåííÿ a+b
2 > c ìiæ ñòîðî-íàìè òðèêóòíèêà, âèïëèâà¹, ùî α+β

2 > γ, äå α, β, γ � âåëè÷èíè êóòiâöüîãî òðèêóòíèêà, ùî ëåæàòü âiäïîâiäíî íàâïðîòè ñòîðií ç äîâæè-íàìè a, b i c.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Çà òåîðåìîþ ñèíóñiâ a = λ sinα, b = λ sinβ,
c = λ sin γ äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî äîäàòíîãî ÷èñëà λ. Ìà¹ìî

sinα+ sinβ

2
> sin γ.Çâiäñè sin α+β

2 cos α−β
2 > sin γ. Ïiäñèëèâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü, îäåð-æèìî íåðiâíiñòü sin α+β

2 > sin γ, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî α+β
2 > γ (î÷å-âèäíî, ùî α+β

2 i γ � ãîñòði êóòè).Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Äîâåñòè, ùî ñóìà âiääàëåé âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè îñíîâè ðiâíî-áåäðåíîãî òðèêóòíèêà äî éîãî ái÷íèõ ñòîðií ¹ ñòàëîþ.2. Äîâåñòè, ùî ñóìà âiääàëåé âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè, ÿêà ëåæèòüâñåðåäèíi ïàðàëåëîãðàìà, äî éîãî ñòîðií ¹ âåëè÷èíà ñòàëà.3. Êîæíà äiàãîíàëü ÷îòèðèêóòíèêà äiëèòü éîãî íà òðèêóòíèêèîäíàêîâî¨ ïëîùi. Äîâåñòè, ùî öåé ÷îòèðèêóòíèê ïàðàëåëîãðàì.4. Äîâåñòè, ùî ó äîâiëüíîìó ÷îòèðèêóòíèêó ñåðåäèíè ñòîðií ¹âåðøèíàìè ïàðàëåëîãðàìà. Çíàéòè ïëîùó öüîãî ïàðàëåëîãðàìà, ÿê-ùî ïëîùà äàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ S.5. Âñåðåäèíi îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD ëåæèòü òî÷êà M .Âiäîáðàçèìî ñèìåòðè÷íî ¨¨ âiäíîñíî ñåðåäèí ñòîðií ÷îòèðèêóòíèêài ç'¹äíà¹ìî îäåðæàíi òî÷êè òàê, ùîá âîíè óòâîðèëè îïóêëèé ÷îòè-ðèêóòíèê. Äîâåñòè, ùî ïëîùà öüîãî ÷îòèðèêóòíèêà íå çàëåæèòü âiäâèáîðó òî÷êè M .6. Ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ïåðåòèíó äiàãîíàëåé òðàïå-öi¨ i òî÷êè ïåðåòèíó ¨¨ ái÷íèõ ñòîðií äiëèòü îñíîâè òðàïåöi¨ íà ðiâíi÷àñòèíè. Äîâåñòè öå.7. Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíié òðàïåöi¨ ñóìà êâàäðàòiâ äiàãîíàëåéäîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ ái÷íèõ ñòîðií òà ïîäâî¹íîãî äîáóòêó îñíîâ.8. Êîëî äîòèêà¹òüñÿ äî ãiïîòåíóçè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà iïðîäîâæåííÿ éîãî êàòåòiâ. Äîâåñòè, ùî äiàìåòð êîëà äîðiâíþ¹ ïåðè-ìåòðó äàíîãî òðèêóòíèêà.9. Äîâåñòè, ùî ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïîçà êîëîì éîãî äiàìåòð âèäíî



75ïiä ãîñòðèì êóòîì.10. Äîâåñòè, ùî ÿêùî â òðèêóòíèêó öåíòðè âïèñàíîãî i îïèñàíîãîêië ñïiâïàäàþòü, òî öåé òðèêóòíèê ðiâíîñòîðîííié.11. Äîâåñòè, ùî â ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ñóìà äiàìåòðiâ îïè-ñàíîãî i âïèñàíîãî êië äîðiâíþ¹ ñóìi êàòåòiâ.12. Âèñîòà i ìåäiàíà òðèêóòíèêà, ùî ïðîâåäåíi ç îäíi¹¨ âåðøèíè,äiëÿòü êóò òðèêóòíèêà íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè. Äîâåñòè, ùî òðèêóòíèêïðÿìîêóòíèé.13. Ç âåðøèíè ïðÿìîãî êóòà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ïðîâåäåíiâèñîòà, áiñåêòðèñà i ìåäiàíà. Äîâåñòè, ùî áiñåêòðèñà äiëèòü ïîïîëàìêóò, óòâîðåíèé âèñîòîþ òà ìåäiàíîþ.14. Äîâåñòè, ùî òî÷êè äîòèêó âïèñàíîãî â ðîìá êîëà ¹ âåðøèíà-ìè ïðÿìîêóòíèêà.15. Êîëî âiäòèíà¹ íà ñòîðîíàõ ÷îòèðèêóòíèêà ðiâíi õîðäè. Äîâå-ñòè, ùî â öåé ÷îòèðèêóòíèê ìîæíà âïèñàòè êîëî.16. Äîâåñòè, ùî êîëè ma, mb, mc � äîâæèíè ìåäiàí òðèêóòíèêà,ïðîâåäåíèõ âiäïîâiäíî äî ñòîðií ç äîâæèíàìè a, b, c, òîà) a+ b− c

2
< mc <

a+ b

2
; á) p < ma +mb +mc < 2p,äå p = 1

2 (a+ b+ c).17. Äîâåñòè, ùî êîëè ñòîðîíè òðèêóòíèêà a, b, c çàäîâîëüíÿþòüñïiââiäíîøåííÿ 1
a+b

+ 1
b+c

= 3
a+b+c

, òî âåëè÷èíà îäíîãî iç êóòiâ òðè-êóòíèêà äîðiâíþ¹ 60◦.18. Äîâåñòè, ùî ïëîùó S òðèêóòíèêà ìîæíà îá÷èñëþâàòè çà�îðìóëîþ S = 1
4

(

a2 sin 2β + b2 sin 2α
), äå a, b � äîâæèíè äâîõ ñòî-ðií öüîãî òðèêóòíèêà, à α, β � âiäïîâiäíî âåëè÷èíè ïðîòèëåæíèõ äîöèõ ñòîðií êóòiâ.19. Äîâåñòè, ùî ÿêùî êóòè α, β, γ ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêàïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì sinα = 4 sin α

2 sin β
2 cos γ

2 , òî òðèêóòíèê �ðiâíîáåäðåíèé.20. Äîâåñòè íåðiâíiñòü a cosα + b sinβ ≤ c, äå a, b, c � ñòîðîíèòðèêóòíèêà, α, β � êóòè òðèêóòíèêà, ùî ëåæàòü âiäïîâiäíî ïðîòè
a, b.21. ×åðåç öåíòð îñíîâè òåòðàåäðà ïðîâåäåíî ïëîùèíó, ïàðàëåëü-íî ìèìîáiæíèì ðåáðàì öüîãî òåòðàåäðà. Äîâåñòè, ùî â ïåðåðiçi îäåð-æèìî ïðÿìîêóòíèê. Îá÷èñëèòè éîãî ïëîùó, ÿêùî ðåáðî òåòðàåäðàäîðiâíþ¹ a.22. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âñi ãðàíi ïàðàëåëåïiïåäà ¹ ðiâíèìè ïàðà-



76ëåëîãðàìè, òî âñi öi ãðàíi ¹ ðîìáàìè.23. Äîâåñòè, ùî êiíöi äâîõ íåïàðàëåëüíèõ äiàãîíàëåé ïðîòèëå-æíèõ ãðàíåé êóáà ¹ âåðøèíàìè òåòðàåäðà.24. ßêùî äâi ãðàíi òðèãðàííîãî êóòà âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi,òî äîáóòîê êîñèíóñiâ äâîõ ïëîñêèõ êóòiâ öèõ ãðàíåé äîðiâíþ¹ êîñè-íóñó òðåòüîãî ïëîñêîãî êóòà. Äîâåñòè öå.25. Êóòè, ÿêi óòâîðþ¹ äiàãîíàëü ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà çðåáðàìè, ùî âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ âåðøèíè, äîðiâíþþòü α, β, γ. Äîâåñòè,ùî cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.26. ßêùî âñi äâîãðàííi êóòè ïðè îñíîâi ïiðàìiäè ðiâíi, òî âèñî-òà öi¹¨ ïiðàìiäè ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â ¨¨ îñíîâó.Íàâïàêè, ÿêùî âèñîòà ïiðàìiäè ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êîëà, âïèñà-íîãî â ¨¨ îñíîâó, òî âñi äâîãðàííi êóòè ïðè îñíîâi öi¹¨ ïiðàìiäè ðiâíi.Äîâåñòè öå.



77Ç à í ÿ ò ò ÿ 12�îçâ'ÿçóâàííÿ ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷íà îá÷èñëåííÿÏëàí1. Îïîðíi (áàçèñíi) ïëàíiìåòðè÷íi çàäà÷i.2. Îêðåìi ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿ ùîäî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëàíiìåòðè-÷íèõ çàäà÷ íà îá÷èñëåííÿ.3. �îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ç ãåîìåòði¨ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíîìå-òði¨.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÏëàíiìåòðè÷íèì çàäà÷àì íà îá÷èñëåííÿ âiäâîäèòüñÿ ïîìiòíå ìi-ñöå â ìàòåìàòè÷íié ïiäãîòîâöi ó÷íiâ. Ïðè ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííi ïðàêòè÷íîâèêîðèñòîâóþòüñÿ âñi ïîíÿòòÿ òà òåîðåìè, ùî âèâ÷àþòüñÿ çà ïðîãðà-ìîþ ç ãåîìåòði¨, à òàêîæ áàãàòî �àêòiâ ç àëãåáðè.Â êóðñi ïëàíiìåòði¨ ðÿä òåîðåì ïîäà¹òüñÿ ó �îðìi çàäà÷ íà äîâå-äåííÿ, îêðåìi ç ÿêèõ äîöiëüíî âiäíåñòè äî îïîðíèõ (áàçèñíèõ). Ñèëü-íiøèì ó÷íÿì ñëiä ðåêîìåíäóâàòè ¨õ çàïàì'ÿòàòè i âèêîðèñòîâóâàòèïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ïîðÿä ç iíøèìè òåîðåìàìè.Íàâåäåìî îêðåìi ïðèêëàäè îïîðíèõ çàäà÷, ÿêi íàé÷àñòiøå âèêî-ðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi iíøèõ ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷.1. Êàòåò ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, ùî ëåæèòü ïðîòè êóòà 30◦äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãiïîòåíóçè.2. ßêùî ç îäíi¹¨ òî÷êè äî êîëà ïðîâåäåíi äâi äîòè÷íi, òî âiäðiçêèäîòè÷íèõ ðiâíi ìiæ ñîáîþ.3. ßêùî ó ÷îòèðèêóòíèêà äâi ñòîðîíè ïàðàëåëüíi i ðiâíi, òî öåé÷îòèðèêóòíèê ïàðàëåëîãðàì.4. ßêùî ó ÷îòèðèêóòíèêà ïðîòèëåæíi ñòîðîíè ïîïàðíî ðiâíi, òîöåé ÷îòèðèêóòíèê ïàðàëåëîãðàì.5. Ñåðåäèíè ñòîðií äîâiëüíîãî ÷îòèðèêóòíèêà ¹ âåðøèíàìè ïà-ðàëåëîãðàìà.6. Âñi òðè ìåäiàíè òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi, ÿêàêîæíó ìåäiàíó äiëèòü ó âiäíîøåííi 2 : 1, ðàõóþ÷è âiä âåðøèíè.7. ßêùî â ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ç êàòåòàìè a, b i ãiïîòåíó-çîþ c ç âåðøèíè ïðÿìîãî êóòà äî ãiïîòåíóçè ïðîâåñòè âèñîòó h, òî
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h2 = a1b1, a2 = a1c, b2 = b1c, äå a1, b1 � âiäïîâiäíî ïðîåêöi¨ êàòåòiâ
a, b íà ãiïîòåíóçó.8. Öåíòðîì êîëà îïèñàíîãî íàâêîëî ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ¹ñåðåäèíà ãiïîòåíóçè.9. Ìåäiàíà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà, ïðîâåäåíà äî ãiïîòåíóçè,äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi ãiïîòåíóçè.10. Ó ïîäiáíèõ òðèêóòíèêàõ ïåðèìåòðè âiäíîñÿòüñÿ ÿê âiäïîâiäíiñòîðîíè.11. Äëÿ òðèêóòíèêà iç ñòîðîíàìè a, b, c ñïðàâåäëèâi òàêi �îðìóëèäëÿ îá÷èñëåííÿ éîãî ïëîùi S: à) S =

√

p(p− a)(p− b)(p− c), äå p =
= 1

2 (a + b + c) (�îðìóëà �åðîíà); á) S = abc
4R , S = pr, äå R � ðàäióñîïèñàíîãî êîëà, r � ðàäióñ âïèñàíîãî êîëà â òðèêóòíèê.12. Öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â ðîìá, ñïiâïàäà¹ ç ïåðåòèíîì éîãîäiàãîíàëåé.13. Êóò ìiæ õîðäîþ i äîòè÷íîþ âèìiðþ¹òüñÿ ïîëîâèíîþ äóãè,ÿêà ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi öüîãî êóòà.14. Òî÷êà ïåðåòèíó ïðîäîâæåíü ái÷íèõ ñòîðií òðàïåöi¨ i òî÷êà ïå-ðåòèíó äiàãîíàëåé ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié ç ñåðåäèíàìè îñíîâ òðà-ïåöi¨.15. Ó ðiâíîái÷íié òðàïåöi¨ êóòè ïðè îñíîâi ðiâíi i äiàãîíàëi ðiâíi.16. Ó ÷îòèðèêóòíèêà âïèñàíîãî â êîëî, ñóìà ïðîòèëåæíèõ êóòiâäîðiâíþ¹ 180◦.17. Ó ÷îòèðèêóòíèêó, îïèñàíîìó íàâêîëî êîëà, ñóìè äîâæèí ïðî-òèëåæíèõ ñòîðií îäíàêîâi.Êîëî îïîðíèõ çàäà÷ â÷èòåëü âiäáèðà¹ â çàëåæíîñòi âiä êëàñó òàñêëàäó ó÷íiâ, ïiäðó÷íèêà, ÿêèì âií êîðèñòó¹òüñÿ. Çâè÷àéíî, îïîðíiçàäà÷i âèêîðèñòîâóþòü ïiñëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ (äîâåäåííÿ).
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O�èñ. 11.
Ïðè ïîâòîðåííi òà ñèñòåìàòèçàöi¨ ìå-òîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëàíiìåòðè÷íèõ çà-äà÷ âàðòî àêöåíòóâàòè óâàãó ó÷íiâ íà òî-ìó, ùî çíà÷íà ¨õ êiëüêiñòü ìîæå áóòèðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü àáî ¨õñèñòåì. Öå çäiéñíþ¹òüñÿ ÷åðåç ââåäåííÿâ ðîçãëÿä îäíîãî íåâiäîìîãî (äîïîìiæíî-ãî) âiäðiçêà àáî êiëüêîõ òàêèõ âiäðiçêiâ òàiíøèõ âåëè÷èí.Ïðèêëàä 1. Ó ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê âïèñàíî êîëî. Òî÷êà äî-òèêó äiëèòü ãiïîòåíóçó íà âiäðiçêè, äîâæèíè ÿêèõ äîðiâíþþòü 6 ñìi 9 ñì. Îá÷èñëèòè ïëîùó òðèêóòíèêà.



79�îçâ'ÿçóâàííÿ.Íåõàé r � ðàäióñ êîëà âïèñàíîãî â ïðÿìîêóòíèéòðèêóòíèê △ABC (ðèñ. 11), K, L, M � òî÷êè äîòèêó öüîãî êîëà äîñòîðií ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà△ABC. Ïðèïóñòèìî AK > KB (öåíå çìåíøó¹ çàãàëüíîñòi). Òîäi çà âëàñòèâiñòþ äîòè÷íèõ äî êîëà
AM = AK = 9, BL = BK = 6, CM = CL = OM = OL = r.Òîìó

AC = 9 + r, BC = 6 + r, AB = 15.Çà òåîðåìîþ Ïi�àãîðà
(9 + r)2 + (6 + r)2 = 225.Çâiäñè r2 + 15r − 54 = 0. �îçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî r, îòðè-ìà¹ìî, ùî r = 3 àáî r = −18. Î÷åâèäíî, îñòàíí¹ çíà÷åííÿ r íåçàäîâîëüíÿ¹ óìîâi çàäà÷i. Òàêèì ÷èíîì AC = 12 ñì, BC = 9 ñì iïëîùà S ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ S = 54 ñì2.Ïðèêëàä 2. Ó ðiâíîái÷íié òðàïåöi¨ äiàãîíàëi ¹ áiñåêòðèñàìè ãî-ñòðèõ êóòiâ i â òî÷öi ïåðåòèíó äiëÿòüñÿ ó âiäíîøåííi 13 : 5, ïî÷èíà-þ÷è âiä âåðøèíè ãîñòðèõ êóòiâ. Çíàéòè ïåðèìåòð òðàïåöi¨, ÿêùî ¨¨âèñîòà äîðiâíþ¹ 32 ñì.
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O�èñ. 12.
�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé AD = x,

BC = y i x > y. Îñêiëüêè äiàãîíàëü AC¹ áiñåêòðèñîþ êóòà ∠BAD òðàïåöi¨, òîòðèêóòíèê △ABC ¹ ðiâíîáåäðåíèì. Òî-ìó AB = y. ×åðåç òå, ùî ABCD ¹ ðiâ-íîái÷íîþ òðàïåöi¹þ, òî ïðîåêöiÿ AK ái-÷íî¨ ñòîðîíè AB íà îñíîâó AD äîðiâíþ¹
x−y
2 . Iç ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ △OAD i

△OCB ñëiäó¹, ùî AD : BC = 13 : 5.Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòîðií òðàïåöi¨ ñêëàäà-¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü
{

x : y = 13 : 5,

y2 −
(

x−y
2

)2
= 322.�îçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, îäåðæèìî x = 416

3 , y = 160
3 . Îòæå, ïåðèìåòðäàíî¨ â óìîâi òðàïåöi¨ äîðiâíþ¹ x+ 3y = 896

3 .Âiäïîâiäü. 896
3 ñì.Å�åêòèâíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷ ìåòîäîì ðiâíÿíüó äåÿêié ìiði çàëåæèòü âiä âèáîðó îñíîâíî¨ íåâiäîìî¨ âåëè÷èíè, ÿêèéâ ïðèíöèïi íå ¹ îäíîçíà÷íèì.



80 Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ïëîùó ðîìáà, ïåðèìåòð ÿêîãî äîðiâíþ¹ 52ñì,à äiàãîíàëi âiäíîñÿòüñÿ ÿê 5 : 12.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé 5x � ïîëîâèíà ìåíøî¨ äiàãîíàëi ðîìáà.Òîäi 12x � ïîëîâèíà áiëüøî¨ äiàãîíàëi. Îñêiëüêè ñòîðîíà ðîìáà äî-ðiâíþ¹ 52
4 = 13 ñì, òî (5x)2 + (12x)2 = 132. Çâiäñè x = 1. Îòæå,äiàãîíàëi ðîìáà âiäïîâiäíî ðiâíi d1 = 10 ñì i d2 = 24 ñì, à éîãîïëîùà äîðiâíþ¹ S = 1

2d1d2 = 120 ñì2.Íàâåäåìî iíøå ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i. Íåõàé x òà y � âiäïîâiä-íî ìåíøà òà áiëüøà äiàãîíàëi ðîìáà. Äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ ñêëàäà¹ìîòàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:
{

x : y = 5 : 12,
x2

4 + y2

4 = 169.�îçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü çâè÷àéíî îäåðæèìî, ùî x = 10,à y = 24. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çðîáèòè áiëüøå îá÷èñëåíü íiæ â ïåð-øîìó âàðiàíòi ðîçâ'ÿçàííÿ.Çðîçóìiëî, ùî âåëèêà êiëüêiñòü ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷ � öå åëå-ìåíòàðíi çàäà÷i, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïåâíèõ òåîðåì÷è �îðìóë áåç ñêëàäàííÿ ðiâíÿíü ÷è ¨õ ñèñòåì. Öå, ïî ñóòi, àëãîðè-òìi÷íi çàäà÷i i àëãîðèòì ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ òåîðå-òè÷íèõ ïîëîæåíü.Íàïðèêëàä, òåîðåìà êîñèíóñiâ äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçóâàòè òàêiåëåìåíòàðíi çàäà÷i: 1) äàíî äâi ñòîðîíè òðèêóòíèêà i êóò ìiæ íèìè,çíàéòè òðåòþ ñòîðîíó òðèêóòíèêà; 2) äàíî òðè ñòîðîíè òðèêóòíèêà,çíàéòè êóòè öüîãî òðèêóòíèêà (êîñèíóñè êóòiâ). Íà ðîçâ'ÿçóâàííÿåëåìåíòàðíèõ çàäà÷ â÷èòåëi, ÿê ïðàâèëî, çâåðòàþòü âåëèêó óâàãó.Ïðè öüîìó âiäáóâà¹òüñÿ çàêðiïëåííÿ i óñâiäîìëåííÿ íàâ÷àëüíîãî òå-îðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó i ãîòó¹òüñÿ îñíîâà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ áiëüøñêëàäíèõ çàäà÷.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷ ÷àñòî çäiéñíþþòü äî-äàòêîâi ïîáóäîâè, ÿêi äèêòóþòüñÿ ëîãiêîþ ñàìîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Öåìîæå áóòè ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ åëåìåíòiâ äàíî¨ �iãóðè ç ìåòîþ¨õ çáëèæåííÿ, öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ äàíî¨�iãóðè âiäíîñíî ïåâíî¨ òî÷êè òà ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíîïåâíî¨ ïðÿìî¨, ïîáóäîâà âïèñàíîãî êîëà â äàíèé òðèêóòíèê (ìíîãî-êóòíèê) ÷è îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà (ìíîãîêóòíèêà) êîëà, ðîç-áèòòÿ ìíîãîêóòíèêà ðiçíèìè ïðÿìèìè íà íîâi ìíîãîêóòíèêè (òðèêó-òíèêè) òà iíøå.



81Ïðèêëàä 4. Ó òðèêóòíèêó ABC áiñåêòðèñà AD äiëèòü ñòîðîíó
BC ó âiäíîøåííi BD : DC = 2 : 1. Ó ÿêîìó âiäíîøåííi ìåäiàíà CKäiëèòü öþ áiñåêòðèñó.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé O � òî÷êà ïåðåòèíó áiñåêòðèñè AD i ìå-äiàíè CK òðèêóòíèêà △ABC. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ÷åðåç òî÷êó
K ïðîâåäåìî ïðÿìó ïàðàëåëüíó áiñåêòðèñi AD (ðèñ. 13). ÍåõàéM �òî÷êà ïåðåòèíó öi¹¨ ïðÿìî¨ ç ñòîðîíîþ BC äàíîãî òðèêóòíèêà. Òî-äi çà òåîðåìîþ Ôàëåñà BM = MD, à òîìó KM � ñåðåäíÿ ëiíiÿòðèêóòíèêà △ADB i KM = 1

2AD.Îñêiëüêè BD = 2DC i BM = MD, òî MD = DC. Îòæå, OD� ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà △CKM i OD = 1
2KM . Òàêèì ÷èíîì,

OD = 1
2 · 1

2AD = 1
4AD. Çâiäñè, ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøå-ííÿ AO : OD = 3 : 1.Âiäïîâiäü: AO : OD = 3 : 1.
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�èñ. 14.Ïðèêëàä 5. Çà äàíèìè ñòîðîíàìè a, b, c òðèêóòíèêà çíàéòè éîãîìåäiàíè ma, mb, mc, âiäïîâiäíî ïðîâåäåíi äî öèõ ñòîðií.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé çàäàíî äåÿêèé òðèêóòíèê △ABC (ðèñ.14) ç ñòîðîíàìè AB = c, AC = b, BC = a. Ùîá çíàéòè äîâæèíó,íàïðèêëàä, ìåäiàíè ma, âiäîáðàçèìî âåðøèíó A äàíîãî òðèêóòíèêàñèìåòðè÷íî âiäíîñíî òî÷êèM , � ñåðåäèíè ñòîðîíè AB. ×åðåç òå, ùîòî÷êà M äiëèòü äiëèòü äiàãîíàëi AD i BC ÷îòèðèêóòíèêà ABDCïîïîëàì, òî öåé ÷îòèðèêóòíèê � ïàðàëåëîãðàì. Âiäîìî, ùî ñóìàêâàäðàòiâ âñiõ ñòîðií ïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ éîãîäiàãîíàëåé. Òîìó
(2ma)

2 + a2 = 2b2 + 2c2.Çâiäñè ma = 1
2

√
2b2 + 2c2 − a2. Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî äâi iíøi ìåäi-àíè.Âiäïîâiäü. ma = 1

2

√
2b2 + 2c2 − a2, mb = 1

2

√
2a2 + 2c2 − b2, mc =

= 1
2

√
2a2 + 2b2 − c2.



82 Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ïëîùó òðàïåöi¨, ÿêùî âiäîìî, ùî îñíîâèòðàïåöi¨ äîðiâíþþòü a i b, à äiàãîíàëi c i d.
................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
A B K

D C

a b

c d d

b

�èñ. 15.
�îçâ'ÿçóâàííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàí-íÿ çàäà÷i íà ïðîäîâæåííi îñíîâè ABäîâæèíîþ a âiäêëàäåìî âiäðiçîê BKäîâæèíîþ b. Î÷åâèäíî, ÷îòèðèêóòíèê

BKCD � ïàðàëåëîãðàì, òðèêóòíèêè
△ADC, △BCK ìàþòü îäíàêîâi ïëîùi,
CK = DB = d, AK = a+b. Iç öèõ çàóâà-æåíü âèïëèâà¹, ùî çíàõîäæåííÿ ïëîùiçàäàíî¨ òðàïåöi¨ çâåëîñÿ äî çíàõîäæåí-íÿ ïëîùi òðèêóòíèêà ACK çà âiäîìèìèòðüîìà ñòîðîíàìè c, d i a+ b. Âèêîðèñòàâøè �îðìóëó �åðîíà, îäåð-æèìî òàêó âiäïîâiäü:

SABCD =
√

p(p− c)(p− d)(p− (a+ b)),äå p = 1
2 (a+ b+ c+ d).Öiêàâèìè ¹ ïëàíiìåòðè÷íi çàäà÷i, óìîâàì ÿêèõ âiäïîâiäàþòü äâiàáî áiëüøå ãåîìåòðè÷íèõ �iãóð. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi òàêèõ çàäà÷ ïî-òðiáíî ðîçãëÿíóòè âñi ìîæëèâi âèïàäêè. Â iíøîìó ðàçi ðîçâ'ÿçóâàííÿçàäà÷i áóäå íåïîâíèì, à îòæå íå ìîæíà ââàæàòè éîãî ïðàâèëüíèì.Ïðèêëàä 7. Áiñåêòðèñà îäíîãî iç êóòiâ ïàðàëåëîãðàìà äiëèòüñòîðîíó, ÿêó âîíà ïåðåòèíà¹, íà âiäðiçêè 4 ñì i 5 ñì. Îá÷èñëèòèïåðèìåòð öüîãî ïàðàëåëîãðàìà.
............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
A B

D CK4 5................................................................................ .............................................�èñ. 16. ..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
A B

D CK5 4............................................................................ ..........................................�èñ. 17.�îçâ'ÿçóâàííÿ. �îçãëÿíåìî äåÿêèé ïàðàëåëîãðàì ABCD. Íå-õàé áiñåêòðèñà êóòà ïðè âåðøèíi A öüîãî ïàðàëåëîãðàìà ïåðåòèíà¹ñòîðîíóDC â òî÷öiK i äiëèòü öþ ñòîðîíó íà âiäðiçêè 4 ñì i 5 ñì. Ìî-æëèâi âèïàäêè, ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 16, 17: DK = 4 ñì, KC = 5 ñìàáî DK = 5 ñì, KC = 4 ñì. Ó îáîõ âèïàäêàõ òðèêóòíèê △ADK ¹ðiâíîáåäðåíèì. Òîìó AD = 4 ñì àáî AD = 5 ñì. Îòæå, ïåðèìåòðïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþ¹ àáî 2(4 + 9) = 26 ñì àáî 2(5 + 9) = 28 ñì.



83Âèïàäêè, êîëè áiñåêòðèñà, ïðîâåäåíà ç âåðøèíè A, äiëèòü ñòîðî-íó BC, àáî âçàãàëi ïðîâåäåíà ç iíøî¨ âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà àíà-ëîãi÷íi ðîçãëÿíóòèì i íå ïðèçâîäÿòü äî iíøîãî ðåçóëüòàòó.Âiäïîâiäü: 26 ñì àáî 28ñì.
........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
A B

C

130◦................................ ....................................... ................................................................................................................................................ ...........................................................................................�èñ. 18. ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
A BD

C

130◦........................................................................................
................................. ................................ ...........................................................
...................................................................................................................................................................................................�èñ. 19.Ïðèêëàä 8. Îäèí ç êóòiâ, óòâîðåíèõ ïðè ïåðåòèíi áiñåêòðèñ ðiâ-íîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà, äîðiâíþ¹ 130◦. Çíàéòè êóòè öüîãî òðèêó-òíèêà.�îçâ'ÿçóâàííÿ. ßêùî îäèí ç êóòiâ, óòâîðåíèõ ïðè ïåðåòèíiáiñåêòðèñ ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà △ABC ç âåðøèíîþ C (äèâ.ðèñ. 18), ïðîâåäåíèõ äî ðiâíèõ ñòîðií òðèêóòíèêà, äîðiâíþ¹ 130◦, òî

1
2∠CAB = 25◦. Òîìó äâà ç øóêàíèõ êóòiâ òðèêóòíèêà äîðiâíþþòüïî 50◦, à òðåòié � 80◦. ßêùî æ îäèí ç êóòiâ, óòâîðåíèõ ïðè ïåðåòèíiáiñåêòðèñ, ïðîâåäåíèõ âiäïîâiäíî äî îñíîâè i ái÷íî¨ ñòîðîíè, äîðiâ-íþ¹ 130◦, òî ðåçóëüòàò ¹ iíøèì (äèâ. ðèñ. 19). Íåõàé D � ñåðåäèíàîñíîâè AB i ∠CAD = α, à ∠ACD = β. Òîäi

{

α
2 + β = 50◦;
α+ β = 90◦.Çâiäñè α = 80◦, β = 10◦. Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó äâà ç êóòiâ òðèêó-òíèêà äîðiâíþþòü ïî 80◦, à òðåòié � 20◦.Âiäïîâiäü. 50◦, 50◦, 80◦ àáî 80◦, 80◦, 20◦.Ïî÷èíàþ÷è ç 8-ãî êëàñó, â ÿêîìó ðîçïî÷èíà¹òüñÿ âèâ÷åííÿ òðè-ãîíîìåòðè÷íèõ �óíêöié, êîëî ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷ äåùî ðîçøè-ðþ¹òüñÿ. Ïîðÿä ç òðàäèöiéíèìè

”
÷èñòî ãåîìåòðè÷íèìè“ çàäà÷àìèâ÷èòåëi ïiäáèðàþòü i ðîçâ'ÿçóþòü ç ó÷íÿìè ïëàíiìåòðè÷íi çàäà÷i iç



84çàñòîñóâàííÿì òðèãîíîìåòði¨. Ïåðåëiê îïîðíèõ çàäà÷, íàâåäåíèõ âè-ùå, ìîæíà äîïîâíèòè òàêèìè:18. Â òåîðåìi ñèíóñiâ êîæíå ç òðüîõ âiäíîøåíü ñòîðîíè òðèêóòíè-êà äî ñèíóñà ïðîòèëåæíîãî äî öi¹¨ ñòîðîíè êóòà äîðiâíþ¹ äiàìåòðóêîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà , òîáòî
BC

sin∠A
=

AC

sin∠B
=

AB

sin∠C
= 2R,äå R � ðàäióñ êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà △ABC.19. Ïëîùà ïàðàëåëîãðàìà âèðàæà¹òüñÿ òàêèìè �îðìóëàìè:à) S = ab sinα, äå a, b � ñòîðîíè ïàðàëåëîãðàìà, α � êóò ìiæíèìè;á) S = 1

2d1d2 sinα, äå d1, d2 � äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà, α � êóòìiæ íèìè.20. Òðèêóòíèê iç ñòîðîíàìè a, b, c ¹ ïðÿìîêóòíèì, ÿêùî c2 =
= a2 + b2; ¹ ãîñòðîêóòíèì, ÿêùî c2 < a2 + b2 i ¹ òóïîêóòíèì, ÿêùî
c2 > a2 + b2.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷ iç çàñòîñóâàííÿì òðè-ãîíîìåòði¨ âiäïîâiäi íà ïîñòàâëåíi çàïèòàííÿ, ÿê ïðàâèëî, çàëåæàòüâiä äàíèõ â óìîâi ïàðàìåòðiâ (ëiíiéíèõ òà êóòîâèõ âåëè÷èí). Ìîæíààêòèâiçóâàòè ðîçóìîâó äiÿëüíiñòü ó÷íiâ, ÿêùî ïðè öüîìó ðîçãëÿäó-âàòè îêðåìi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, çäiéñíþâàòè äîñëiäæåííÿ ìåæ ¨õçìiíè.Ïðèêëàä 9. Çíàéòè ïëîùó òðèêóòíèêà çà ñòîðîíîþ a i äâîìàïðèëåãëèìè äî íå¨ êóòàìè β i γ.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé b i c � äîâæèíè äâîõ iíøèõ ñòîðií, çàäà-íîãî â óìîâi òðèêóòíèêà, ùî çíàõîäÿòüñÿ âiäïîâiäíî íàâïðîòè êóòiâòðèêóòíèêà ìiðîþ β i γ. Òîäi çà òåîðåìîþ ñèíóñiâ

a

sin(180◦ − (β + γ))
=

b

sinβ
=

c

sin γ
.Çâiäñè

b =
a sinβ

sin(β + γ)
, c =

a sin γ

sin(β + γ)
.Òåïåð, ïëîùó S, çàäàíîãî â óìîâi òðèêóòíèêà, ìîæíà îá÷èñëèòè



85áóäü-ÿêèì ç òðüîõ íàñòóïíèõ ñïîñîáiâ:
S =

1

2
ab sin γ =

a2 sinβ sin γ

2 sin(β + γ)
.

S =
1

2
ac sinβ =

a2 sinβ sin γ

2 sin(β + γ)
,

S =
1

2
bc sin(180◦ − (β + γ)) =

a2 sinβ sin γ

2 sin(β + γ)
.ßê áà÷èìî ðåçóëüòàò îäíàêîâèé.Ó âèïàäêó β = γ = 45◦ çàäàíèé òðèêóòíèê ¹ ðiâíîáåäðåíèì ïðÿ-ìîêóòíèì òðèêóòíèêîì i éîãî ïëîùà äîðiâíþ¹ 1

4a
2. ßêùî æ, íà-ïðèêëàä, β = γ = 60◦, òî çàäàíèé òðèêóòíèê ¹ ðiâíîñòîðîííèì iéîãî ïëîùà äîðiâíþ¹ √

3
4 a2. Çàóâàæèìî, ùî ó îáîõ öèõ ÷àñòêîâèõâèïàäêàõ, ïëîùó òðèêóòíèêà ìîæíà îá÷èñëèòè é iíøèì ïðîñòiøèìñïîñîáîì áåç çàñòîñóâàííÿ òðèãîíîìåòði¨.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó ái÷íà ñòîðîíà äîðiâíþ¹ 80 ñì, àáiñåêòðèñà, ïðîâåäåíà äî îñíîâè äîðiâíþ¹ 32 ñì. Îá÷èñëèòè ðàäióñèâïèñàíîãî i îïèñàíîãî êië.2. Ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó ðàäióñè âïèñàíîãî i îïèñàíîãîêië âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 24 ñì i 50 ñì. Îá÷èñëèòè ïåðèìåòð òðè-êóòíèêà.3. Ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 120 ñì, à âèñîòà,ïðîâåäåíà äî ãiïîòåíóçè, äîðiâíþ¹ 24 ñì. Îá÷èñëèòè ïëîùó òðèêó-òíèêà.4. Ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 112 ñì, à ìåäi-àíà, ùî ïðîâåäåíà äî ãiïîòåíóçè, äîðiâíþ¹ 25 ñì. Îá÷èñëèòè ïëîùóòðèêóòíèêà.5. Îá÷èñëèòè äîâæèíó âïèñàíîãî êîëà â òðèêóòíèê, ñòîðîíè ÿêî-ãî äîðiâíþþòü 15 ñì, 26 ñì i 37 ñì.6. Îá÷èñëèòè äîâæèíó êîëà îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà, äîâ-æèíè ñòîðií ÿêîãî äîðiâíþþòü 32 ñì, 126 ñì, 130 ñì.7. Îá÷èñëèòè êóòè òðèêóòíèêà, ÿêùî öåíòðè âïèñàíîãî â íüîãîêîëà i îïèñàíîãî íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà êîëà ¹ ñèìåòðè÷íèìèâiäíîñíî îäíi¹¨ ç éîãî ñòîðií.8. Êàòåòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþþòü 6 ñì i 8 ñì. Îá-÷èñëèòè âiäñòàíü âiä öåíòðà âïèñàíîãî â òðèêóòíèê êîëà äî öåíòðà



86îïèñàíîãî íàâêîëî íüîãî êîëà.9. Ñòîðîíè òðèêóòíèêà âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 75 ñì, 51 ñì òà78 ñì. Îá÷èñëèòè ïëîùi ÷àñòèí òðèêóòíèêà: à) íà ÿêi äiëèòü éîãîâèñîòà, ïðîâåäåíà äî íàéìåíøî¨ ñòîðîíè; á) íà ÿêi äiëèòü éîãî áiñå-êòðèñà íàéìåíøîãî êóòà.10. Ç îäíi¹¨ òî÷êè ïîçà êîëîì ïðîâåäåíî äî íüîãî äîòè÷íó i ñi-÷íó. Îá÷èñëèòè äîòè÷íó, ÿêùî âîíà íà 5 ñì áiëüøà âiä çîâíiøíüîãîâiäðiçêà ñi÷íî¨ i íà ñòiëüêè æ ìåíøà âiä ¨¨ âíóòðiøíüîãî âiäðiçêà.11. Ç îäíi¹¨ òî÷êè ïîçà êîëîì ïðîâåäåíî äî íüîãî äîòè÷íó é ñi-÷íó. Îá÷èñëèòè ¨õ äîâæèíó, ÿêùî äîòè÷íà íà 20 ñì ìåíøà âiä âíó-òðiøíüîãî âiäðiçêà ñi÷íî¨ i íà 8 ñì áiëüøà âiä ¨¨ çîâíiøíüîãî âiäðiçêà.12. Ïåðèìåòð ðîìáà äîðiâíþ¹ 200 ñì, à äiàãîíàëi âiäíîñÿòüñÿ ÿê
7 : 24. Îá÷èñëèòè ïëîùó ðîìáà.13. Äiàãîíàëü ðîìáà äiëèòü éîãî âèñîòó, ïðîâåäåíó ç âåðøèíè òó-ïîãî êóòà, íà âiäðiçêè, âiäíîøåííÿ äîâæèí ÿêèõ äîðiâíþ¹ 2,6. Îá÷è-ñëèòè ïëîùó ðîìáà, ÿêùî äîâæèíà âïèñàíîãî êîëà äîðiâíþ¹ 18π ñì.14. Áiñåêòðèñà êóòà ïðÿìîêóòíèêà äiëèòü éîãî äiàãîíàëü íà âiä-ðiçêè 15 ñì i 20 ñì, ïî÷èíàþ÷è âiä íàéáëèæ÷îãî äî öüîãî êóòà âåð-øèíè. Îá÷èñëèòè äîâæèíó âiäðiçêiâ, íà ÿêi äiëèòü öÿ áiñåêòðèñà ñòî-ðîíó ïðÿìîêóòíèêà.15. Áiñåêòðèñà êóòà ïðÿìîêóòíèêà äiëèòü éîãî ñòîðîíó íà âiäðiç-êè 21 ñì i 7 ñì, ïî÷èíàþ÷è âiä íàéáëèæ÷îãî äî öüîãî êóòà âåðøèíè.Îá÷èñëèòè äîâæèíó âiäðiçêiâ, íà ÿêi äiëèòü öÿ áiñåêòðèñà äiàãîíàëüïðÿìîêóòíèêà.16. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé ç âåðøèíè ãîñòðîãî êóòà ïàðàëå-ëîãðàìà äî éîãî äiàãîíàëi, äiëèòü ¨¨ íà âiäðiçêè 18 ñì i 6 ñì. Çíàéäiòüäiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà, ÿêùî ñóìà ñòîðií ïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþ¹48 ñì.17. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé ç âåðøèíè òóïîãî êóòà ïàðàëåëî-ãðàìà äî éîãî äiàãîíàëi, äiëèòü ¨¨ íà âiäðiçêè 41 ñì i 57 ñì. Çíàéäiòüäiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà, ÿêùî ðiçíèöÿ ñòîðií ïàðàëåëîãðàìà äîðiâ-íþ¹ 14 ñì.18. Êóò ìiæ äiàãîíàëÿìè ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨, îñíîâè ÿêî¨ a, b,äîðiâíþ¹ 120◦. Çíàéòè ïëîùó òðàïåöi¨.19. Îñíîâè òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü 1 ñì i 7 ñì. Çíàéòè äîâæèíó âiä-ðiçêà ïðÿìî¨, ïàðàëåëüíî¨ îñíîâàì, ÿêà äiëèòü ïëîùó òðàïåöi¨ íàâïië.20. Îñíîâè òðàïåöi¨ äîðiâíþþòü a i b (a < b). Äiàãîíàëi ðîçáèâà-þòü òðàïåöiþ íà ÷îòèðè òðèêóòíèêè, íàéìåíøèé ¨ç ÿêèõ (çà ïëîùåþ)ìà¹ ïëîùó S. Çíàéòè ïëîùó iíøèõ òðèêóòíèêiâ.21. Áiëüøà îñíîâà òðàïåöi¨ 21 ñì. Òî÷êà äîòèêó âïèñàíîãî â òðà-



87ïåöiþ êîëà äiëèòü îäíó iç ái÷íèõ ñòîðií íà âiäðiçêè 4 ñì i 9 ñì. Îá-÷èñëèòè ïëîùó öi¹¨ òðàïåöi¨.22. Âèðàçèòè äiàãîíàëü ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ ÷åðåç ñòîðîíè îñíîâ
a i b òà ái÷íó ñòîðîíó c.23. Çà äâîìà êóòàìè ∠A i ∠B òà âèñîòîþ hc òðèêóòíèêà çíàéòèéîãî ïëîùó.24. Çíàéòè ïëîùó ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, ÿêùî éîãî ñòîðîíàäîðiâíþ¹ a.25. Çíàéòè ïëîùó ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ çà ¨¨ äiàãîíàëëþ d i êóòîì
α ìiæ äiàãîíàëÿìè.26. Îá÷èñëèòè ðàäióñ êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî ðiâíîái÷íî¨ òðàïå-öi¨ ç ái÷íîþ ñòîðîíîþ c i ãîñòðèì êóòîì α, ÿêùî äiàãîíàëü òðàïåöi¨¹ áiñåêòðèñîþ öüîãî ãîñòðîãî êóòà.27. Ìåäiàíà i âèñîòà, ïðîâåäåíi ç îäíi¹¨ âåðøèíè êóòà òðèêóòíè-êà, äiëÿòü öåé êóò íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè. Çíàéòè öåé êóò.28. Âèñîòè ïàðàëåëîãðàìà h1 i h2 óòâîðþþòü êóò α. Çíàéòè ïëî-ùó ïàðàëåëîãðàìà.29. �îìá, ãîñòðèé êóò ÿêîãî α, à ñòîðîíà a, ïîäiëåíî ïðÿìèìè, ùîâèõîäÿòü ç âåðøèíè öüîãî êóòà, íà òðè ðiâíîâåëèêi ÷àñòèíè. Çíàéòèäîâæèíè âiäðiçêiâ öèõ ïðÿìèõ, ùî îáìåæåíi ñòîðîíàìè ðîìáà.



88Ç à í ÿ ò ò ÿ 13Çàäà÷i íà ïîáóäîâó â øêiëüíîìó êóðñiãåîìåòði¨Ïëàí1. �åîìåòðè÷íi ïîáóäîâè â êóðñi ïëàíiìåòði¨.2. Îñíîâíi ïîáóäîâè.3. Ñèñòåìà ïîñòóëàòiâ ïîáóäîâè öèðêóëåì i ëiíiéêîþ.4. Çàãàëüíèé ïëàí ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i íà ïîáóäîâó.5. Ïðî îñíîâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÏåðøi íàâè÷êè ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ ó÷íi îäåðæóþòü óæå â ìî-ëîäøèõ êëàñàõ. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi iíñòðóìåíòè ïî-áóäîâè: ëiíiéêà (îäíîñòîðîííÿ i äâîñòîðîííÿ, ìàøòàáîâàíà àáî íi),öèðêóëü, êîñèíåöü, òðàíñïîðòèð. Ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ ãåîìåòðè÷íèõïîáóäîâ âèäiëèëàñÿ â îêðåìèé ðîçäië ãåîìåòði¨ � êîíñòðóêòèâíó ãåî-ìåòðiþ. �îçâ'ÿçóþ÷è êîíñòðóêòèâíó çàäà÷ó, äîâîäèòüñÿ âiäðiçíÿòèòåîðåòè÷íó ìîæëèâiñòü àáî íåìîæëèâiñòü âèêîíàííÿ ïîáóäîâè çà äî-ïîìîãîþ äàíèõ iíñòðóìåíòiâ âiä ïðàêòè÷íîãî, ãðà�i÷íîãî, êðåñëÿð-ñüêîãî çäiéñíåííÿ äàíî¨ ïîáóäîâè.Äàíèìè i øóêàíèìè â ïëàíiìåòði¨ çàäà÷i íà ïîáóäîâó ìîæóòü áó-òè: òî÷êè, ïðÿìi, âiäðiçêè, êóòè, òðèêóòíèêè, êîëà òà ¨õ äóãè àáîïåâíi ñóêóïíîñòi öèõ åëåìåíòiâ. Òåðìií çíàéòè, àáî âèçíà÷èòè ó çà-äà÷i íà ïîáóäîâó ðiâíîçíà÷íèé òåðìiíó ïîáóäóâàòè, áî ðîçâ'ÿçêîì ¨¨¹ ïîáóäîâàíà øóêàíà �iãóðà. Êîæåí åòàï ïîáóäîâè âèìàãà¹ âiäïîâiä-íîãî òåîðåòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ.Â åëåìåíòàðíié ãåîìåòði¨ òðàäèöiéíî ââàæà¹òüñÿ, ùî êîíñòðó-êòèâíà çàäà÷à ¹ ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî ïîáóäîâó ìîæíà âèêîíàòè çà äî-ïîìîãîþ öèðêóëÿ (òîáòî ïðîâåäåííÿ êië äîâiëüíîãî ðàäióñà iç áóäü-ÿêèì öåíòðîì) i îäíîñòîðîííüî¨ ëiíiéêè áåç ïîäiëîê (òîáòî ïðîâåäå-ííÿ ïðÿìèõ).Â ðiçíèõ ïiäðó÷íèêàõ i íàâ÷àëüíèõ ïîñiáíèêàõ ïðîïîíó¹òüñÿ ði-çíå ÷èñëî îñíîâíèõ (áàçîâèõ) ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ. Ñåðåä íèõ, ÿêïðàâèëî, ¹ òàêi:
• ïîáóäîâà òðèêóòíèêà çà äàíèìè ñòîðîíàìè;
• ïîáóäîâà êóòà, ðiâíîãî äàíîìó;
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• ïîáóäîâà áiñåêòðèñè êóòà;
• ïîäië âiäðiçêà ïîïîëàì;
• ïîáóäîâà ïåðïåíäèêóëÿðà äî ïðÿìî¨.Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà. ßêùî çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ iëiíiéêè, òî âîíà ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ñàìîãî ëèøåöèðêóëÿ.Ïðàâèëüíèì ¹ òàêîæ âèñíîâîê, ùî âñi ïîáóäîâè, çäiéñíåíi öèðêó-ëåì i ëiíiéêîþ, çäiéñíåíi òàêîæ ïðè êîðèñòóâàííi ñàìîþ äâîñòîðîí-íüîþ ëiíiéêîþ.Ïðè àíàëiçi ïèòàííÿ ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i íà ïîáóäîâó çà äîïî-ìîãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè, êîëè øóêàíà �iãóðà ââàæà¹òüñÿ çíàéäåíîþâèíèêà¹ ñèñòåìà óìîâ, ÿêi çðó÷íî ñ�îðìóëþâàòè ó âèãëÿäi ïîñòóëà-òiâ ïîáóäîâè.I. Ïðÿìà i âiäðiçîê ââàæàþòüñÿ ïîáóäîâàíèìè, òîäi i òiëüêè òîäi,êîëè äàíi àáî ïîáóäîâàíi äâi òî÷êè ïðÿìî¨ àáî êiíöi âiäðiçêà.II. Êîëî ïîáóäîâàíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äàíî àáî ïîáóäîâàíîéîãî öåíòð i äâi òî÷êè, ÿêèìè âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ðàäióñ. Äóãàêîëà ïîáóäîâàíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äàíî àáî ïîáóäîâàíî ¨¨öåíòð òà êiíöi.III. Òî÷êà ââàæà¹òüñÿ ïîáóäîâàíîþ, ÿêùî âîíà ¹ ñïiëüíîþ òî÷êîþäâîõ äàíèõ àáî ïîáóäîâàíèõ ïðÿìèõ.IV. Òî÷êà ââàæà¹òüñÿ ïîáóäîâàíîþ, ÿêùî âîíà ¹ ñïiëüíîþ òî÷êîþäàíî¨ àáî ïîáóäîâàíî¨ ïðÿìî¨ i äàíîãî àáî ïîáóäîâàíîãî êîëà.V. Òî÷êà ââàæà¹òüñÿ ïîáóäîâàíîþ, ÿêùî âîíà ¹ ñïiëüíîþ òî÷êîþäâîõ äàíèõ àáî ïîáóäîâàíèõ êië.VI. Áóäü-ÿêèé iíøèé ãåîìåòðè÷íèé îáðàç ââàæà¹òüñÿ ïîáóäîâàíèì,ÿêùî äàíi àáî ïîáóäîâàíi îáðàçè, ç ÿêèõ âií ñêëàäà¹òüñÿ àáî ÿêiéîãî îáìåæóþòü.Çàäà÷à íà ïîáóäîâó â ïëîùèíi ââàæà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàíîþ çà äîïîìî-ãîþ öèðêóëÿ i ëiíiéêè, ÿêùî âîíà ìîæå áóòè çâåäåíà äî ñêií÷åííîãî÷èñëà òàêèõ íàéïðîñòiøèõ çàäà÷:1) ÷åðåç äâi äàíi òî÷êè ïðîâåñòè ïðÿìó àáî âiäðiçîê, ùî ¨õ ñïîëó-÷à¹;



90 2) ç äàíî¨ òî÷êè îïèñàòè êîëî äàíîãî ðàäióñà àáî äóãó êîëà çà ¨¨êiíöÿìè i öåíòðîì;3) çíàéòè ñïiëüíó òî÷êó äâîõ äàíèõ ïðÿìèõ;4) çíàéòè ñïiëüíi òî÷êè äàíèõ ïðÿìî¨ i êîëà;5) çíàéòè ñïiëüíi òî÷êè äâîõ äàíèõ êië.Öi ï'ÿòü ïîáóäîâ íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ïîáóäîâàìè. Äëÿ çäié-ñíåííÿ ðåàëüíî¨ ïîáóäîâè òðåáà âèìàãàòè, ùîá âñi äàíi áóëè âèðàæå-íi çà äîïîìîãîþ òî÷îê. Òîìó âêàçàíi ïîñòóëàòè íåîáõiäíî äîïîâíèòèäâîìà âèìîãàìè.Â è ì î ã à 1. Ââàæà¹ìî ïîáóäîâàíîþ äîâiëüíó òî÷êó ïëîùèíèïîçà äàíîþ ïðÿìîþ.Â è ì î ã à 2. Íà äàíié ïðÿìié ââàæà¹ìî ïîáóäîâàíîþ äîâiëüíóòî÷êó, ÿêà âiäìiííà âiä óæå ïîáóäîâàíèõ íà ïðÿìié òî÷îê.Ïîñòóëàòè I�VI òà âèìîãè 1, 2 ðàçîì íàçèâàþòü ëîãi÷íèìè çàñî-áàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó.Ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ âñÿêî¨ êîíñòðóêòèâíî¨ çàäà÷i ïðîõîäèòü çà òà-êèì ïëàíîì: 1) àíàëiç çàäà÷i; 2) ïîáóäîâà øóêàíî¨ �iãóðè; 3) äîâåäå-ííÿ ïðàâèëüíîñòi ïîáóäîâè; 4) äîñëiäæåííÿ ìîæëèâîñòi i íåìîæëè-âîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.Iñòîðè÷íà ïðàêòèêà, ïî÷èíàþ÷è ç ãðåöüêîãî ïåðiîäó (IV�III ñò.äî í. å.), ñòâåðäæó¹, ùî òàêèé ïëàí õàðàêòåðíèé äëÿ âñiõ çàäà÷ íàïîáóäîâó, à òîìó éîãî ââàæàþòü çàãàëüíèì.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ íà ïîáóäîâó ìîæå òðàïèòèñü, ùî äëÿ âè-çíà÷åííÿ øóêàíèõ åëåìåíòiâ íå âèñòà÷à¹ äàíèõ, àáî, íàâïàêè, ùî âè-ìîã òàê áàãàòî, ùî ¨õ íå ìîæíà âñi çàäîâîëüíèòè. Â ïåðøîìó âèïàäêóìè ìà¹ìî íåîçíà÷åíi, à â äðóãîìó � ïåðåîçíà÷åíi çàäà÷i. Ïåðåîçíà÷å-íi çàäà÷i ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, ÿêùî çàéâi äàíi, ÿêi íå ñóïåðå÷àòü ðåøòiäàíèõ, âiäêèíóòè, i íå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, ÿêùî çàéâi äàíi íåñóìiñíiç ðåøòîþ äàíèõ.ßê ïðàâèëî, çàäà÷i íà ïîáóäîâó áóâàþòü îçíà÷åíèìè � òîáòî òà-êèìè, ùî äàþòü îäèí, äâà àáî ñêií÷åííå ÷èñëî ðîçâ'ÿçêiâ; öå áóâà¹òîäi, êîëè â óìîâi ¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi äàíi äëÿ ïîáóäîâè øóêàíî¨�iãóðè. Çâè÷àéíî, ìîæå âèÿâèòèñü, ùî é öiëêîì âèçíà÷åíà çàäà÷àìîæå âèÿâèòèñü íåðîçâ'ÿçíîþ ÿê, íàïðèêëàä, êëàñè÷íi çàäà÷i ïðîòðèñåêöiþ êóòà i êâàäðàòóðó êðóãà.Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ ïîáóäîâè ïëîñêî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ �iãóðè,ðîçìiùåííÿ ÿêî¨ íà ïëîùèíi âèçíà÷àþòü n òî÷îê, íåîáõiäíî i äîñòà-òíüî ìàòè 2n− 3 äàíèõ.



91Ïåðåéäåìî òåïåð äî ïëàíó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó.1. Àíàëiç çàäà÷i ¹ ïåðøèì i îñíîâíèì åòàïîì ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.Òóò âñòàíîâëþ¹òüñÿ øëÿõ ïåðåõîäó âiä øóêàíî¨ �iãóðè äî òi¹¨, ÿêóìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïîáóäóâàòè çà äàíèìè çàäà÷i. Ìåòîþ àíàëiçó¹ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêiâ øóêàíèõ åëåìåíòiâ ç äàíèìè, ùîá âèêîíàòèïîáóäîâó i âñòàíîâèòè ïðàâèëüíiñòü ¨¨ âèêîíàííÿ.2. Ïîáóäîâà øóêàíî¨ �iãóðè ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïîñëiäîâíèé ïåðåëiêâñiõ îïåðàöié, ÿêi ïîòðiáíî âèêîíàòè äàíèìè iíñòðóìåíòàìè äëÿ ðîç-â'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.
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�èñ. 20.
3. Äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi ïîáóäîâèñòàíîâèòü ÷àñòèíó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà-÷i, ÿêà çà ëîãi÷íèì çìiñòîì îáåðíåíààíàëiçó. Äîâåäåííÿ ìà¹ ïîêàçàòè, ùîïîáóäîâàíà �iãóðà çàäîâîëüíÿ¹ âèìî-ãàì çàäà÷i.4. Äîñëiäæåííÿ óìîâ ìîæëèâîñòi ïî-áóäîâè øóêàíî¨ �iãóðè ¹ çàêëþ÷íèì åòà-ïîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i íà ïîáóäîâó.Âîíî ìà¹ äàòè âiäïîâiäi íà òàêi çàïèòà-ííÿ: à) ßêi óìîâè ïîâèííi çàäîâîëüíÿ-òè äàíi çàäà÷i, ùîá çàäà÷à ìàëà àáî íåìàëà ðîçâ'ÿçêiâ? á) Çà ÿêèõ óìîâ çàäà-÷à ìà¹ îäèí àáî êiëüêà ðîçâ'ÿçêiâ?Ïðîiëþñòðó¹ìî öåé ïëàí íà êîíêðåòíié çàäà÷i.Ïðèêëàä 1. Âïèñàòè ó äàíå êîëî òðèêóòíèê ç äàíèìè ñòîðîíîþi ìåäiàíîþ, ïðîâåäåíîþ äî îäíi¹¨ ç iíøèõ éîãî ñòîðií.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Äàíî: êîëî k ç öåíòðîì ó òî÷öi O, ñòîðîíà a òàìåäiàíà m, ïðîâåäåíà äî äåÿêî¨ ç iíøèõ ñòîðií òðèêóòíèêà.1. Àíàëiç. ÍåõàéABC �øóêàíèé òðèêóòíèê (ðèñ. 20), BC � äàíàñòîðîíà äîâæèíîþ a, BD � ìåäiàíà öüîãî òðèêóòíèêà äîâæèíîþ m,ïîâåäåíà äî ñåðåäèíè D ñòîðîíè AC.Âiäîìî, ùî ïðÿìà, ïðîâåäåíà ÷åðåç öåíòð êîëà i ñåðåäèíó õîðäèöüîãî æ êîëà ïåðïåíäèêóëÿðíà õîðäi. Òîìó OD ⊥ AC, à îòæå, êóò

∠ODC � ïðÿìèé. Öå îçíà÷à¹, ùî òî÷êà D ëåæèòü íà êîëi k1, ïî-áóäîâàíîìó íà OC ÿê íà äiàìåòði. Âîíà òàêîæ ëåæèòü íà êîëi k2 çöåíòðîì ó òî÷öi B i ðàäióñà m (íà ðèñóíêó ïîêàçàíî òiëüêè ÷àñòèíóöüîãî êîëà).2. Ïîáóäîâà. 1-é êðîê. Ó äàíîìó êîëi áóäó¹ìî õîðäó BC äîâæè-íîþ a (ðèñ. 21).2-é êðîê. Ïðîâîäèìî OC � ðàäióñ äàíîãî êîëà. Íà OC, ÿê íà



92äiàìåòði, áóäó¹ìî êîëî k1 ç öåíòðîì â òî÷öi O1. Çíàõîäæåííÿ òî÷êè
O1 âiäíîñèìî äî âæå âiäîìî¨ áàçîâî¨ çàäà÷i (ðèñ. 22).3-é êðîê. Ç òî÷êè B, ÿê ç öåíòðà, ïðîâîäèìî êîëî k2 ðàäióñà m.Ó ðàçi ïåðåòèíó êië k1 i k2 òî÷êó ¨õ ïåðåòèíó ïîçíà÷èìî ÷åðåç D.ßêùî òàêèõ òî÷îê äâi, òî âèáèðà¹ìî áóäü-ÿêó ç íèõ. (ðèñ. 23).4-é êðîê. Íàðåøòi, ÷åðåç C i D ïðîâîäèìî õîðäó AC, ùî ¹ äðóãîþñòîðîíîþ øóêàíîãî òðèêóòíèêà. Òðåòüîþ æ éîãî ñòîðîíîþ ¹ âiäðiçîê
AB (ðèñ. 24).
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D............................................................................................................................................................................................................................................................................................................�èñ. 24. 4-é êðîê.3. Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äàíi óìîâè çàäà÷i ïðÿìî âèêîðèñòàíi ïðèïîáóäîâi △ABC, òî âií çàäîâîëüíÿ¹ óñi çàäàíi â óìîâi çàäà÷i âèìîãèi äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi ïîáóäîâè ó öié ñèòóàöi¨ íå ¹ ïîòðiáíèì.4. Äîñëiäæåííÿ. Íåîáõiäíî, ùîá îñíîâà a áóëà íå áiëüøîþ äiàìå-



93òðà d äàíîãî êîëà. Äàëi, íåîáõiäíî, ùîá êîëà k1 i k2 ïåðåòèíàëèñÿ,òîáòî, ùîá áóëè ïðàâèëüíîþ ïîäâiéíà íåðiâíiñòü l ≤ m ≤ l + d
2 , äå

l � âiäñòàíü âiä òî÷êè B äî êîëà k1.Ïiäñóìóâàâøè ñêàçàíå, ðîáèìî âèñíîâîê:
• ÿêùî a > d, òî ïîáóäóâàòè íåîáõiäíèé òðèêóòíèê íåìîæëèâî;
• ÿêùî a = d, òî öåé âèïàäîê ðîçáèâà¹òüñÿ íà íàñòóïíi ïiäâèïàä-êè:� ÿêùî d

2 < m < d, òî ðîçâ'ÿçêàìè ¹ äâà ïðÿìîêóòíi òðèêó-òíèêè ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî äàíî¨ ñòîðîíè;� ÿêùî m ≤ d
2 àáî m ≥ d, òî ïîáóäóâàòè íåîáõiäíèé òðèêó-òíèê íåìîæëèâî;

• ÿêùî a < d, òî öåé âèïàäîê ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïiäâèïàäêè:� ÿêùî m = l àáî m = l+ d
2 , òî iñíóâàòèìå îäèí òðèêóòíèê,ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi çàäà÷i;� ÿêùî l < m < l + d

2 , òî iñíóþòü äâà òðèêóòíèêè, ùî çàäî-âîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i;� ÿêùî m < l àáî m > l + d
2 , òî ïîáóäóâàòè íåîáõiäíèéòðèêóòíèê íåìîæëèâî.Ó âèïàäêó íåñêëàäíèõ çàäà÷, ÿêùî ó÷íi çóìiþòü ðîçâ'ÿçàòè ¨õáåç óñÿêîãî àíàëiçó, âèìàãàòè âiä íèõ ðîáèòè àíàëiç íå ñëiä.�îçðîáêà é îïèñàííÿ ìåòîäiâ ãåîìåòðè÷íèõ ïîáóäîâ ¹ íàéâàæëè-âiøèìè çàâäàííÿìè êîíñòðóêòèâíî¨ ãåîìåòði¨. Ïåðåëi÷èìî îñíîâíi çöèõ ìåòîäiâ.1. Ìåòîä ãåîìåòðè÷íèõ ìiñöü. Öåé ìåòîä çàñòîñîâó¹òüñÿ, êî-ëè øóêàíîþ ¹ òî÷êà. �¨ ïîëîæåííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ðÿäîì íåçàëåæíèõóìîâ. ßêùî îäíó ç íèõ òèì÷àñîâî âèêèíóòè � òî îñòàííi óìîâè áó-äóòü çàäîâîëüíÿòè íå îäíà, à äåêiëüêà òî÷îê � ãåîìåòðè÷íå ìiñöåòî÷îê. Òàê ó ðîçãëÿíóòié çàäà÷i òî÷êà D ëåæèòü íà êîëi ç öåíòðîì

O1 i íà êîëi ç öåíòðîì B i ðàäióñîì M i ¹ ¨õ ïåðåòèíîì.2. Ìåòîä ãåîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü. Öåé ìåòîä âèêîðèñòî-âó¹ ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, ñèìåòðiþ, îáåðòàííÿ, ãîìîòåòi¨ òà ií-âåðñi¨. Çíàõîäÿ÷è iíâàðiàíòè äàíèõ ïåðåòâîðåíü, øóêàíó �iãóðó ïå-ðåòâîðþþòü òàê, ùîá îäåðæàíà �iãóðà áóëà íàéïðîñòiøîþ äëÿ ïî-áóäîâè.3. Àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèì. Äëÿ éîãî çà-ñòîñóâàííÿ íåîáõiäíî çíàéòè òàêi âiäðiçêè, äî ÿêèõ çâîäèòüñÿ ãåîìå-òðè÷íà çàäà÷à. Ïîòiì, êîðèñòóþ÷èñü ãåîìåòðè÷íèìè çàëåæíîñòÿìè



94ìiæ íèìè, ñêëàäà¹ìî ðiâíÿííÿ, ùî âèðàæàþòü çàëåæíîñòi ìiæ öè-ìè âiäðiçêàìè. �îçâ'ÿçàâøè öi ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî âåëè÷èíè, ÿêiíåîáõiäíî ïîáóäóâàòè öèðêóëåì òà ëiíiéêîþ. Âèêîíàâøè öi ïîáóäî-âè, îäåðæó¹ìî øóêàíó �iãóðó.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà âåðøèíàìè A, B òà òî÷êîþ ïåðåòèíóìåäiàí M .2. Ïîáóäóâàòè êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi O, ðiâíîâiääàëåíå âiä òî÷îê
A, B.3. Ïîáóäóâàòè êâàäðàò çà ñåðåäèíàìè äâîõ ñóìiæíèõ ñòîðií.4. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà ñåðåäèíàìè äâîõ ñòîðií i öåíòðîìîïèñàíîãî êîëà.5. Ïîáóäóâàòè ïàðàëåëîãðàì çà äâîìà âåðøèíàìè i òî÷êîþ ïåðå-òèíó äiàãîíàëåé.6. Ïîáóäóâàòè ðîìá, äiàãîíàëü ÿêîãî äîðiâíþ¹ ñòîðîíi, çà äâîìàéîãî âåðøèíàìè A i C, ùî ¹ êiíöÿìè áiëüøî¨ äiàãîíàëi.7. Äàíî òî÷êè H , K, M , ùî ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Ïîáóäóâàòèïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê, äëÿ ÿêîãî âîíè áóëè á òî÷êàìè ïåðåòèíóç ãiïîòåíóçîþ âiäïîâiäíî âèñîòè, áiñåêòðèñè i ìåäiàíè, ïðîâåäåíèõ çâåðøèíè ïðÿìîãî êóòà.8. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà òî÷êàìè äîòèêó âïèñàíîãî êîëà.9. Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèê ABCD çà ñåðåäèíàìè ñòîðií BC i
CD òà òî÷êîþ M , ÿêà ëåæèòü íà ïðÿìié AC.10. Äàíî òî÷êè A, B, C îäíi¹¨ ïðÿìî¨. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåñòèïðÿìó òàê, ùîá ñóìà âiäñòàíåé äî íå¨ âiä òî÷îê B i C äîðiâíþâàëàäîâæèíi âiäðiçêà BC.11. Äàíî òî÷êè A, B, C. Çíàéòè ìíîæèíó âñiõ òî÷îêM , äëÿ ÿêèõ
MA2 +MB2 = MC2.12. Ïîáóäóâàòè ÷îòèðèêóòíèê ABCD çà éîãî ñòîðîíàìè, çíàþ÷èùî äiàãîíàëü AC ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà A.13. Ïîáóäóâàòè ðîìá çà éîãî âèñîòîþ òà äiàãîíàëëþ.14. Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê çà êàòåòîì i ìåäiàíîþ,ïðîâåäåíîþ: à) íà äàíèé êàòåò; á) íà äðóãèé êàòåò; â) íà ãiïîòåíóçó.15. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê çà äàíîþ éîãî îñíîâîþ, âèñîòîþ i ìå-äiàíîþ, ïðîâåäåíèìè äî äàíî¨ îñíîâè.16. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê, ñåðåäèíè ñòîðií ÿêîãî çíàõîäèëèñüáè â äàíèõ òî÷êàõ.17. Ïîáóäóâàòè ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê çà äàíèìè éîãî ïåðè-



95ìåòðîì i âèñîòîþ, îïóùåíîþ íà îñíîâó.18. Íà ïëîùèíi äàíî òðè ïàðàëåëüíi ïðÿìi. Ïîáóäóâàòè ðiâíîñòî-ðîííié òðèêóòíèê, âåðøèíè ÿêîãî çíàõîäèëèñü áè íà äàíèõ ïðÿìèõ.19. Ïîáóäóâàòè òðèêóòíèê: à) çà äâîìà ñòîðîíàìè i ìåäiàíîþïðîâåäåíîþ äî òðåòüî¨ ñòîðîíè; á) çà îñíîâîþ òà ìåäiàíàìè, ïðîâå-äåíèìè äî ái÷íèõ ñòîðií; â) çà òðüîìà ìåäiàíàìè.20. Äàíî ãîñòðèé êóò i òî÷êó âñåðåäèíi öüîãî êóòà. Ïîáóäóâàòèòðèêóòíèê íàéìåíøîãî ïåðèìåòðó, îäíà ç âåðøèí ÿêîãî á çíàõîäè-ëàñü â äàíié òî÷öi, à äâi iíøi íà ñòîðîíàõ êóòà.21. Ïî äâîõ ñòîðîíàõ ði÷êè ðîçìiùåíi ñåëà A i B. Äå ïîáóäóâàòèìiñò, ùîá øëÿõ âiä A äî B áóâ íàéêîðîòøèì.22. ×åðåç äàíó òî÷êó îñíîâè òðèêóòíèêà ïðîâåñòè ïðÿìó, ùî ïî-äiëÿ¹ òðèêóòíèê íà ðiâíîâåëèêi ÷àñòèíè.23. Ïîáóäóâàòè ïàðàëåëîãðàì çà äàíèìè éîãî âèñîòàìè i ãîñòðèìêóòîì.24. Ïîáóäóâàòè òðàïåöiþ: à) çà ¨¨ ñòîðîíàìè; á) çà îñíîâàìè òàäiàãîíàëÿìè.25. Ïîáóäóâàòè ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê: à) çà éîãî ãiïîòåíóçîþòà âiäíîøåííÿì êàòåòiâ 2 : 1; á) çà êàòåòîì i ðiçíèöåþ äâîõ iíøèõñòîðií.26. Ïðÿìèìè, ïàðàëåëüíèìè äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà ïîäiëèòèéîãî ïëîùó íà òðè ðiâíîâåëèêi ÷àñòèíè.27. Ç òî÷êè ïîçà êîëîì ïðîâåñòè ñi÷íó òàê, ùîá ¨¨ çîâíiøíÿ ÷à-ñòèíà äîðiâíþâàëà âíóòðiøíié.28. Ïîáóäóâàòè ÷îòèðèêóòíèê ABCD çà éîãî ñòîðîíàìè, çíàþ÷è,ùî äiàãîíàëü AC ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà ∠A.



96Ç à í ÿ ò ò ÿ 14Êîîðäèíàòíèé i âåêòîðíèé ìåòîäèðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷Ïëàí1. Êîîðäèíàòíèé ìåòîä â ãåîìåòði¨.2. Âåêòîðè â øêiëüíié ïðîãðàìi ç ãåîìåòði¨.3. Çàñòîñóâàííÿ âåêòîðiâ â ïëàíiìåòði¨ i ñòåðåîìåòði¨.4. Âåêòîðíèé ìåòîä â àëãåáði i òðèãîíîìåòði¨.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÄåêàðòîâi êîîðäèíàòè â øêiëüíié ìàòåìàòèöi ââîäÿòüñÿ ùå íà ïî-÷àòêó 6-ãî êëàñó. Îòæå, êîëè íà óðîêàõ ó÷íi ïðèñòóïàþòü äî âèâ÷å-ííÿ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò íà ïëîùèíi, ç áiëüøiñòþ ïîíÿòü öi¹¨ òåìèâîíè âæå çíàéîìi. Âàæëèâó ðîëü â öié òåìi âiäiãðàþòü �îðìóëà âiä-ñòàíi ìiæ äâîìà òî÷êàìè, êîîðäèíàòè ñåðåäèíè âiäðiçêà, ðiâíÿííÿïðÿìî¨ i êîëà, à ïiçíiøå � ðiâíÿííÿ ïëîùèíè òà ïðÿìî¨ â ïðîñòîði iðiâíÿííÿ ñ�åðè.Ñóòü ìåòîäó êîîðäèíàò ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Ïî-ïåðøå, çàäà-þ÷è �iãóðè ðiâíÿííÿìè (íåðiâíîñòÿìè) i âèðàæàþ÷è â êîîðäèíàòàõðiçíi ãåîìåòðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ, ìè çàñòîñîâó¹ìî àëãåáðó i àíàëiçäî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ i äîâåäåííÿ òåîðåì. Ïî-äðóãå, çà äîïîìîãîþêîîðäèíàò ìîæíà òðàêòóâàòè àëãåáðà¨÷íi i àíàëiòè÷íi ñïiââiäíîøå-ííÿ ãåîìåòðè÷íî i òàê çàñòîñîâóâàòè ãåîìåòðiþ â àëãåáði i àíàëiçi.Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ñóìó êâàäðàòiâ âiäñòàíåé âiä äîâiëüíî¨ òî÷êèêîëà ðàäióñà r äî âåðøèí îïèñàíîãî íàâêîëî êîëà êâàäðàòà.
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�èñ. 25.
�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé êâàäðàò ABCDîïèñàíî íàâêîëî êîëà ðàäióñà r i M � äîâiëü-íà òî÷êà êîëà. �îçãëÿíåìî äåêàðòîâó ñèñòå-ìó êîîðäèíàò Oxy òàêó, ùîá âiñü Ox áóëà ïà-ðàëåëüíà ñòîðîíi AB êâàäðàòà, âiñü Oy ïàðà-ëåëüíà ñòîðîíi AD i îáèäâi âîíè ïðîõîäèëè á÷åðåç öåíòð O êîëà (äèâ. ðèñ. 25). Ó öié ñèñòå-ìi êîîðäèíàò âåðøèíè êâàäðàòà ìàþòü êîîð-äèíàòè A(−r;−r), B(r;−r), C(r; r) i D(−r; r).ßêùî òî÷êà M ìà¹ êîîðäèíàòè M(x, y), òî
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MA2 +MB2 +MC2 +MD2 = (x+ r)2 + (y + r)2+

+(x− r)2 + (y + r)2 + (x− r)2 + (y − r)2+

+(x+ r)2 + (y − r)2 = 4(x2 + y2 + 2r2) = 12r2.Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñëiäó¹ ç òîãî, ùî M(x, y) � òî÷êà êîëà, ùî çàäà¹-òüñÿ ðiâíÿííÿì x2 + y2 = r2 ó ðîçãëÿäóâàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.Âiäïîâiäü. 12r2.Íàóöi âiäîìi ðiçíi ïîíÿòòÿ âåêòîðà. Íàé÷àñòiøå âåêòîðîì íàçèâà-þòü íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê, àáî êëàñ íàïðÿìëåíèõ âiäðiçêiâ, àáî ïà-ðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ. Çàëåæíî âiä çàäà÷, äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõâèêîðèñòîâóþòü âåêòîðè, ðîçðiçíÿþòü âåêòîðè ïðèêëàäåíi (çâ'ÿçà-íi), êîâçíi i âiëüíi. Â øêiëüíié ãåîìåòði¨ ðîçãëÿäàþòü òiëüêè âiëü-íi âåêòîðè, à ó �içèöi çäåáiëüøîãî ìàþòü ñïðàâó ç ïðèêëàäåíèìèâåêòîðàìè. Íàéçðó÷íiøå âåêòîðè âèêëàäàòè â êîîðäèíàòíié �îðìi,îñêiëüêè ïðè öüîìó âäà¹òüñÿ äîñÿãòè ñòðîãîñòi i ñòèñëîñòi âèêëàäó.Ñëiä ðîçãëÿäàòè ïîðÿä ç àëãåáðà¨÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè îïåðàöié íàäâåêòîðàìè i ¨õ ãåîìåòðè÷íèé ñìèñë. ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ .............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .............................
B C

A

LK�èñ. 26.
Íàïðèêëàä êîëiíåàðíiñòü ā ‖ b̄ âåêòîðiâ ā i b̄ðiâíîñèëüíà àëãåáðà¨÷íié ðiâíîñòi ā = λb̄ äëÿ äå-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà λ. Ó ñâîþ ÷åðãó ïåðïåíäè-êóëÿðíiñòü ā ⊥ b̄ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ ā i b̄ ðiâ-íîñèëüíà ðiâíîñòi āb̄ = 0. Âèâ÷åííÿ òåìè

”
Âåêòî-ðè“ ó 9-ìó êëàñi ñóïðîâîäæó¹òüñÿ òðåíóâàëüíèìèâïðàâàìè, ÿêi iëþñòðóþòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi âå-êòîðiâ. Îäíàê îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ âåêòîðiâ ïðèäîâåäåííi òåîðåì i ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ¹ çíà÷íîøèðøîþ, ùî ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê íà çàíÿòòÿõó ìàñîâié øêîëi, òàê i íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè ó êëàñàõ i øêîëàõ çïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè, íàïðèêëàä ïðè äîâåäåííi òåî-ðåìè êîñèíóñiâ, âèâåäåííi ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, âèâåäåííi äåÿêèõ òðè-ãîíîìåòðè÷íèõ �îðìóë, òîùî. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñêàëÿð-íîãî äîáóòêó âåêòîðiâ, ìîæíà äîâîäèòè áàãàòî òåîðåì ïðî ïåðïåí-äèêóëÿðíiñòü ïðÿìèõ i ïëîùèí ó ïðîñòîði (òàê ÿê öå ðîáèòüñÿ â àíà-ëiòè÷íié ãåîìåòði¨), àëå çà äiþ÷îþ ïðîãðàìîþ öi òåîðåìè òåïåð ðîç-ãëÿäàþòüñÿ ðàíiøå íiæ âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi âåêòîðiâ ó ïðîñòîði.Íàïðèêëàä, òåîðåìà ïðî ñåðåäíþ ëiíiþ òðèêóòíèêà ìîæíà ñ�îðìó-ëþâàòè òàêèì ÷èíîì: KL = 1

2BC (ðèñ. 26), à ¨¨ äîâåäåííÿ ìîæíà



98çàïèñàòè â îäèí ðÿäîê
KL = AL−AK = 1

2AC − 1
2AB = 1

2

(

AC −AB
)

= 1
2BC.Ëåãêî âåêòîðíèì ìåòîäîì äîâåñòè i íàñòóïíó òåîðåìó.Òåîðåìà.Ñóìà êâàäðàòiâ äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà äîðiâíþ¹ ñó-ìi êâàäðàòiâ âñiõ éîãî ñòîðií. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

A B

CD

ū

v̄ �èñ. 27.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ABCD � äîâiëüíèé ïà-ðàëåëîãðàì. �îçãëÿíåìî âåêòîðè AB, AD, AC,

BD (ðèñ. 27). Âèáåðåìî â ÿêîñòi áàçèñó ïåðøiäâà ç öèõ âåêòîðiâ (ïîçíà÷èìî ¨õ äëÿ çðó÷íî-ñòi âiäïîâiäíî ÷åðåç ū i v̄) i âèðàçèìî ÷åðåç íèõiíøi:
AC = ū+ v̄, BD = v̄ − ū.Îá÷èñëèìî ñóìó ñêàëÿðíèõ êâàäðàòiâ âåêòîðiâ AC i BD

AC
2
+BD

2
= (ū+ v̄)2 + (v̄ − ū)2 = 2ū2 + 2v̄2.Îñêiëüêè AC

2
= AC2, BD

2
= BD2, a ū2 = AB2 = CD2, v̄2 = AD2 =

= BC2, òî
AC2 +BD2 = AB2 +BC2 + CD2 +AD2.Òåîðåìà äîâåäåíà.Âèêîðèñòîâóþ÷è âåêòîðíèé ìåòîä, ìîæíà äîâåñòè àíàëîã öi¹¨ òå-îðåìè äëÿ ïàðàëåëåïiïåäà.�îçãëÿíåìî ïàðàëåëåïiïåä ABC DA1B1C1D1 (ðèñ. 28) i çà áàçèñâèáåðåìî éîãî ðåáðà ç âåðøèíîþ â òî÷öi A, òîáòî âåêòîðè:

.......................................................................................................................................................................................................................................................... .................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ........................................................................................................................................................................................................................ ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ........................................................................................................................................................................................................................................................... ........................................................ ........................................................ ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ................................................................
A

B
C

D

A1

B1

C1

D1

ūv̄

w̄
.......... .......... .......... .......... .......... ............................................ ................................................. �èñ. 28.

AB = ū, AD = v̄, AA1 = w̄. Âèðàçèìîâåêòîðè AC1, A1C, BD1, B1D, ùî âiä-ïîâiäàþòü äiàãîíàëÿì ïàðàëåëåïiïåäà,÷åðåç âèáðàíi íàìè áàçèñíi âåêòîðè:
AC1 = ū+ v̄ + w̄, A1C = ū+ v̄ − w̄,

BD1=−ū+ v̄ + w̄, B1D=−ū+ v̄ − w̄.Àíàëîãi÷íî, ÿê ó âèïàäêó ç ïàðàëå-ëîãðàìîì, îá÷èñëèìî ñóìó ñêàëÿðíèõêâàäðàòiâ öèõ âåêòîðiâ. Îäåðæèìî
AC1

2
+A1C

2
+BD1

2
+B1D

2
= 4ū2 + 4v̄2 + 4w̄2.



99ßê íàñëiäîê, çâiäñè ñëiäó¹, ùî ñóìà êâàäðàòiâ äiàãîíàëåé ïàðàëåëå-ïiïåäà äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ âñiõ éîãî ðåáåð.Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî òåîðåìó ïðî ñóìó êâàäðàòiâ äiàãîíàëåé ïà-ðàëåëîãðàìà ìîæíà äîâåñòè i áåç âåêòîðiâ, òî ¨¨ ïðîñòîðîâèé àíàëîãáåç âèêîðèñòàííÿ âåêòîðiâ îäåðæàòè âàæêî.Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ âåêòîðíèì ìåòîäîì, ÿê ïðàâèëî, ïðèñó-òíi òàêi åëåìåíòè:1) âèáið çðó÷íîãî áàçèñó;2) âèáið âåêòîðà, ÿêèé ðîçêëàäà¹òüñÿ äâîìà ñïîñîáàìè;3) îäåðæàííÿ äâîõ ðîçêëàäiâ âèáðàíîãî âåêòîðà ÷åðåç áàçèñ;4) ñêëàäàííÿ i ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî çâ'ÿçóþòü íåâi-äîìi êîå�iöi¹íòè äâîõ ðîçêëàäiâ öüîãî âåêòîðà;5) ïåðåâiðêà òîãî, ùî îäåðæàíi çíà÷åííÿ äëÿ êîå�iöi¹íòiâ çàäî-âîëüíÿþòü óìîâàì çàäà÷i;6) îäåðæàííÿ ðåçóëüòàòiâ ó áåçâåêòîðíié �îðìi.Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî äiàãîíàëi ïàðàëåëåïiïåäà â òî÷öi ïåðå-òèíó äiëÿòüñÿ íåþ ïîïîëàì.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé ABCDA1B1C1D1 � äàíèé ïàðàëåëåïi-ïåä (äèâ. ðèñ. 28). �îçãëÿíåìî äiàãîíàëi AC1 i B1D. Çà îñíîâíèéâåêòîð âèáåðåìî AX , äå X � òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé AC1 i B1D.Âèáåðåìî â ÿêîñòi áàçèñíèõ âåêòîðè AB, AD, AA1. Âåêòîð AX êî-ëiíåàðíèé âåêòîðó AC1. ×åðåç öå iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî λ òàêå, ùî
AX = λAC1 = λAB + λAD + λAA1. (1)Àíàëîãi÷íî iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî τ , äëÿ ÿêîãî ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü

B1X = τB1D = −τAB + τAD − τAA1. (2)Äàëi, âèðàçèìî âåêòîð AX iíøèì ñïîñîáîì ÷åðåç âèáðàíi íàìè áà-çèñíi âåêòîðè:
AX = AD +DX = AD −B1D +B1X =

= AD + (τ − 1)B1D = (1− τ)AB + τAD + (1 − τ)AA1. (3)Iç ðiâíîñòåé (1), (3) i îäíîçíà÷íîñòi ïðåäñòàâëåííÿ âåêòîðà ó âè-ãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ñëiäó¹, ùî
λ = 1− τ, λ = τ.



100Çâiäêè λ = τ = 1
2 . Òàêèì ÷èíîì iç (1), (2) âèïëèâà¹, ùî òî÷êà Xîäíî÷àñíî ¹ ñåðåäèíîþ ÿê âiäðiçêà AC1, òàê i âiäðiçêà B1D.Àíàëîãi÷íèìè ¹ äîâåäåííÿ i äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ïàðè äiàãîíàëåéïàðàëåëåïiïåäà.Ïðèêëàä 3. Â òåòðàåäði ABCD ðåáðà AB i AD âiäïîâiäíî ðiâíiðåáðàì BC i DC. Äîâåñòè, ùî êóò ìiæ ïðÿìèìè AC i BD äîðiâ-íþ¹ 90◦.

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................................................................................ ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
B

A C

D

ū v̄
w̄

.......................... .......................... .......................... .......................... .......................... .......................... .......................... .......................... .......................... .......................... ..........................
�èñ. 29.

�îçâ'ÿçóâàííÿ. Âèáåðåìî òðè íåêîì-ïëàíàðíi âåêòîðèBA = ū,BC = v̄,BD = w̄â ÿêîñòi áàçèñó. Òîäi
DA = ū− w̄, DC = v̄ − w̄.Iç óìîâè çàäà÷i ñëiäó¹, ùî
|ū| = |v̄|, |ū− w̄| = |v̄ − w̄|.Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

(ū− w̄)2 = (v̄ − w̄)2àáî
ū2 − 2ūw̄ + w̄2 = v̄2 − 2v̄w̄ + w̄2. (4)Áåðó÷è äî óâàãó òå, ùî ū2 = v̄2, iç (4) îäåðæèìî ðiâíiñòü ūw̄ = v̄w̄,òîáòî (v̄ − ū)w̄ = 0. Îñêiëüêè v̄ − ū = AC, w̄ = BD, òî AC · BD = 0,ùî â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî AC ⊥ BD.Ïîðÿä ç òðàäèöiéíèì çàñòîñóâàííÿì âåêòîðiâ äî ãåîìåòðè÷íèõçàäà÷ âäàëèé âèáið âåêòîðiâ äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ¨õ i äî äåÿêèõ àë-ãåáðà¨÷íèõ òà òðèãîíîìåòðè÷íèõ çàäà÷.Ïðèêëàä 4. Äiéñíi ÷èñëà a, b, c, d çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì a2 +

+ b2 = c2 + d2 = 1. Äîâåñòè, ùî |ac− bd| ≤ 1.�îçâ'ÿçóâàííÿ. �îçãëÿíåìî âåêòîðè m̄ = (a; b), n̄ = (c;−d). Içóìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî ìîäóëü êîæíîãî ç öèõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹îäèíèöi, îñêiëüêè |m̄| =
√
a2 + b2 = 1, |n̄| = √

c2 + (−d)2 = 1. Î÷åâè-äíî, m̄ · n̄ = ac−bd. Òîäi iç äîáðå âiäîìî¨ íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñü-êîãî |m̄ · n̄| ≤ |m̄| · |n̄|, ÿê íàñëiäîê, âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü, ÿêó ïîòðiáíîáóëî äîâåñòè.Ïðèêëàä 5. Äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a, b, c äîâå-ñòè íåðiâíiñòü
(a3 + b3 + c3)

(

1
a
+ 1

b
+ 1

c

)

≥ (a+ b+ c)2.



101�îçâ'ÿçóâàííÿ. �îçãëÿíåìî âåêòîðè
m̄ = (a

√
a, b

√
b, c

√
c), n̄ =

(

1√
a
, 1√

b
, 1√

c

)

.Òîäi |m̄| =
√
a3 + b3 + c3, |n̄| = √

1
a
+ 1

b
+ 1

c
i

a+ b+ c = m̄ · n̄ ≤ |m̄| · |n̄| =
√
a3 + b3 + c3 ·

√

1
a
+ 1

b
+ 1

c
.Çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü, ÿêó ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.Ïðèêëàä 6. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

2
√
x− 1 + 5x =

√

(x2 + 4)(x+ 24).�îçâ'ÿçóâàííÿ. Ââåäåìî â ðîçãëÿä âåêòîðè m̄ = (2;x), n̄ =
= (

√
x− 1; 5) i îöiíèìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ.

2
√
x− 1 + 5x = m̄ · n̄ ≤ |m̄| · |n̄| =

√

(x2 + 4)(x+ 24).Îñêiëüêè ðiâíiñòü ìîæëèâà òiëüêè ïðè óìîâi êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ
m̄ i n̄, òî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (ÿêùî âîíè iñíóþòü) ñëiä øóêàòè ñåðåäðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ √

x− 1

2
=

5

x
,ÿêå ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü x = 5. Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî çíà÷åííÿ x = 5çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ.Ïðèêëàä 7. Äîâåñòè íåðiâíiñòü cos∠A+cos∠B+cos∠C ≤ 3

2 , äå
∠A, ∠B, ∠C � êóòè òðèêóòíèêà △ABC. .................................................................................................................... .............................. .................................................................................................................... .............................. ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

C

B

A

ē3

ē2

ē1 �èñ. 30.
�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé ē1, ē2, ē3 � òðié-êà îäèíè÷íèõ âåêòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ êîëi-íåàðíèé i îäíàêîâî íàïðÿìëåíèé âiäïîâiä-íî îäíîìó ç âåêòîðiâ AB, BC CA (äèâ.ðèñ. 30). Òîäi
∠A = ̂(ē1,−ē3), ∠B = ̂(−ē1, ē2),

∠C = ̂(−ē2, ē3).�îçãëÿíåìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü (ē1 + ē2 + ē3)
2 ≥ 0. Çâiäñè

ē21 + ē22 + ē23 + 2(ē1ē2 + ē1ē3 + ē2ē3) ≥ 0



102àáî
3− 2(cos∠A+ cos∠B + cos∠C) ≥ 0.Ç îñòàííüî¨ æ íåðiâíîñòi ëåãêî áà÷èòè ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi, ÿêóïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.Ïðèêëàä 8. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x, y, z ¹ïðàâèëüíîþ íåðiâíiñòü sinx sin y sin z + cosx cos y cos z ≤ 1.�îçâ'ÿçóâàííÿ. �iâíiñòü |m̄| = 1 äëÿ âåêòîðà m̄ = (sinx; cosx)ïiäêàçó¹ âèáið âåêòîðà n̄ = (sin y sin z; cos y cos z). Àíàëîãi÷íî ïîïåðå-äíiì âèïàäêàì êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ m̄ · n̄ ≤ |m̄| · |n̄|, îòðèìà¹ìî

sinx sin y sin z + cosx cos y cos z ≤

≤
√

sin2 x+ cos2 x

√

sin2 y sin2 z + cos2 y cos2 z.Ïiäñèëèâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé
sin2 y sin2 z ≤ sin2 y, cos2 y cos2 z ≤ cos2 y,îäåðæèìî

sinx sin y sin z + cosx cos y cos z ≤
√

sin2 y + cos2 y = 1.

Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Äîâåñòè, ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè A(1; 0; 1), B(1; 1; 0) i
C(1; 1; 1) � ïðÿìîêóòíèé.2. Òî÷êè A(3; 1; 8), B(4; 7; 1) i C(1; 1; 1) ¹ âåðøèíàìè ïàðàëåëîãðà-ìà. Çíàéòè êîîðäèíàòè ÷åòâåðòî¨ âåðøèíè.3. Äàíî ÷îòèðè òî÷êè: A(1; 1), B(2; 2), C(0; 4), D(−1; 2). Äîâåñòè,ùî ÷îòèðèêóòíèê ABCD � ïðÿìîêóòíèê.4. Äàíî ÷îòèðè òî÷êè:a) A(4; 5; 6), B(6; 0; 4), C(2; 1; 0), D(0; 6; 2);á) A(0; 2; 0), B(1; 0; 0), C(2; 0; 2), D(1; 1; 2).



103Äîâåñòè, ùî ÷îòèðèêóòíèê ABCD � ðîìá.5. Äàíî ïàðàëåëîãðàì ABCD. Äîâåñòè, ùî AC +BD = 2BC.6. Íåõàé AE, BD � ìåäiàíè òðèêóòíèêà ABC i AE = m̄, BD = n̄.Âèðàçèòè ÷åðåç m̄ i n̄ ñòîðîíè òðèêóòíèêà.7. Îá÷èñëèòè āb̄+ b̄c̄+ c̄ā, ÿêùî ā+ b̄+ c̄ = 0, äå ā, b̄, c̄ � îäèíè÷íiâåêòîðè.8. Â òðàïåöi¨ ABCD êóòè A i B � ïðÿìi, à ñòîðîíè AB, BC i ADâiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 2 ñì, 1 ñì i 4 ñì. Äîâåñòè, ùî äiàãîíàëi öi¹¨òðàïåöi¨ âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.9. Äàíî êóá ABCDA1B1C1D1. Çíàéòè ãðàäóñíó ìiðó êóòà ìiæðåáðîì DD1 i âiäðiçêîì DK, äå K � ñåðåäèíà ðåáðà BB1.10. Âåêòîð ā óòâîðþ¹ ç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè âiäïîâiäíî êóòè α,
β i γ. Äîâåñòè, ùî cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.11. Íàâêîëî ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà çi ñòîðîíîþ 1 ñì îïèñàëèêîëî. Äîâåñòè, ùî ñóìè êâàäðàòiâ âiääàëåé âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè êîëàäî âåðøèí öüîãî òðèêóòíèêà ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ. Çíàéòè ¨¨.12. Çíàéòè íàéìåíøå çíà÷åííÿ âèðàçó

√

x2 + (1 − y)2 +
√

(1 − x)2 + y2.13. Íåõàé X � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Òî÷êè A, B, C (A 6= B)òîäi i òiëüêè òîäi ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, êîëè äëÿ äåÿêîãî äiéñíî÷èñëà k ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü
XC = kXA+ (1− k)XB,ïðè öüîìó BC = kBA.14. Íåõàé X � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Òî÷êè A, B, C, D íà-ëåæàòü îäíié ïëîùèíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ÷èñåë k, l ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü

XD = kXA+ lXB + (1− k − l)XC.15. Äîâåñòè, ùî êîëè M � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí òðèêóòíèêà
ABC (öåíòðî¨ä), X � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó, òî

3XM = XA+XB +XC.16. Äîâåñòè, ùî êîëèH � òî÷êà ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíèêà ABC(îðòîöåíòð), O � öåíòð îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC êîëà,òî
OH = OA +OB +OC.17. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABCç îðòîöåòðîì H ¹ ïðàâèëüíèìè ðiâíîñòi:



104a) tg∠A · AH + tg∠B ·BH + tg∠C · CH = 0;á) ctg∠A · AH = ctg∠C ·AB + ctg∠B · AC.18. Äîâåñòè, ùî â △ABC

OA sin∠2A+OB sin∠2B +OC sin∠2C = 0,äå O � öåíòð îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC êîëà.19. Íåõàé I � öåíòð âïèñàíîãî â òðèêóòíèê ABC êîëà (iíöåíòð),
K1, K2, K3 � òî÷êè äîòèêó êîëà äî ñòîðií òðèêóòíèêà. Òîäi

BC · IK1 +AC · IK2 +AB · IK3 = 0.20. Íåõàé ABC � äåÿêèé òðèêóòíèê ç îðòîöåíòð H i O � öåíòðîïèñàíîãî íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà êîëà. Äîâåñòè, ùî
OH = OA+OB +OC.21. Òî÷êè M i N � ñåðåäèíè ðåáåð òåòðàåäðà ABCD, òî÷êà Pðåáðà AD äiëèòü éîãî ó ñïiââiäíîøåííi AP : AD = 2 : 3. Â ÿêîìóñïiââiäíîøåííi ïëîùèíà MNP äiëèòü ðåáðî BC?22. Ó ïðàâèëüíîìó òåòðàåäði M i N � ñåðåäèíè ðåáåð AB i CD,

AB = a. Çíàéòè 1) äîâæèíó âiäðiçêàMN ; 2) êóò ìiæ âiäðiçêàìèMNòà BC; 3) äîâåñòè, ùî MN ⊥ AB, MN ⊥ BC.23. Äîâåñòè, ùî ïðè äîâiëüíèõ a > 0, b > 0, c > 0 âèêîíó¹òüñÿíåðiâíiñòü
1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 1√

ab
+

1√
bc

+
1√
ac

.24. Íåõàé äiéñíi ÷èñëà x, y, z çàäîâîëüíÿþòü óìîâó x2+3y2+z2 =
= 22. Çíàéòè íàéìåíøå i íàéáiëüøå çíà÷åííÿ âèðàçó 2x+ y − z.25. �îçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ √

x− 2 +
√
4− x = x2 − 6x+ 1.26. Íåõàé a1, a2, . . . , a8 � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Äîâåñòè, ùî õî÷àá îäíå ç ÷èñåë a1a3 + a2a4, a1a3 + a2a6, a1a7 + a2a8, a1a7 + a2a8,

a3a5 + a4a8, a5a7 + a6a8 íå ¹ âiä'¹ìíèì.27. Íåõàé α, β, γ � ïëîñêi êóòè òðèãðàííîãî êóòà. Äîâåñòè, ùî
cosα+ cosβ + cos γ > − 3

2 .28. Äîâåñòè íåðiâíiñòü cos 2∠A+cos 2∠B+cos 2∠C ≥ − 3
2 , äå ∠A,

∠B, ∠C � êóòè òðèêóòíèêà ABC.



105Ç à í ÿ ò ò ÿ 15Ïåðøi óðîêè ñòåðåîìåòði¨.Ïðÿìi i ïëîùèíè â ïðîñòîðiÏëàí1. Àêñiîìè ñòåðåîìåòði¨. Íàñëiäêè.2. Ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìèõ i ïëîùèí.3. Ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïðÿìèõ i ïëîùèí.4. Çîáðàæåííÿ ïðîñòîðîâèõ �iãóð.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÂèâ÷åííÿ ñòåðåîìåòði¨ â çàãàëüíî îñâiòíiõ øêîëàõ çãiäíî äiþ÷î¨ïðîãðàìè ïî÷èíà¹òüñÿ â 10-ìó êëàñi. Äåÿêi ïðîñòîðîâi �iãóðè (êóá,ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä, êóëÿ) ó÷íÿì çíàéîìi ùå ç 5�6 êëàñiâ,ç iíøèìè (ïðèçìà, ïiðàìiäà, öèëiíäð, êîíóñ) � ïiçíiøå. Àëå òàì âî-íè âèâ÷àëèñü íà íàî÷íî-iíòó¨òèâíîìó ðiâíi, áåç ñòðîãèõ îçíà÷åíü iäîâåäåíü òåîðåì.Îñíîâíèì çàâäàííÿì êóðñó ñòåðåîìåòði¨ ¹ ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿîñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ïðÿìèõ i ïëîùèí ó ïðîñòîði, à òàêîæ ïðîñòî-ðîâèõ �iãóð, ïîòðiáíèõ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿíà ïðàêòèöi, à òàêîæ äëÿ ðîçâèòêó i çàêðiïëåííÿ ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿêóðñó ïðîâiäíèõ ëiíié, ùî ðîçïî÷àëèñü ó 8�9 êëàñàõ. Ïðè öüîìó ïðî-äîâæó¹òüñÿ ðîáîòà ïî ðîçâèòêó ëîãi÷íîãî ìèñëåííÿ òà ïðîñòîðîâî¨óÿâè ó÷íiâ.Iñíóþòü ðiçíi ïiäõîäè äî âèêëàäó ñèñòåìè àêñiîì ãåîìåòði¨. Âîñíîâíîìó íà ñüîãîäíi ïîñiáíèêó ç ãåîìåòði¨ Î. Â. Ïîãîð¹ëîâà ïðèé-íÿòèé òàêèé ïðèíöèï ïîáóäîâè ñèñòåìè àêñiîì: ñïî÷àòêó âèêëàäåíiàêñiîìè ïëàíiìåòði¨, ÿêi äîïîâíåíi òðüîìà ïðîñòîðîâèìè àêñiîìàìè.Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïiñëÿ öüîãî �îðìóëþâàííÿ äåÿêèõ àêñiîì ïëà-íiìåòði¨ ïîòðåáóþòü óòî÷íåííÿ. Íàïðèêëàä àêñiîìó I2 òðåáà ñ�îð-ìóëþâàòè òàê:
”
×åðåç áóäü-ÿêi äâi òî÷êè ïðîñòîðó ìîæíà ïðîâåñòèïðÿìó i òiëüêè îäíó“. Àíàëîãi÷íå ïîëîæåííÿ i ç ïîíÿòòÿì ïàðàëåëü-íîñòi òà àêñiîìîþ ïàðàëåëüíèõ.Ïåðøèìè íàñëiäêàìè ïðîñòîðîâèõ àêñiîì ¹ òàêi òâåðäæåííÿ:1. ×åðåç ïðÿìó i òî÷êó, ÿêà íå ëåæèòü íà íié, ìîæíà ïðîâåñòèïëîùèíó i òiëüêè îäíó.2. ßêùî äâi òî÷êè ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi, òî âñÿ ïðÿìà ëå-æèòü â öié ïëîùèíi.



1063. ×åðåç òðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà ïðÿìié, ìîæíà ïðîâåñòèïëîùèíó i òiëüêè îäíó.Îñíîâíèé çìiñò ãåîìåòði¨ 10-ãî êëàñó � â òåìàõ
”
Ïàðàëåëüíiñòüïðÿìèõ i ïëîùèí“ i

”
Ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïðÿìèõ i ïëîùèí“. Ó íèõáàãàòî òåîðåì i íàñëiäêiâ, òîìó áàæàíî äîïîìîãòè ó÷íÿì ðîçiáðàòèñÿâ ¨õíüîìó ðîçìà¨òòi, âèäiëèòè íàéâàæëèâiøi, ðîçðiçíèòè âëàñòèâîñòii îçíàêè âçà¹ìíîãî ¨õ ðîçìiùåííÿ â ïðîñòîði. Ïîíÿòòÿ ïàðàëåëüíî-ñòi ïðÿìèõ äîáðå âiäîìå ó÷íÿì ç ïëàíiìåòði¨. Òóò ñëiä ïiäêðåñëèòèâiäìiííiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiä çâè÷àéíîãî � ïëàíiìåòðè÷íîãî, àäæå,ÿêùî íà ïëîùèíi òåðìiíè

”
ïàðàëåëüíi ïðÿìi“ i

”
ïðÿìi, ùî íå ïåðå-òèíàþòüñÿ“ ðiâíîçíà÷íi, òî â ïðîñòîði iñíó¹ ùå ïîíÿòòÿ

”
ìèìîáiæíiïðÿìi“. Òîìó ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî âæå ïåðøà òåîðåìà:
”
×åðåç òî-÷êó ïîçà äàíîþ ïðÿìîþ ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äàíiéïðÿìié, i äî òîãî æ òiëüêè îäíó“ ¹ íîâîþ çà çìiñòîì, õî÷à ¨¨ �îð-ìóëþâàííÿ çáiãà¹òüñÿ ç âiäîìèì íàñëiäêîì àêñiîìè ïàðàëåëüíèõ íàïëîùèíi. Îñíîâíó óâàãó ïðè âèâ÷åííi ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ i ïëî-ùèí íåîáõiäíî ïðèäiëèòè îçíàêàì ïàðàëåëüíîñòi, äîñòàòíiì óìîâàìïàðàëåëüíîñòi. ßê ïðàâèëî, öå òàêi òâåðäæåííÿ:1. Äâi ïëîùèíè ïàðàëåëüíi, ÿêùî îäíà ç íèõ ïàðàëåëüíà äâîì ïðÿ-ìèì, ÿêi ëåæàòü â äðóãié ïëîùèíi i ïåðåòèíàþòüñÿ.2. ßêùî äâi ïðÿìi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, îäíi¹¨ ïëîùèíè ïàðàëåëü-íi âiäïîâiäíî äâîì ïðÿìèì, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, äðóãî¨ ïëîùè-íè, òî öi ïëîùèíè ïàðàëåëüíi.Â ðîçãëÿíóòié òåìi áàãàòî òâåðäæåíü, àíàëîãi÷íèõ âiäîìèì ïëà-íiìåòðè÷íèì òâåðäæåííÿì. Íàïðèêëàä, äëÿ ïðÿìèõ a, b, c i ïëîùèí

α, β, γ çàâæäè:1) ÿêùî a ‖ b i b ‖ c, òî a ‖ c;2) ÿêùî α ‖ β i β ‖ γ, òî α ‖ γ;3) ÿêùî a ‖ β i β ‖ γ, òî a ‖ γ.Íåðiäêî ó÷íi çà àíàëîãi¹þ òâåðäÿòü, ùî:4) ÿêùî a ‖ β i β ‖ c, òî a ‖ c;5) ÿêùî a ‖ α i a ‖ β, òî α ‖ β.À öå � íå ïðàâèëüíî. Áàæàíî ïåðåêîíàòè â öüîìó ó÷íiâ íà ïðè-êëàäàõ.



107Âiäîìî äâà òðàêòóâàííÿ ïîíÿòòÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ óïðîñòîði.
”
Äâi ïðÿìi íàçèâàþòüñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíèìè, ÿêùî âîíèïåðåòèíàþòüñÿ ïiä ïðÿìèì êóòîì“i

”
Äâi ïðÿìi íàçèâàþòüñÿ âçà¹ì-íî ïåðïåíäèêóëÿðíèìè, ÿêùî êóò ìiæ íèìè äîðiâíþ¹ 90◦“. Çãiäíî çäðóãèì îçíà÷åííÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíèìè áóâàþòü i ìèìîáiæíi ïðÿ-ìi, çãiäíî ç ïåðøèì � òiëüêè òi, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ. Âiäïîâiäíî äîöüîãî â ðiçíèõ ïîñiáíèêàõ i òåîðåìè �îðìóëþþòüñÿ, i äîâîäÿòüñÿïî ðiçíîìó. Îñíîâíèìè òåîðåìàìè òåìè

”
Ïåðïåíäèêóðíiñòü ïðÿìî¨i ïëîùèíè“ ¹ îçíàêà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè, îçíàêàïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïëîùèí i òåîðåìà ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè.Óæå ç ïåðøèõ óðîêiâ ñòåðåîìåòði¨ ó÷íi çóñòði÷àþòüñÿ ç ïåâíè-ìè òðóäíîùÿìè ïðè çîáðàæåííi ÿê âçà¹ìíîãî ðîçìiùåííÿ ïðÿìèõ iïëîùèí, òàê i âçà¹ìíîãî ðîçìiùåííÿ ïëîùèí. Ó÷íÿì òðåáà ïîÿñíèòèîñíîâíi ïðàâèëà ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ: ïðÿìîëiíiéíi âiäðiçêèïðè ïðîåêòóâàííi çîáðàæóþòüñÿ ïðÿìîëiíiéíèìè âiäðiçêàìè; ïàðà-ëåëüíi âiäðiçêè � ïàðàëåëüíèìè; âiäíîøåííÿ äîâæèí ïàðàëåëüíèõâiäðiçêiâ çáåðiãàþòüñÿ. Öi òâåðäæåííÿ äîöiëüíî äîïîâíèòè òàêèìèäâîìà: ïðè ïàðàëåëüíîìó ïðîåêòóâàííi òðèêóòíèê äîâiëüíî¨ �îðìèìîæíà ââàæàòè çîáðàæåííÿì òðèêóòíèêà íàïåðåä çàäàíî¨ �îðìè;ïàðàëåëîãðàìîì äîâiëüíî¨ �îðìè ìîæíà ââàæàòè çîáðàæåííÿì ïà-ðàëåëîãðàìà íàïåðåä çàäàíî¨ �îðìè.Ùîá å�åêòèâíî ðîçâèâàòè ïðîñòîðîâó óÿâó ó÷íiâ, íå äîñèòü îçíà-éîìèòè ¨õ ç çàãàëüíèìè ïðàâèëàìè ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ, àé ïîêàçàòè, ÿê ïðàêòè÷íî â çîøèòi çîáðàæàòè îñíîâè ïðàâèëüíèõïðèçì, ïiðàìiä i ò. ä. Íàéêðàùå ðîáèòè öå ó �ðîíòàëüíié äèìåòðè-÷íié (êàáiíåòíié) ïðîåêöi¨, ÿêà çíàéîìà ó÷íÿì ç óðîêiâ êðåñëåííÿ.
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Äëÿ ãëèáîêîãî i ìiöíîãî çàñâî¹ííÿ òå-îðåòè÷íèõ ïîëîæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç âëà-ñòèâîñòÿìè âçà¹ìíîãî ðîçìiùåííÿ ïðÿ-ìèõ i ïëîùèí ó ïðîñòîði, êîðèñíèì ¹ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà îá÷èñëåííÿ i äî-âåäåííÿ, â îñíîâi ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ ëå-æàòü âiäîìîñòi ç êóðñó ïëàíiìåòði¨. Òà-êi âiäîìîñòi çàñòîñîâóþòüñÿ, ÿê ïðàâèëî,ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî âèêîðèñòàííÿ ïåâíèõòåîðåì ñòåðåîìåòði¨.Ïðèêëàä 1. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà, ñòîðîíè ÿêîãî äî-ðiâíþþòü 13, 14 i 15 ñì ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð äîâæèíîþ 16 ñì.Îñíîâîþ öüîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ¹ âåðøèíà êóòà, ùî ëåæèòü ïðîòèñòîðîíè çàâäîâæêè 14 ñì. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä äàíî¨ òî÷êè äî



108öi¹¨ ñòîðîíè.�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé △ABC i KA � âiäïîâiäíî çàäàíi òðèêó-òíèê i ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè öüîãî òðèêóòíèêà (ðèñ. 31). Ïðî-âåäåìî ïåðïåíäèêóëÿð KD ç òî÷êè K äî ïðÿìî¨ BC (ñëiä çâåðíóòèóâàãó ó÷íiâ, ùî íå îáîâ'ÿçêîâî îñíîâà D ïåðïåíäèêóëÿðà íàëåæèòüâiäðiçêó BC). Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè ïðîåêöiÿ
AD ïåðïåíäèêóëÿðà KD íà ïëîùèíó òðèêóòíèêà △ABC ¹ ïåðïåí-äèêóëÿðíîþ äî ïðÿìî¨ BC. Äàëi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çâîäèòüñÿ äîðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîõ (âæå âiäîìèõ ó÷íÿì) ïëàíiìåòðè÷íèõ çàäà÷: çíà-õîäæåííÿ âèñîòè òðèêóòíèêà çà òðüîìà ñòîðîíàìè òà ãiïîòåíóçè ïðÿ-ìîêóòíîãî òðèêóòíèêà çà äâîìà êàòåòàìè.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Äàíî n ïîïàðíî ìèìîáiæíèõ ïðÿìèõ. Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ïðÿìà,ùî ïåðåòèíà¹ à) ðiâíî äâi ç íèõ; á) ðiâíî îäíó ç íèõ.2. Äàíî n òî÷îê. ×è iñíó¹ ïëîùèíà, ùî íå ïðîõîäèòü íi ÷åðåçîäíó ç íèõ?3. ×åðåç êîæíó òî÷êó äåÿêî¨ ïðÿìî¨ ïðîâåäåíî ïðÿìi, ïåðïåíäè-êóëÿðíi äàíié ïëîùèíi. Äîâåäiòü, ùî âñi âîíè ëåæàòü â îäíié ïëî-ùèíi.4. Ç ÿêèõ äâîõ iç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹ òðåò¹: a ⊥ b,
b ⊥ α, a ‖ α, äå a, b � äåÿêi ïðÿìi, α � äåÿêà ïëîùèíà?5. Ç ÿêèõ òðüîõ iç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹ ÷åòâåðòå: a ‖ α,
b ‖ β, a ‖ b, α ‖ β, äå a, b � äåÿêi ïðÿìi, α, β � äåÿêi ïëîùèíè?6. Ç ÿêèõ òðüîõ iç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹ ÷åòâåðòå: a ⊥ α,
b ⊥ β, a ⊥ b, α ⊥ β, äå a, b � äåÿêi ïðÿìi, α, β � äåÿêi ïëîùèíè?7. Äàíi òðè ïðÿìi. ×è çàâæäè iñíó¹ ïëîùèíà, ùî íå ìà¹ ç íèìèñïiëüíèõ òî÷îê?8. ×åðåç ñåðåäèíè ñòîðií òðèêóòíèêà ïðîâåäåíi ïëîùèíè, ïåðïåí-äèêóëÿðíi öèì ñòîðîíàì. Äîâåäiòü, ùî ñïiëüíà ïðÿìà öèõ ïëîùèíïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîùèíi òðèêóòíèêà. Óçàãàëüíiòü öå òâåðäæåííÿ.9. Ìà¹ìî n ïëîùèí. ×åðåç äàíó òî÷êó ïðîâåäåíî ïðÿìi, ïåðïåí-äèêóëÿðíi âñiì öèì ïëîùèíàì. Äîâåäiòü, ùî âñi öi ïðÿìi ëåæàòü âîäíié ïëîùèíi ïðè òàêèõ óìîâàõ: à) âñi ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïîîäíié i òié æå ïðÿìié; á) êîæíi äâi ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìóïðÿìi ïåðåòèíó ïàðàëåëüíi ìiæ ñîáîþ.10. Äàíî ïðÿìîêóòíèê ABCD i òî÷êà P ïîçà ïëîùèíîþ öüîãîïðÿìîêóòíèêà. Íåõàé ïðÿìà PD ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîùèíi ABC.



109Äîâåäiòü, ùî ïðÿìà ïåðåòèíó ïëîùèí ABP i CDP ïåðïåíäèêóëÿðíàïëîùèíi APD.11. Íåõàé a, b, p � äåÿêi ïðÿìi, α, β, γ � äåÿêi ïëîùèíè ïðîñòîðóòàêi, ùî α ∩ β = p, α ⊥ a, β ⊥ b, γ ‖ α, γ ‖ b. Äîâåñòè, ùî γ ⊥ p.12. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè α ïðîâîäÿòüñÿ âñi ìîæëèâi ïîõèëi:à) ðiâíî¨ äîâæèíè; á) äîâiëüíî¨ äîâæèíè. ßêó �iãóðó óòâîðþþòüñåðåäèíè öèõ ïîõèëèõ?13. Òî÷êà ðiâíîâiääàëåíà âiä âåðøèí òðèêóòíèêà. Äîâåñòè, ùîîñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà ïðîâåäåíîãî ç öi¹¨ òî÷êè äî ïëîùèíè òðèêó-òíèêà, ¹ öåíòðîì êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî íüîãî. Óçàãàëüíèòè òâåð-äæåííÿ íà äîâiëüíèé ìíîãîêóòíèê.14. Òî÷êà ðiâíîâiääàëåíà âiä ñòîðií òðèêóòíèêà. Äîâåñòè, ùîîñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç öi¹¨ òî÷êè äî ïëîùèíè òðè-êóòíèêà, ¹ öåíòðîì êîëà, âïèñàíîãî â öåé òðèêóòíèê. Óçàãàëüíèòèòâåðäæåííÿ íà äîâiëüíèé ìíîãîêóòíèê.15. Òðè ïëîùèíè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíi. Äîâåñòè, ùî ëiíi¨ ¨õïåðåòèíó òåæ ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíi.16. Ëiíiÿ ïåðåòèíó äâîõ ïëîùèí, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî òðåòüî¨ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî öi¹¨ ïëîùèíè. Äîâåñòè öå.17. ßêùî ïðÿìà, ïðîâåäåíà â îäíié ç äâîõ ïåðïåíäèêóëÿðíèõïëîùèí, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ ¨õ ïåðåòèíó, òî âîíà ïåðïåíäè-êóëÿðíà äî äðóãî¨ ïëîùèíè.18. Äîâåñòè, ùî ñóìè âiääàëåé âiä ïðîòèëåæíèõ âåðøèí ïàðàëå-ëîãðàìà äî ïëîùèíè, ùî íå ïåðåòèíà¹ éîãî, ðiâíi.19. Âåðøèíè òðèêóòíèêà ðîçìiùåíi ïî îäèí áiê âiä ïëîùèíè iðiâíîâiääàëåíi âiä íå¨. Äîâåñòè, ùî öÿ ïëîùèíà ïàðàëåëüíà ïëîùèíiòðèêóòíèêà.20. Ïëîùà ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 27√3 ñì2. Îá-÷èñëèòè âiäñòàíü âiä ïëîùèíè òðèêóòíèêà äî òî÷êè, ùî âiääàëåíàâiä êîæíî¨ ç éîãî âåðøèí íà 10 ñì.21. Ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 9
√
3 ñì. Òî÷êàçíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi 4 ñì âiä ïëîùèíè òðèêóòíèêà i îäíàêîâîâiääàëåíà âiä éîãî âåðøèí. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äîâåðøèí òðèêóòíèêà.22. Âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ ñåðåäèíè ñóìiæíèõ ñòîðií êâàäðàòà,äîðiâíþ¹ 5 ñì. Âiäñòàíi âiä òî÷êè ïðîñòîðó äî âåðøèí êâàäðàòà äî-ðiâíþ¹ 13 ñì. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî ïëîùèíè êâàäðà-òà. 23. Áiëüøà îñíîâà ðiâíîái÷íî¨ òðàïåöi¨ äîðiâíþ¹ 50 ñì, à äiàãîíàëiïåðïåíäèêóëÿðíi äî ái÷íèõ ñòîðií. Òî÷êà ëåæèòü íà âiäñòàíi 60 ñì âiä



110ïëîùèíè òðàïåöi¨ i ðiâíîâiääàëåíà âiä ¨¨ âåðøèí. Îá÷èñëèòè âiäñòàíüâiä öi¹¨ òî÷êè äî âåðøèíè òðàïåöi¨.24. Áiñåêòðèñà êóòà ïðÿìîêóòíèêà äiëèòü éîãî ñòîðîíó íà âiä-ðiçêè 6 i 2 ñì, ïî÷èíàþ÷è âiä íàéáëèæ÷î¨ äî âåðøèíè öüîãî êóòàâåðøèíè ïðÿìîêóòíèêà. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä ïëîùèíè ïðÿìîêó-òíèêà äî òî÷êè, âiääàëåíî¨ âiä êîæíî¨ ç éîãî âåðøèí íà 13 ñì.25. Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé çâåðøèíè ïðÿìîãî êóòà, äîðiâíþ¹ 24 ñì i äiëèòü ãiïîòåíóçó ó âiäíî-øåííi 9 : 16. Âiäñòàíi âiä òî÷êè ïðîñòîðó äî âåðøèí òðèêóòíèêàäîðiâíþ¹ ïî 65 ñì. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî ïëîùèíèòðèêóòíèêà.26. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ðîìáà çi ñòîðîíîþ 5 ñì i ìåíøîþ äiàãî-íàëëþ 6 ñì, ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð ç îñíîâîþ ó âåðøèíi ãîñòðîãîêóòà ðîìáà. Âiäñòàíü âiä äàíî¨ òî÷êè äî ïðîòèëåæíî¨ âåðøèíè ðîì-áà äîðiâíþ¹ 17 ñì. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî ïëîùèíèðîìáà.27. Íà îäíié ãðàíi ãîñòðîãî äâîãðàííîãî êóòà âçÿòî äâi òî÷êè, ùîâiääàëåíi âiä ðåáðà êóòà íà 54 i 36 ñì. Ïåðøà ç öèõ òî÷îê âiääàëåíàâiä äðóãî¨ ãðàíi íà 24 ñì. Îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä äðóãî¨ òî÷êè äîöi¹¨ ãðàíi.28. Îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ òðèêóòíèêà, ïëîùà ÿêîãî äîðiâ-íþ¹ 48 ñì2, ¹ òðèêóòíèê çi ñòîðîíàìè 14, 16 i 6 ñì. Îá÷èñëèòè êóòìiæ ïëîùèíîþ äàíîãî òðèêóòíèêà i ïëîùèíîþ éîãî ïðîåêöi¨.29. Îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ ðîìáà íà ïëîùèíó, ùî ìiñòèòüîäíó iç éîãî âåðøèí, ¹ êâàäðàò. Îá÷èñëèòè êóò ìiæ ïëîùèíàìè ðîì-áà i êâàäðàòà, ÿêùî äiàãîíàëi ðîìáà äîðiâíþþòü 9 i 18 ñì.30. Ïëîùi äâîõ ðiâíîáåäðåíèõ òðèêóòíèêiâ äîðiâíþþòü 48 i 90ñì2,à ¨õ ñïiëüíà îñíîâà ìà¹ äîâæèíó 12 ñì. Âiäñòàíü ìiæ âåðøèíàìè òðè-êóòíèêiâ 13 ñì. Îá÷èñëèòè êóò ìiæ ïëîùèíàìè òðèêóòíèêiâ.



111Ç à í ÿ ò ò ÿ 16Ìíîãîãðàííèêè â øêiëüíîìó êóðñiãåîìåòði¨Ïëàí1. Äâîãðàííi i ìíîãîãðàííi êóòè.2. Îñíîâíi âèäè ìíîãîãðàííèêiâ â øêiëüíié ãåîìåòði¨.3. Ïëîùi ïîâåðõîíü i îá'¹ìè ìíîãîãðàííèêiâ.4. Çàäà÷i íà êîìáiíàöi¨ ãåîìåòðè÷íèõ òië.Ìåòîäè÷íi çàóâàæåííÿÂèâ÷åííÿ ìíîãîãðàííèêiâ â 11-ìó êëàñi çàãàëüíî îñâiòíüî¨ øêîëèïî÷èíà¹òüñÿ òåìîþ
”
Äâîãðàííi êóòè“. Ó ðiçíèõ òåîðåòè÷íèõ êóðñàõäâîãðàííèì êóòîì íàçèâàþòü �iãóðó, óòâîðåíó äâîìà ïiâïëîùèíàìèiç ñïiëüíîþ ¨õ ìåæåþ, àáî æ � îá'¹äíàííÿ òàêî¨ �iãóðè i îäíi¹þ ç÷àñòèí ïðîñòîðó, îáìåæåíîþ íåþ. Ó øêiëüíèõ ïiäðó÷íèêàõ çâè÷àéíîäîòðèìóþòüñÿ ÿêîãîñü îäíîãî òðàêòóâàííÿ. Äîöiëüíî âñå æ ó÷íÿìïîÿñíèòè öå ïîíÿòòÿ òàê, ÿê öå ïðèéíÿòî â íàóöi. ßê i â ïëàíiìåòði¨,ïî àíàëîãi¨ çi çâè÷àéíèì êóòîì, òàê i â ñòåðåîìåòði¨, äâîãðàííèìêóòîì íàçèâàþòü ÷àñòèíó ïðîñòîðó, îáìåæåíó äâîìà ïiâïëîùèíàìèçi ñïiëüíîþ ìåæåþ ðàçîì ç öèìè ïiâïëîùèíè.Òðèãðàííèì êóòîì (abc) íàçèâà¹òüñÿ �iãóðà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çòðüîõ ïëîñêèõ êóòiâ (ab), (bc) i (ac). Â øêîëàõ i êëàñàõ ç ïîãëèáëå-íèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè ðîçãëÿäàþòüñÿ òåîðåìè êîñèíóñiâ äëÿòðèãðàííèõ êóòiâ.Ìíîãîãðàííèêè � öåíòðàëüíèé ïðåäìåò ñòåðåîìåòði¨. Âîíè âiäi-ãðàþòü âàæëèâó ðîëü ÿê â òåîði¨, òàê i íà ïðàêòèöi, äå áàãàòî ñïåöià-ëiñòiâ ìàþòü ñïðàâó ç ìàòåðiàëüíèìè ìîäåëÿìè ìíîãîãðàííèêiâ. Ïî-íÿòòÿ ìíîãîãðàííèêà â ðiçíèõ ïîñiáíèêàõ âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-ðiçíîìó.Îäíèì iç øëÿõiâ ¹ ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ ìíîãîãðàííèêà çà äîïîìîãîþïîíÿòòÿ ãåîìåòðè÷íîãî òiëà:

”
Ìíîãîãðàííèêîì íàçèâà¹òüñÿ ãåîìå-òðè÷íå òiëî, ïîâåðõíÿ ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíî-ãîêóòíèêiâ“. Òîäi îçíà÷åííÿ ïðèçìè ìîæíà äàòè òàê:

”
Ïðèçìîþ íà-çèâà¹òüñÿ ìíîãîãðàííèê, äâi ãðàíi ÿêîãî � n-êóòíèêè, ùî ëåæàòü âïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ, à iíøi ãðàíi � ïàðàëåëîãðàìè“. Ó ïîñiáíèêóÎ. Â. Ïîãîð¹ëîâà, ùî ¹ îñíîâíèì ó ìàñîâèõ øêîëàõ, öå îçíà÷åííÿäà¹òüñÿ òàê:

”
Ïðèçìîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîãîãðàííèê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ



112ç äâîõ ïëîñêèõ ìíîãîêóòíèêiâ, ÿêi ñóìiùàþòüñÿ ïàðàëåëüíèì ïåðå-íåñåííÿì, i âñiõ âiäðiçêiâ, ùî ñïîëó÷àþòü âiäïîâiäíi òî÷êè öèõ ìíî-ãîêóòíèêiâ“.Îñîáëèâó óâàãó ïðè âèâ÷åííi ïðèçì ñëiä çâåðíóòè íà ïàðàëåëå-ïiïåäè. Ñåðåä òåîðåì öi¹¨ òåìè íàñàìïåðåä ñëiä ðîçãëÿíóòè òåîðå-ìó ïðî âëàñòèâîñòi äiàãîíàëåé ïðî âëàñòèâîñòi äiàãîíàëåé i ãðàíåéïàðàëåëåïiïåäà òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âèìiðàìè i äiàãîíàëëþ ïðÿ-ìîêóòíîãî ïàðàëåëåïiïåäà. Ñåðåä çàäà÷ íà ïðèçìè ñëiä ïî÷èíàòè çïðÿìèõ ïðèçì, à â êëàñàõ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè i íàïîõèëi ïðèçìè.Ïðèêëàä 1. Îñíîâîþ ïðèçìè ABCA1B1C1 ¹ ïðàâèëüíèé òðèêó-òíèê iç ñòîðîíîþ a i ái÷íèì ðåáðîì, íàõèëåíèì äî ïëîùèíè îñíîâèïiä êóòîì α (ðèñ. 32). Çíàéòè ïëîùó ái÷íî¨ ïîâåðõíi ïðèçìè, ÿêùîâiäîìî, ùî âåðøèíà A1 âåðõíüî¨ îñíîâè ïðîåêòó¹òüñÿ â öåíòð O íè-æíüî¨ îñíîâè.
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a

αA

B

C

OD

A1 C1

B1

l �èñ. 32.�îçâ'ÿçóâàííÿ. ×åðåç âåðøèíó A ïðèçìè ïðîâåäåìî ïðÿìó lïàðàëåëüíó äî ðåáðà BC. Öÿ ïðÿìà ëåæèòü ó ïëîùèíi îñíîâè ABCi ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ðåáðà AA1. Äiéñíî, îñêiëüêè O � öåíòð îïèñà-íîãî íàâêîëî îñíîâè ABC êîëà, ïðÿìà AO ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíi
BC òðèêóòíèêà △ABC, à îòæå, ïåðïåíäèêóëÿðíà i äî ïðÿìî¨ l. Çàòåîðåìîþ ïðî òðè ïðî ïåðïåíäèêóëÿðè AA1 ⊥ l.Äàëi, BB1 ‖ AA1, BC ‖ l i AA1 ⊥ l, òîìó BB1 ⊥ BC. Òàêèì÷èíîì, ãðàíü BCC1B1 ¹ ïðÿìîêóòíèêîì. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïëîùi
SBB1C1C öi¹¨ ãðàíi ïîïåðåäíüî çíàõîäèìî äîâæèíó ðåáðà BB1 ïðè-çìè:

BB1 = AA1 =
AO

cosα
=

a
√
3

3 cosα
,



113îñêiëüêè AO � ðàäióñ îïèñàíîãî íàâêîëî △ABC êîëà Äàëi,
SBB1C1C = BC · BB1 =

a2
√
3

3 cosα
.Íåõàé D � ñåðåäèíà ñòîðîíè AB òðèêóòíèêà △ABC. Òîìó ùîòðèêóòíèê △ABC ¹ ðiâíîñòîðîííiì, OD ¹ ðàäióñîì âïèñàíîãî ó íüî-ãî êîëà, OD = a

2
√
3
i OD ⊥ AB. Çíîâó æ òàêè çà òåîðåìîþ ïðî òðèïåðïåíäèêóëÿðè A1D ⊥ AB i òîìó A1D � âèñîòà ãðàíi ABB1A1, ÿêà¹ ïàðàëåëîãðàìîì. Ç ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà △AOA1 ñëiäó¹, ùî
A1O = AO · tgα =

√
3

3
a tgα.À ç ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà △A1DO âèïëèâà¹, ùî

A1D =
√

A1O2 +OD2 =

√

1

3
a2 tg2 α+

a2

12
=

a

2

√

4 tg2 α+ 1

3
.Òîìó ïëîùà SABB1A1

ãðàíi ABB1A1 äîðiâíþ¹
a2

2

√

4 tg2 α+ 1

3
.Àíàëîãi÷íî, ïëîùà SACC1A1

ãðàíi ACC1A1 äîðiâíþ¹
a2

2

√

4 tg2 α+ 1

3
.Òàêèì ÷èíîì ïëîùà Sá ái÷íî¨ ïîâåðõíi ïðèçìè ABCA1B1C1 äî-ðiâíþ¹

Sá = SABB1A1
+ SACC1A1

+ SBB1C1C =

= a2

√

4 tg2 α+ 1

3
+

a2
√
3

3 cosα
=

= a2
√
4− 3 cos2 α+ 1√

3 cosα
.Âiäïîâiäü. a2√

4−3 cos2 α+1√
3 cosα

.Ïiðàìiäîþ íàçèâàþòü ìíîãîãðàííèê, óòâîðåíèé óñiìà âiäðiçêàìè,ùî ñïîëó÷àþòü äàíó òî÷êó � âåðøèíó ïiðàìiäè ç òî÷êàìè ïëîñêî-ãî ìíîãîêóòíèêà � îñíîâè ïiðàìiäè. Iíîäi ó÷íi â öüîìó îçíà÷åííi



114ñëîâî
”
ìíîãîãðàííèê“ çàìiíþþòü íà

”
�iãóðó“. Öüîãî ðîáèòè íå ìî-æíà, áî �iãóðà ç îïèñàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìîæå áóòè i ïëîñêîþ,à ïiðàìiäà � ãåîìåòðè÷íå òiëî. Íå ðiäêî ïiðàìiäè, ÿê i ïðèçìè, íà-çèâàþòü òðèãðàííèìè, ÷îòèðèãðàííèìè i ò. ä. Öi òåðìiíè íåâäàëi,àäæå òðèêóòíà ïiðàìiäà ìà¹ ÷îòèðè ãðàíi. Íàéïðîñòiøà ïiðàìiäà �òðèêóòíà. Â ñòåðåîìåòði¨ âîíà âiäiãðà¹ òàêó ñàìó ðîëü, ÿê òðèêó-òíèê â ïëàíiìåòði¨. �¨ íàçèâàþòü òàêîæ òåòðàåäðîì. Íàéâàæëèâiøàòåîðåìà ðîçãëÿäóâàíî¨ òåìè � ïðî òå, ùî ñi÷íà ïëîùèíà, ïàðàëåëü-íà îñíîâi ïiðàìiäè, âiäòèíà¹ âiä íå¨ ïîäiáíó ïiðàìiäó. Ïiñëÿ ¨¨ äîâå-äåííÿ ââîäÿòü ïîíÿòòÿ çðiçàíî¨ ïiðàìiäè. Ñåðåä ïiðàìiä âèäiëÿþòüêëàñ ïðàâèëüíèõ ïiðàìiä. Ïiðàìiäà íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ, ÿêùî¨¨ îñíîâà � ïðàâèëüíèé ìíîãîêóòíèê, à âåðøèíà ïiðàìiäè ïðîåêòó-¹òüñÿ â öåíòð öüîãî ìíîãîêóòíèêà. Ïðàâèëüíi ïiðàìiäè ìàþòü òàêiâëàñòèâîñòi: 1) ái÷íi ðåáðà ¨õ ðiâíi; 2) ái÷íi ãðàíi � ðiâíi ðiâíîáåäðåíiòðèêóòíèêè.Ó çàäà÷àõ íà ïiðàìiäè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ðåçóëü-òàòè.Òåîðåìà 1. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:1) ái÷íi ðåáðà ïiðàìiäè ðiâíi;2) ái÷íi ðåáðà îäíàêîâî íàõèëåíi äî ïëîùèíè îñíîâè;3) ái÷íi ðåáðà óòâîðþþòü îäíàêîâi êóòè ç âèñîòîþ;4) îñíîâè ïiðàìiäè ìîæíà îïèñàòè êîëî i îñíîâà âèñîòè ïiðàìiäèñïiâïàäà¹ ç éîãî öåíòðîì.Òåîðåìà 2. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:1) âèñîòè ái÷íèõ ãðàíåé ïiðàìiäè ðiâíi;2) âèñîòà ïiðàìiäè óòâîðþ¹ îäíàêîâi êóòè ç ái÷íèìè ãðàíÿìè;3) ái÷íi ãðàíi ïiðàìiäè íàõèëåíi äî ïëîùèíè îñíîâè ïiä îäíàêîâèìêóòîì.Òåîðåìà 3. Äâîãðàííi êóòè ïðè îñíîâi ïiðàìiäè ðiâíi òîäi iòiëüêè òîäi, êîëè â îñíîâó ïiðàìiäè ìîæíà âïèñàòè êîëî i îñíî-âà âèñîòè ïiðàìiäè ñïiâïàäà¹ ç éîãî öåíòðîì.Ïèòàííÿ ïðî ïëîùi ïîâåðõîíü ìíîãîãðàííèêiâ ïîðiâíÿíî íåñêëà-äíå, âèçíà÷åííÿ ïëîùi ïîâåðõíi áóäü-ÿêîãî ìíîãîãðàííèêà çâîäèòüñÿäî îá÷èñëåííÿ ñóìè ïëîù êiëüêîõ ìíîãîêóòíèêiâ.



115Ïîíÿòòÿ îá'¹ìó ãåîìåòðè÷íèõ òië i, çîêðåìà, ìíîãîãðàííèêiâ ¹íàáàãàòî ñêëàäíiøèì. Iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ äî âèçíà÷åííÿ öüî-ãî ïîíÿòòÿ â êóðñi ãåîìåòði¨. Ó÷íÿì çàãàëüíî îñâiòíiõ øêië çìiñòïîíÿòòÿ îá'¹ìó êðàùå ðîçêðèâàòè òàê, ÿê öå çðîáëåíî â ïîñiáíèêóÎ. Â. Ïîãîð¹ëîâà. Ó êëàñàõ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêèi íà �àêóëüòàòèâíèõ çàíÿòòÿõ ìîæíà çðîáèòè óçàãàëüíåííÿ. Îá'¹-ìîì ãåîìåòðè÷íîãî òiëà íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíå ÷èñëî, ùî ñòàâèòüñÿ óâiäïîâiäíiñòü êîæíîìó òiëó i ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:1) îäèíèöåþ îá'¹ìó ¹ îá'¹ì êóáà, äîâæèíà ðåáðà ÿêîãî âçÿòî çàîäèíèöþ äîâæèíè;2) ðiâíi òiëà ìàþòü ðiâíi îá'¹ìè;3) îá'¹ì òiëà, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ ÷àñòèí, äîðiâíþ¹ ñóìiîá'¹ìiâ öèõ ÷àñòèí.Òðàäèöiéíî îá'¹ìè ìíîãîãðàííèêiâ âèâ÷àþòüñÿ ó òàêié ïîñëiäîâíî-ñòi: îá'¹ì ïðÿìîãî ïàðàëåëåïiïåäà, ïîõèëî¨ ïðèçìè, îá'¹ì ïiðàìiäè içðiçàíî¨ ïiðàìiäè. Ñåðåä çàäà÷ íà ìíîãîãðàííèêè âèäiëÿ¹òüñÿ êëàñçàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîáóäîâîþ ïåðåðiçiâ. ßê ïðàâèëî, â çàãàëüíî îñâi-òíié øêîëi ðîçãëÿäàþòü ëèøå íàéïðîñòiøi âèïàäêè, êîëè ïåðåðiç çà-äà¹òüñÿ òî÷êàìè íà ðåáðàõ àáî òî÷êàìè i ñàìèìè ðåáðàìè. Â òîéæå ÷àñ äëÿ ïîáóäîâè ñi÷íî¨ ïëîùèíè äîñèòü âêàçàòè àáî òðè òî÷êèçàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, àáî òî÷êó i ïðÿìó. Â öèõ âèïàäêàõ ïîáóäîâàïåðåðiçiâ íå çàâæäè ¹ òðèâiàëüíîþ. Iñíó¹ äåêiëüêà ìåòîäiâ ïîáóäîâèïåðåðiçiâ ìíîãîãðàííèêiâ. Öå ìåòîä ñëiäiâ, ìåòîä âíóòðiøíüîãî ïðî-åêòóâàííÿ i êîìáiíîâàíèé ìåòîä. Â ïåðøîìó ç íèõ øóêàþòü ïðÿìó, çÿêîþ ñi÷íà ïëîùèíà ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó ãðàíi ìíîãîãðàííèêà � ñëiäñi÷íî¨ ïëîùèíè. Ìåòîä âíóòðiøíüîãî ïðîåêòóâàííÿ çàñòîñîâóþòü òî-äi, êîëè ñëiä ñi÷íî¨ ïëîùèíè çíàõîäèòè íåçðó÷íî, à êîìáiíîâàíèéìåòîä ïî¹äíó¹ îáèäâà ïîïåðåäíi ìåòîäè.Òðàäèöiéíî, íàéáiëüø âàæêèìè äëÿ ó÷íiâ ¹ çàäà÷i íà êîìáiíàöi¨ìíîãîãðàííèêiâ, à ñåðåä íèõ íà âïèñàíi i îïèñàíi íàâêîëî ïiðàìiäèêóëi. Â öèõ çàäà÷àõ ãîëîâíèì ¹ çíàõîäæåííÿ öåíòðà âïèñàíî¨ àáîîïèñàíî¨ êóëi. Òàê öåíòð êóëi, âïèñàíî¨ â ìíîãîãðàííèê ðiâíîâiääà-ëåíèé âiä âñiõ éîãî ãðàíåé, à öåíòð îïèñàíî¨ íàâêîëî ìíîãîãðàííèêàêóëi ðiâíîâiääàëåíèé âiä éîãî âåðøèí.Ïðèêëàä 2. Çàäàíî ïðàâèëüíó ÷îòèðèêóòíó ïiðàìiäó òàêó, ùîöåíòð âïèñàíî¨ ó íå¨ êóëi ñïiâïàäà¹ ç öåíòðîì îïèñàíî¨ íàâêîëî öi-¹¨ ïiðàìiäè êóëi. Äâîãðàííèé êóò ïðè îñíîâi ïiðàìiäè äîðiâíþ¹ α.Äîâåñòè, ùî cosα = tg π
8 .
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A B

CD

H F

S

O

E

α

q

�èñ. 33.
�îçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé O �öåíòð, ÿê âïèñàíî¨, òàê i îïèñà-íî¨ íàâêîëî ïiðàìiäè SABCD êóëü(ðèñ. 33), H � îñíîâà âèñîòè SHçàäàíî¨ ïiðàìiäè, OE � ïåðïåíäè-êóëÿð äî ãðàíi SBC, OH = OE =

= r, äå r �ðàäióñ âïèñàíî¨ â ïiðà-ìiäó SABCD êóëi. Ïåðåðiçè îïèñà-íî¨ êóëi ïëîùèíàìè, ùî ðiâíîâiä-äàëåíi âiä ¨¨ öåíòðà, ðiâíi ìiæ ñî-áîþ. Òîìó êâàäðàò ABCD i òðèêó-òíèê SBC âïèñàíi â ðiâíi êîëà. Îò-æå ∠BEC = ∠BHC = π
2 i ∠BSC = π

4 . Ïðîâåäåìî àïî�åìó SF ãðàíi
SBC. Îñêiëüêè CF = HF , òî HF

SF
= CF

SF
, àáî cosα = tg π

8 , ùî éïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè1. Îñíîâîþ ïðÿìîãî ïàðàëåëåïiïåäà ¹ ðîìá iç ñòîðîíîþ a i ãî-ñòðèì êóòîì α. Áiëüøà äiàãîíàëü ïàðàëåëåïiïåäà óòâîðþ¹ ç ïëîùè-íîþ îñíîâè êóò γ. Çíàéòè ïëîùó ïîâíî¨ ïîâåðõíi ïàðàëåëåïiïåäà.2. Âiäñòàíi ìiæ ïðÿìèìè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç ái÷íi ðåáðà ïîõèëî¨ïðèçìè, äîðiâíþþòü 13, 14 i 15 ñì. Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ ïëîùèíîþñåðåäíüî¨ ïî âåëè÷èíi ïëîùi ái÷íî¨ ãðàíi i ïðîòèëåæíèì ái÷íèì ðå-áðîì.3. Îñíîâîþ ïiðàìiäè ¹ ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ABC çi ñòîðîíà-ìè a, b. Êîæíà ái÷íà ãðàíü íàõèëåíà äî ïëîùèíè îñíîâè ïiä êóòîì γi âèñîòà ïðîõîäèòü âñåðåäèíi ïiðàìiäè. Çíàéòè âèñîòó i ïëîùó ïîâíî¨ïîâåðõíi ïiðàìiäè.4. Ó ïðàâèëüíié ÷îòèðèêóòíié ïiðàìiäi äâîãðàííèé êóò ïðè ðåáðiîñíîâè äîðiâíþ¹ β, à ñòîðîíà îñíîâè � a. ×åðåç ðåáðî îñíîâè ïðî-âåäåíî ïëîùèíó ïiä êóòîì γ äî îñíîâè (0 < γ < β). Çíàéòè ïëîùóïåðåðiçó.5. Âèçíà÷èòè îá'¹ì ïðàâèëüíî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ ïiðàìiäè, ái÷íå ðå-áðî ÿêî¨ a i äâîãðàííèé êóò ïðè ái÷íîìó ðåáði äîðiâíþ¹ β.6. Â ïðàâèëüíié òðèêóòíié ïiðàìiäi ðàäióñ âïèñàíîãî â îñíîâóêîëà äîðiâíþ¹ r, à äâîãðàííèé êóò ïðè ái÷íîìó ðåáði ϕ. Âèçíà÷èòèäîâæèíó ðåáðà êóáà, îá'¹ì ÿêîãî â √
3 ðàçiâ áiëüøå îá'¹ìó ïiðàìiäè.7. Îñíîâîþ ïîõèëîãî ïàðàëåëåïiïåäà ¹ ðîìá ABCD çi ñòîðîíîþ

a i ãîñòðèì êóòîì 60◦. �åáðî AA1 äîðiâíþ¹ a i óòâîðþ¹ ç ðåáðàìè
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AB i AD êóòè 45◦. Çíàéòè îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà.8. Â îñíîâi ïiðàìiäè ëåæèòü ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ç ãîñòðèìêóòîì α ïðè âåðøèíi. Ái÷íi ðåáðà íàõèëåíi äî ïëîùèíè îñíîâè ïiäêóòîì β. Çíàéòè îá'¹ì êîíóñà, îïèñàíîãî íàâêîëî ïiðàìiäè, ÿêùîïëîùà îñíîâè ïiðàìiäè äîðiâíþ¹ S.9. Â êóëþ ðàäióñà R âïèñàíî ïðàâèëüíó òðèêóòíó ïiðàìiäó. Çíà-éòè îá'¹ì ïiðàìiäè, ÿêùî ái÷íå ðåáðî ¨¨ ðiâíå c i óòâîðþ¹ ç âèñîòîþïiðàìiäè êóò α.10. Äàíî êóá ABCDA1B1C1D1 ç ðåáðîì, ùî äîðiâíþ¹ 1. ×åðåçâåðøèíè A, D1 i ñåðåäèíó ðåáðà CC1 ïðîâåäåíî ïåðåðiç êóáà. Çíàéòèâiäíîøåííÿ îá'¹ìiâ ÷àñòèí, íà ÿêi ñi÷íà ïëîùèíà ðîçáèâà¹ êóá.11. Íà ðåáðàõ BC i A1B1 ïàðàëåëåïiïåäà ABCDA1B1C1D1 âçÿòiòî÷êè P i Q âiäïîâiäíî. Ïîáóäóâàòè ïåðåðiç ïàðàëåëåïiïåäà ïëîùè-íîþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó CQ ïàðàëåëüíî ïðÿìié AP .12. Öåíòð âåðõíüî¨ îñíîâè êóáà ñïîëó÷åíî ç âåðøèíàìè íèæíüî¨îñíîâè. Çíàéòè ïëîùó ái÷íî¨ ïîâåðõíi óòâîðåíî¨ ïiðàìiäè, ÿêùî ðå-áðî êóáà äîðiâíþ¹ a.13. Ó ïðàâèëüíó ÷îòèðèêóòíó ïiðàìiäó âïèñàíî ïðàâèëüíó ÷î-òèðèêóòíó ïðèçìó, òàê, ùî îäíà îñíîâà ïðèçìè ëåæèòü ó ïëîùèíiîñíîâè ïiðàìiäè, à âåðøèíè äðóãî¨ ëåæàòü íà ái÷íèõ ðåáðàõ ïiðà-ìiäè. Ái÷íà ãðàíü ïðèçìè � êâàäðàò iç ñòîðîíîþ b, à ðåáðî îñíîâèïiðàìiäè äîðiâíþ¹ a. Çíàéòè îá'¹ì ïiðàìiäè.14. Âèñîòà ïðàâèëüíî¨ òðèêóòíî¨ (÷îòèðèêóòíî¨, øåñòèêóòíî¨) ïi-ðàìiäè äîðiâíþ¹ H , à ïëîñêèé êóò ïðè âåðøèíi � α. Çíàéòè îá'¹ìòà ïîâíó ïîâåðõíþ âiäïîâiäíî¨ ïiðàìiäè.15. Äîâæèíà ái÷íîãî ðåáðà ïðàâèëüíî¨ òðèêóòíî¨ (÷îòèðèêóòíî¨,øåñòèêóòíî¨) ïiðàìiäè äîðiâíþ¹ c, à ¨¨ ái÷íi ãðàíi íàõèëåíi äî ïëîùè-íè îñíîâè ïiä êóòîì α. Çíàéòè îá'¹ì òà ïîâíó ïîâåðõíþ âiäïîâiäíî¨ïiðàìiäè.16. Îñíîâà ïiðàìiäè � êâàäðàò iç ñòîðîíîþ a. Äâi ñóìiæíi ái÷íiãðàíi ïiðàìiäè ïåðïåíäèêóëÿðíi äî îñíîâè, à äâi iíøi íàõèëåíi äî íå¨ïiä êóòîì α. Çíàéòè ái÷íó ïîâåðõíþ ïiðàìiäè.17. Â îñíîâi ïiðàìiäè ëåæèòü ðîìá. Äâi ñóìiæíi ái÷íi ãðàíi ïåð-ïåíäèêóëÿðíi äî ïëîùèíè îñíîâè i óòâîðþþòü ìiæ ñîáîþ òóïèé êóò
β, à äâi iíøi ái÷íi ãðàíi íàõèëåíi äî îñíîâè ïiä êóòîì β. Çíàéòèïëîùó ái÷íî¨ ïîâåðõíi ïiðàìiäè, ÿêùî âèñîòà ïiðàìiäè äîðiâíþ¹ H .18. Â îñíîâi ïiðàìiäè ëåæèòü ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ ç ái÷íîþ ñòîðî-íîþ c i ãîñòðèì êóòîì α. Ái÷íi ãðàíi ïiðàìiäè íàõèëåíi äî ïëîùèíèîñíîâè ïiä êóòîì β. Çíàéòè îá'¹ì ïiðàìiäè.19. Â îñíîâi ïiðàìiäè ëåæèòü ïðÿìîêóòíà òðàïåöiÿ ç áiëüøîþ ái-



118÷íîþ ñòîðîíîþ b i ãîñòðèì êóòîì α. Âñi ái÷íi ãðàíi ïiðàìiäè íàõèëåíiäî ïëîùèíè îñíîâè ïiä êóòîì β. Çíàéòè îá'¹ì ïiðàìiäè.20. Îñíîâîþ ïðÿìî¨ ïðèçìè ¹ ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ ç ãîñòðèì êó-òîì α. Äiàãîíàëü òðàïåöi¨ ¹ áiñåêòðèñîþ ãîñòðîãî êóòà. Äiàãîíàëüái÷íî¨ ãðàíi, ùî ìiñòèòü ái÷íó ñòîðîíó òðàïåöi¨, äîðiâíþ¹ l i óòâîðþ¹ç ïëîùèíîþ îñíîâè êóò β. Çíàéòè îá'¹ì öèëiíäðà, îïèñàíîãî íàâêîëîäàíî¨ ïðèçìè.21. Â îñíîâi ïðÿìî¨ ïðèçìè ëåæèòü ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ç êó-òîì α. ×åðåç ïðîòèëåæíèé êàòåò íèæíüî¨ îñíîâè i âåðøèíó êóòà αïðîâåäåíî ïåðåðiç, ÿêèé óòâîðþ¹ ç ïëîùèíîþ îñíîâè êóò ϕ. Ïåðïåí-äèêóëÿð, ïðîâåäåíèé ç âåðøèíè êóòà α íèæíüî¨ îñíîâè äî ïåðåðiçó,äîðiâíþ¹ a. Çíàéòè îá'¹ì öèëiíäðà, îïèñàíîãî íàâêîëî öi¹¨ ïðèçìè.22. Â îñíîâi ïðÿìî¨ ïðèçìè ëåæèòü ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê çêóòîì α ïðè âåðøèíi. ×åðåç îñíîâó òðèêóòíèêà íèæíüî¨ ãðàíi i ïðî-òèëåæíó âåðøèíó âåðõíüî¨ ãðàíi ïðîâåäåíî ïåðåðiç, ÿêèé óòâîðþ¹ çïëîùèíîþ îñíîâè ïðèçìè êóò ϕ. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé ç âåð-øèíè íèæíüî¨ îñíîâè, ùî íå íàëåæèòü äàíîìó ïåðåðiçó, äî öüîãîïåðåðiçó, äîðiâíþ¹ b. Çíàéòè ái÷íó ïîâåðõíþ öèëiíäðà, îïèñàíîãîíàâêîëî äàíî¨ ïðèçìè.23. Êîæíå ç ðåáåð ïðàâèëüíî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ ïiðàìiäè äîðiâíþ¹
a. ×åðåç ñåðåäèíè äâîõ ñóìiæíèõ ñòîðií îñíîâè ïiðàìiäè i ñåðåäèíóâèñîòè öi¹¨ ïiðàìiäè ïðîâåäåíî ïëîùèíó. Çíàéòè ïëîùó îäåðæàíîãîïåðåðiçó.24. ×åðåç öåíòð ãðàíi ïðàâèëüíîãî òåòðàåäðà ç ðåáðîì a ïðî-âåäåíî ïëîùèíó, ïàðàëåëüíî ìèìîáiæíèì ðåáðàì öüîãî òåòðàåäðà.Çíàéòè ïëîùó îäåðæàíîãî ïåðåðiçó.25. ×åðåç äiàãîíàëü ïðàâèëüíî¨ ÷îòèðèêóòíî¨ ïðèçìè, îñíîâà ÿêî¨äîðiâíþ¹ a, à âèñîòà � 4a, ïðîâåäåíî ïëîùèíó, ïàðàëåëüíó äiàãîíàëiïðèçìè. Çíàéòè ïëîùó ïåðåðiçó.26. Êîæíà ç ðåáåð ïðàâèëüíî¨ øåñòèêóòíî¨ ïðèçìè äîðiâíþ¹ a.Çíàéòè ïëîùó ïåðåðiçó, ïðîâåäåíîãî ÷åðåç äâi ïðîòèëåæíi ñòîðîíèâåðõíüî¨ i íèæíüî¨ îñíîâ l ïðèçìè.27. Öåíòðè ãðàíåé ïðàâèëüíîãî òåòðàåäðà ¹ âåðøèíàìè íîâîãîòåòðàåäðà. Çíàéòè âiäíîøåííÿ ¨õ ïîâíèõ ïîâåðõîíü òà îá'¹ìiâ.28. Âåðøèíè ïðàâèëüíîãî òåòðàåäðà ñïiâïàäàþòü ç ÷îòèðìà âåð-øèíàìè êóáà. Çíàéòè âiäíîøåííÿ îá'¹ìiâ òåòðàåäðà i êóáà.29. Öåíòðè ãðàíåé êóáà ¹ âåðøèíàìè äâîõ ðiâíèõ ïðàâèëüíèõ÷îòèðèêóòíèõ ïiðàìiä. Çíàéòè âiäíîøåííÿ îá'¹ìó òàêî¨ ïiðàìiäè äîîá'¹ìó êóáà.



Ëiòåðàòóðà 119
Ëiòåðàòóðà1. Àêòóàëüíi ïðîáëåìè âèâ÷åííÿ ïðèðîäíè÷î-ìàòåìàòè÷íèõ äèñöè-ïëií ó çàãàëüíîîñâiòíiõ íà÷àëüíèõ çàêëàäàõ Óêðà¨íè (Ìàòåðiàëèâñåóêðà¨íñüêî¨ êîí�åðåíöi¨). � Ê.: 1999.2. Áåâç �. Ï.Ìåòîäèêà âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè. � Ê.: Âèùà øêîëà,1977.3. Áåâç �. Ï.Ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçóâàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ çàäà÷ ó 6�8 êëà-ñàõ. � Ê.: �àä. øêîëà, 1975.4. Áåâç �. Ï.Ìåòîäèêà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñòåðåîìåòðè÷íèõ çàäà÷. � Ê.:�àä. øêîëà, 1988.5. Áåëë Ý. �. Òâîðöû ìàòåìàòèêè. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1979.6. Áîëòÿíñêèé Â. �. Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ: Ïîñîáèå äëÿ ó÷èòå-ëÿ. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1985.7. Áóðäà Ì. I. �îçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà ïîáóäîâó â 6�8 êëàñàõ. � Ê.:�àä. øêîëà, 1986.8. Âèëåíêèí Í. ß. Ôóíêöèÿ â ïðèðîäå è òåõíèêå. � Ì.: Ïðîñâåùå-íèå, 1985.9. Âîçíÿê �. Ì., Ìàëàíþê Ê. Ï. Ïðèêëàäíà ñïðÿìîâàíiñòü øêiëü-íîãî êóðñó ìàòåìàòèêè. � Ê.: �àä. øêîëà, 1984.10. �åîìåòðèÿ äëÿ 9�10 êëàññîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ ó÷àùèõñÿøêîë è êëàññîâ ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì êóðñà ìàòåìàòèêè /À. Ä. Àëåêñàíäðîâ è äð. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1984.11. �ëåéçåð �. È. Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå, IV�VI êëàññû: Ïîñî-áèå äëÿ ó÷èòåëåé. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1981.12. �ëåéçåð �. È. Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå, VII�VIII êëàññû:Ïîñîáèå äëÿ ó÷èòåëåé. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1981.13. �ëåéçåð �. È. Èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå, IX�X êëàññû: Ïîñî-áèå äëÿ ó÷èòåëåé. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1983.14. �íåäåíêî Á. Â. Ôîðìèðîâàíèå ìèðîâîçðåíèÿ ó÷àùèõñÿ â ïðîöåñåîáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1982.



12015. �ðèöà¹íêî Ì. Ï. Óñíi âïðàâè ç ìàòåìàòèêè äëÿ 4�8 êëàñiâ. � Ê.:�àä. øêîëà, 1984.16. �óñåâ Â. À., Îðëîâ À. È., �îçåíòàëü À. Ë. Âíåêëàññíàÿ ðàáîòàïî ìàòåìàòèêå â 6�8 êëàññàõ / Ïîä. ðåä. Ñ. È. Øâàðöáóðäà. �Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1984.17. Çàäà÷è ïî àëãåáðå äëÿ 6�8 êëàññîâ / Ä. Ê. Ôàääååâ è äð. � Ì.:Ïðîñâåùåíèå, 1987.18. Çáiðíèê çàäà÷ ðåñïóáëiêàíñüêèõ ìàòåìàòè÷íèõ îëiìïiàä / Çà ðå-äàê. Â. I. Ìèõàéëîâñüêîãî. � Ê.: Âèùà øêîëà, 1979.19. Êîâàëåíêî Â. �., Òåñëåíêî I. Ô. Ïðîáëåìíèé ïiäõiä äî íàâ÷àííÿìàòåìàòèêè. � Ê.: �àä. øêîëà, 1985.20. Êîëÿãèí Þ. Ì. Çàäà÷è â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå. Â 2-õ ÷. � Ì.:Ïðîñâåùåíèå, 1977.21. Êîí�îðîâè÷ À. �. Ìàòåìàòè÷íi ñî�içìè i ïàðàäîêñè. � Ê.: �àä.øêîëà, 1983.22. Ëàáîðàòîðíûå è ïðàêòè÷åñêèå ðàáîòû ïî ìåòîäèêå ïðåïîäàâàíèÿìàòåìàòèêè / Ïîä ðåä. Å. È. Ëÿùåíêî. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1988.23. Ñáîðíèê çàäà÷ äëÿ �àêóëüòàòèâíûõ è âíåêëàññíûõ çàíÿòèé ïîìàòåìàòèêå / Â. Í. Áåðåçèí è äð. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1985.24. Ëèòâèíåíêî �. Ì., Ìîðäêîâè÷ À. �. Ïðàêòèêóì ïî ðåøåíèþ ìà-òåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1984.25. Ìàòåìàòèêà: Ïîñiáíèê äëÿ �óêóëüòàòèâíèõ çàíÿòü ó 7 êëàñi /Çà ðåä. Áåâçà �. Ï. � Ê.: �àä. øêîëà, 1982.26. Ìàòåìàòèêà: Ïîñiáíèê äëÿ �óêóëüòàòèâíèõ çàíÿòü ó 8 êëàñi /Áîðîâèê Â. Í., Âèâàëüíþê Ë. Ì., Øå�òåëü Ç. �. òà ií. � Ê.:�àä. øêîëà, 1983.27. Ìàòåìàòèêà: Ïîñiáíèê äëÿ �óêóëüòàòèâíèõ çàíÿòü ó 9 êëàñi /Áîðîâèê Â. Í., Âèâàëüíþê Ë. Ì., Øå�òåëü Ç. �. òà ií. � Ê.:�àä. øêîëà, 1984.28. Ìàòåìàòèêà: Ïîñiáíèê äëÿ �óêóëüòàòèâíèõ çàíÿòü ó 10 êëàñi /Áîðîâèê Â. Í., Âèâàëüíþê Ë. Ì., Øå�òåëü Ç. �. òà ií. � Ê.:�àä. øêîëà, 1985.29. Ìàëàíþê Ì. Ï., Ëóêàâåöüêèé Â. I. Îëiìïiàäè þíèõ ìàòåìàòèêiâ.� Ê.: �àä. øêîëà, 1985.30. Ìåòåëüñêèé Í. Â. Äèäàêòèêà ìàòåìàòèêè: Ëåêöèè ïî îáùèìâîïðîñàì. � Ìèíñê: Èçä-âî Áåëîðóñ. óí-òà, 1982.



Ëiòåðàòóðà 12131. Ìåòîäèêà âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè: Ïðàêòèêóì / Çà ðåä. Áåâçà�. Ï. � Ê.: Âèùà øêîëà, 1981.32. Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå: Îáùàÿ ìå-òîäèêà / Ñîñò. ×åðêàñîâ �. Ñ., Ñòîëÿð À. À. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå,1985.33. Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå: ×àñòíàÿìåòîäèêà / Ñîñò. Ìèøèí Â. È. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1987.34. Ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå: Îáùàÿ ìå-òîäèêà / Îãàíåñÿí Â. À., Êîëÿãèí Þ. Ì. è äð. � Ì.: Ïðîñâåùå-íèå, 1980.35. Ìåòîäèêà âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè / Óïîðÿä. ×åðêàñîâ �. Ñ.,Ñòîëÿð À. À. � Õàðêiâ: Îñíîâà, 1992.36. Ïåòðàêîâ È. Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêèå îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ. � Ì.:Ïðîñâåùåíèå, 1982.37. Òåñëåíêî I. Ô., ×àøå÷íèêîâ Ñ. Ì., ×àøå÷íèêîâà Ë. �.Ìåòîäèêàâèêëàäàííÿ ñòåðåîìåòði¨ i ïëàíiìåòði¨. � Ê.: �àä. øêîëà, 1986.38. Ó ñâiòi ìàòåìàòèêè (Çá. íàóê.-ïîïóëÿð. ñòàòåé). � Ê.: ÒÂIÌÑ,(ïî÷èíàþ÷è ç 1995 ð.).39. Ôàääååâ Ä. Ê. è äð. Ýëåìåíòû âûñøåé ìàòåìàòèêè äëÿ øêîëü-íèêîâ. � Ì.: Íàóêà, 1987.40. Ôiøìàí I. Ì. Ìåòîäîëîãi÷íi ïèòàííÿ øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìà-òèêè. � Ê.: �àä. øêîëà, 1985.41. Õàáiá �. À. Àêòèâiçàöiÿ ïiçíàâàëüíî¨ äiÿëüíîñòi ó÷íiâ íà óðîêàõìàòåìàòèêè. � Ê.: �àä. øêîëà, 1985.42. Õìàðà Ò. Ì. Íàâ÷àííÿ ó÷íiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîâè. � Ê.: Ïåäàãî-ãiêà, 1987.
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